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Prefacio 


Este e o terceiro volume do livro que trata da teoria classica do Eletro- 
magnetismo, sendo seqiiencia dos Volumes I e II, ja publicados. O primeiro 
volume abrange essencialmente assuntos relacionados com a Eletrostatica, en- 
quanto o segundo discute Eletrodinamica Elementar e Magnetostatica e ter- 
mina fundamentando o Eletromagnetismo por meio da obtengao das quatro 
Equagoes de Maxwell, que reunem os quatro fundamentos basicos de todos 
os fenomenos eletromagneticos. No presente volume, passamos ao estudo de 
“aplicagoes” da teoria vista, discutindo varios assuntos de importancia tanto 
teorica quanto pratica, dos pontos de vista cientffico e tecnologico. 

0 volume inicia, no capitulo 20, com o estudo da extensao dos poten- 
ciais eletrostaticos e magnetostaticos, ja discutidos nos Volumes I e II, para 
seus equivalentes dependentes do tempo. O uso desses potenciais, e de certas 
condigoes auxiliares a que eles estao sujeitos, os chamados calibres, pode facili- 
tar bastante a resolugao das equagdes de Maxwell, que formam um sistema de 
equagoes diferenciais acopladas bastante complicado, em geral. A partir desses 
calibres, definidos nas segoes 20.1, 20.2 (calibre de Coulomb) e 20.3 (calibre 
de Lorentz), as equagoes de onda eletromagnetica associadas com as equagoes 
de Maxwell podem ser resolvidas por meio de fungdes de Green, por exem- 
plo (segoes 20.4 e 20.5). A partir dos potenciais, os campos eletromagneticos 
podem ser obtidos, o que envolve as equagoes de Jefimenko, discutidas na 
segao 20.6, que sao para distribuigdes macroscopicas de cargas e correntes. 
Na segao 20.7, estudamos o comportamento de cargas pontuais, cujos cam¬ 
pos de Lienard-Wiechert serao necessarios posteriormente no capitulo 24, que 
trata da radiagao emitida por cargas aceleradas. Na seqiiencia, na segao 20.8 
apresentamos a Lagrangeana e a Hamiltoniana de uma particula carregada 
sujeita a um campo eletromagnetico e encerramos com a apresentagao, na 
segao 20.9, de uma forma alternativa para os potenciais eletromagneticos. 
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O capitulo 21 e, talvez, juntamente com o precedente, o mais importante 
do ponto de vista teorico. Ele apresenta as formas das leis de conservagao 
obedecidas pelos sistemas eletromagnetico-mecanicos, estendendo os dominios 
de validade das famosas leis de conservagao mecanicas para englobar tambem 
os fenomenos eletromagneticos. Assim, iniciando com a lei de conservagao da 
carga, na segao 21.1, temos a lei de conservagao da energia, na segao 21.2, a lei 
de conservagao do momento linear, onde grandezas como o vetor de Poynting 
sao introduzidas (segao 21.3), e a lei de conservagao do momento angular, na 
segao 21.4. O ultimo assunto, a quantizagao da carga eletrica e as implicagoes 

de uma possivel existencia de monopolos magneticos, discutidas na segao 21.5, 
completa o capitulo. 

O capitulo 22 inicia nossas aplicagoes propriamente ditas, tratando do 
assunto ondas eletromagneticas. Comegamos pel a definigao das grandezas 
principais necessarias ao estudo, na segao 22.1, estabelecendo as equag5es 
de onda para casos simples. O primeiro caso, o de ondas planas no vacuo, e 
estudado na segao 22.2, com a extensao para meios dieletricos na segao 22.3. 
Incluimos condutores na segao 22.4 e, em seguida, estudamos o primeiro mo- 
do de interagao da radiagao eletromagnetica com a materia, por meio dos 
fenomenos de absorgao e dispersao, vistos na segao 22.5. Depois, permitimos 
que nossas ondas possam ter uma distribuigao de freqiiencias, o que e, na 
pratica, o caso mais comum, e discutimos, na segao 22.6, uma superposigao 
de ondas monocromaticas. Por fim, introduzimos as importantes relagoes de 
Kramers-Kronig, na segao 22.7, que participam do estudo de materiais disper- 

sivos, em que as grandezas eletromagneticas caracteristicas do meio dependem 
de freqiiencia. 

Apos o estudo de ondas, no capitulo 23 introduzimos uma condigao de 
contorno ao problema de propagagao de ondas, Ou, em outras palavras, as 
ondas agora incidem numa interface, que pode ser um espelho ou a superficie 
da agua de um rio, por exemplo, quando entao ocorrem os fenomenos de re- 
flexao e refragao. Na segao 23.1, discutimos inicialmente o que ocorre numa 
incidencia normal a interface entre dois dieletricos, e na segao 23.2 e feita a ex¬ 
tensao a um angulo qualquer de incidencia. Os condutores sao acrescentados 
na segao 23.3. Nesse capitulo, varios fenomenos interessantes sao discutidos, 
como reflexao interna total, polarizagao por reflexao, energia transmitida de 
um meio a outro e propagagao de ondas evanescentes em condutores, e algu- 
mas ideias sao resgatadas posteriormente em outros locais. 

O estudo da emissao de radiagao propriamente dito inicia no capitulo 24, 
que discute de forma detalhada a emissao de radiagao por cargas pontuais. 
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Varios casos particulares import antes sao estudados, como a emissao em bai- 
xas velocidades, na segao 24.1, e a emissao quando velocidade e aceleragao sao 
colineares, na segao 24.2, a emissao quando a particula executa um movimento 
circular, caracteristico da operagao de smcrotrons (segao 24.4). O caso geral e 
discutido na segao 24.3. Em seguida, estudamos a distribuigao em freqliencias 
da radiagao emitida, na segao 24.5, introduzindo tambem as ideias por tras 
de equipamentos como wigglers e unduladores, comuns em laboratories que 
utilizam luz smerotron. 

O capitulo 25 trata da radiagao emitida por distributes de cargas e 
correntes. Antenas transmissoras e receptoras, como antenas de TV ou radio, 
sao exemplos comuns de tais distribuigoes. O capitulo inicia com o estudo de 
sistemas simples radiativos, estudados na segao 25.1. Em seguida, as bases da 
emissao para um sistema qualquer sao fundamentadas na segao 25.2, com o 
estudo dos casos particulares das zonas proxima (segao 25.3) e distante (se¬ 
gao 25.4). Na zona intermediaria a situagao e mais complicada, e precisamos 
introduzir a ideia de expansao em multipolos para os campos de radiagao, o 
que 6 feito a partir da segao 25.5. Obtemos nessa segao os campos em termos de 
multipolos radiativos e determinamos tambem grandezas como a distribuigao 
angular da potencia irradiada pelos multipolos, na segao 25.6, e a energia e o 
momento angular irradiados pelos multipolos, na segao 25.7. Alguns exemplos 
importantes, como os de antenas de meia-onda, sao discutidos exaustivamente 
nessas segoes. 

O estudo de guias de ondas e cavidades ressonantes e desenvolvido no 
capitulo 26, iniciando com uma discussao simples sobre a propagagao de ondas 
entre dois pianos condutores (segao 26.1) e continuando com o estudo de guias 
de ondas formadas por um condutor oco de segao transversal reta constante 
(segao 26.2). Em particular, os importantes casos de guias de ondas com 
segoes transversais retangulares e circulares sao estudados em detalhe, nas 
segoes 26.2.1 e 26.2.2, respectivamente. O capitulo continua com a discus¬ 
sao de cavidades ressonantes, na segao 26.3, incluindo o calculo da energia 
armazenada e da potencia dissipada numa cavidade, com a determinagao, 
ainda, do fat or de qualidade da cavidade. 

Os topicos de difragao e espalhamento sao discutidos no capitulo 27, ini¬ 
ciando com uma descrigao qualitativa do fenomeno em termos da construgao 
de Huygens (segao 27.1). Em seguida, na segao 27.2, a difragao e descrita 
quantitativamente em termos da teoria escalar de difragao, sendo a teoria ve- 
torial apresentada e comentada. Na segao 27.3 particularizamos o estudo da 
difragao para a difragao de Fraunhofer, com algumas aplicagoes importantes, 
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considerando a difragao por fenda unica (segao 27.3.1), por fenda dupla e por 
multiplas fendas (segao 27.3.2), por uma fenda retangular (segao 27.3.3) e por 
uma fenda circular (segao 27.3.4). Depois, a difragao de Fresnel e apresentada, 
na segao 27.4, com o estudo do caso de uma fenda de difragao. O capftulo 
continua com o estudo do espalhamento por objetos, sendo necessario inicial- 
mente obter uma importante expansao para ondas eletromagneticas planas em 
termos de ondas esfericas, o que e feito na segao 27.5. Assim, na segao 27.6, 
o espalhamento de ondas eletromagneticas por uma esfera perfeitamente con- 
dutora e estudado, incluindo-se as ideias de segao de choque diferencial e 
segao de choque total de espalhamento. O capftulo finaliza com o estudo do 
espalhamento Thomson, na segao 27.7. 

O capftulo 28 trata de um assunto bastante interessante, a reagao de 
radiagao, que e a forga produzida pelos campos eletromagneticos de uma 
carga ao agirem sobre ela mesma. A existencia dessa forga decorre do fato de 
os campos se propagarem com velocidade finita, de modo que partes diferentes 
da carga interagem umas com as outras, produzindo uma reagao associada 
com a radiagao. Um calculo baseado na lei de conservagao de energia e feito na 
segao 28.1, enquanto as segoes 28.2 e 28.3 estabelecem as grandezas relevantes 
para o caso de um modelo muito simples para uma carga pontual e para o 
modelo de Lorentz para o eletron, respectivamente. 

0 volume contem ainda tres apendices importantes. No apendice G, 
discutimos a produgao e o uso de correntes eletricas variaveis, enfocando cir- 
cuitos elementares ligados tanto a fontes de tensao contfnuas como alterna- 
das. Os conceitos de fasores, reatancias e impedancias, alem da ressonancia 
em circuitos de corrente alternada, sao introduzidos de forma simples mas 
bastante intuitiva, e o importante conceito de potencia RMS e introduzido. 
No apendice H, nosso objetivo principal e apresentar um metodo de resolugao 
das equagdes de Helmholtz que da origem as fungoes de Bessel esfericas, as 
quais sao muito importantes no estudo da radiagao de multipolos desenvolvido 
no capftulo 25. Sendo assim, esse apendice complementa o referido capftulo. 
Por ultimo, o apendice I apresenta uma aplicagao das ideias de refragao a 
sistemas de lentes esfericas, tanto delgadas quanto espessas. Em particular, o 
interessante metodo matricial para formagao de imagens por meio de lentes 
espessas e apresentado, encerrando este volume. 

Como comentarios finais, cabe aqui um pedido de desculpa aos leitores 
pela demora em apresentar o terceiro volume. Apos a publicagao do Volume 
II assumi um cargo de professor efetivo junto ao Departamento de Ffsica da 
Universidade Federal do Parana e passei a executar todas as atividades de 
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ensino, pesquisa e extensao a que nos professores nos dedicamos, incluindo 
preparagao de aulas, orientagoes de iniciagoes cientificas, mestrados e douto- 
rados, que realmente tomam bastante tempo. Assim, o tempo que podia ser 
destinado a escrita do texto do livro tornou-se pequeno, o que acabou atra- 
sando o seu termino. Agradego, assim, aos leitores, que tiveram a paciencia 
de esperar por este volume. Agradego, tambem, a Editora UEPG, que sempre 
executa um trabalho editorial excepcional. Como das vezes anteriores, pego 
que possiveis sugestoes, criticas e comentarios sobre o livro sejam enviados a 
ela ou diretamente a mim. 


Kleber Daum Machado 
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Capitulo 20 


Campos Eletromagneticos, 

III: Potenciais, Campos e 

Transformagoes de Calibre 

_/\qui veremos como a introdugao de potenciais escalares e vetoriais 
apropriados pode facilitar a resolugao das equagoes de Maxwell para o caso 
geral em que e dada uma densidade de car gas p(r, t) e uma densidade de 
correntes J(r, t) dependentes do tempo. Alem disso, obteremos os potenciais 
e campos produzidos por essas distribuigoes de cargas. 


20-1 Potenciais Escalares e Vetoriais 


As equagoes de Maxwell na forma 20.1, 


V ■ £ = 

_ P 

(20.1a) 


eo 


V = 

= 0 

(20.1b) 

V = 

dB 

dt 

(20.1c) 

VxB = 

d£ 

- IM)J + fJ, 0^0 

(20.Id) 


formam um conjunto de equagoes diferenciais de primeira ordem parciais e 
acopladas. Em casos simples, elas podem ser resolvidas para darem os campos 
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TRANSFORMAgOES DE CALIBRE 


eletrico e magnetico de uma distribuigao de carga p(r, t) e uma distribuigao 

de correntes J(r, t), especialmente quando ha simetrias envolvidas, de forma 

que as leis de Maxwell na forma integral possam ser utilizadas. Entretanto, a 

sua resolugao para urn caso geral nao e tao simples, ou seja, nao e uma tarefa 

facil determmar £(r, t) e B(r, t) dados p(r, t) e J(r, t) para um caso geral. No 

caso estatico, tanto eletrico quanto magnetico, as leis de Coulomb e de Biot- 

Savart podem ser aplicadas, e algumas tecnicas (integragao direta, fungoes 

de Green, metodo das imagens, potenciais escalares e vetoriais magneticos, 

por exemplo) podem ser utilizadas para resolver a questao. No caso geral, em 

que todas as grandezas relevantes podem depender do tempo, aquelas duas 

equagoes, que sao validas para condigoes estaticas, nao podem ser empregadas 

na forma usual em que as conhecemos. Precisamos entao estender a validade 

delas para o caso geral e eventualmente obter novos metodos para resolugao 
das equagoes de Maxwell acima. 

No desenvolvimento dos metodos de resolugao de problemas eletrosta- 
ticos e magnetostaticos, o conceito de potencial escalar ou vetorial foi util em 
varias situagoes ’. Assim, podemos explorar esse fato e determinar potenciais 
escalares e vetoriais apropriados para o caso geral e verificar se, procedendo 
desse modo, conseguimos simplificar as equagoes de Maxwell 20.1. 

A primeira verificagao com relagao aos potenciais e que a equagao de 
Maxwell 20.1b, v 


= 0 

combinada com a relagao 1.58a, 

V • (V X A) — 0 

indica que o campo magnetico B pode ser expresso em termos do potencial 
vetor magnetico 16.1, 

B = VxA (20.2) 

lembrando que agora A = A(f, t ). A relagao entre Be Ae direta, mas no 
caso do campo eletrico £ e do potencial eletrico V, ha uma pequena modifi- 
cagao a fazer. Como agora os campos dependem do tempo, pela equagao de 


Bom, talvez mais util na Bletrostatica do 
rabilidade do potencial eletrico. 


que na Magnetostatica, por causa da mensu- 
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Maxwell 20.1c, 


V x £ = 


dB 

at 


o campo eletrico nao pode ser escrito simplesmente como £ — — VV, que e 
valida apenas no caso estatico, quando entao V x £ — 0. Porem, se utilizarmos 
o potencial vetor magnetico, podemos reescrever a lei de Faraday como 


V x £ + 




ou 


ou ainda, 


V x £ + V x 




Vx 



Para o termo entre colchetes podemos utilizar agora a identidade 1.58a e 
definir um potencial escalar, ou seja, 





e entao, 



que se reduz a expressao usual quando A nao e fungao do tempo (situagao 
magnetostatica). Assim, os campos eletrico e magnetico ficam escritos em 
termos de potenciais por meio das equagoes 20.2 e 20.3. 

Pelo modo como eles foram definidos, os potenciais acima estao de acor- 
do com a lei de Gauss magnetica e a lei de Faraday. Precisamos verificar o 
que ocorre com as outras duas leis, a lei de Gauss e a lei de Ampere-Maxwell. 
Partindo da lei de Gauss 20.1a. 



30 


20. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, III: POTENCIAIS, CAMPOS E TRA NS FORMA QOES DE CALIBRE 


V-£ 


P_ 

fo 


e da expressao 20.3, obtemos 


V 


VV 


dA 

dt 


£_ 

eo 


ou 


v 2 



v-vv-v 


dA 

dt 


P_ 

eo 


que pode ser reescrita como 


d 


V V "*~ ’ A) 


£_ 

eo 


(20.4) 


Essa equagao substitui a equagao de Poisson 6.1 para o caso eletrostatico. 
Partindo agora da lei de Ampere-Maxwell 20.Id, 


V x B — i^o J + n o^o 


d£ 

dt 


e utilizando 20.2 e 20.3, ficamos com 


V x (V x A) — i^oJ + 


d 

dt 


VV 


dA 

dt 


A identidade 1.58c estebelece que 


Vx(VxA) = V(V • A) - V 2 A 

Aplicando essa identidade na equagao anterior, achamos 


d d 

V(V -A)- V 2 A = fioJ - mo -^(VV) 


dt 


mo 


dt 


dA 

dt 


ou 


V(V-*4) + V 


/i 0^0 


dV 

dt 


v 2 a + mo 


d 2 A 

dt 2 


/iQ J 
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ou ainda, 



que e a equagao derivada da lei de Ampere-Maxwell. Note que as equagoes de 
Maxwell envolvem a determinagao de £ e 0, os quais tern, cada um, tres com- 
ponentes, ou seja, na verdade temos seis incognitas. As equagoes 20.4 e 20.5, 
apesar de nao serem tao belas e concisas quanto as equagoes de Maxwell, 
contem todas as informagoes fisicas destas. Elas envolvem a determinagao 
de quatro incognitas, a saber, o potencial escalar V e tres componentes do 
potencial vetorial magnetico A. 

As equagoes 20.4 e 20.5 podem ser eventualmente simplificadas em cer- 
tas situagoes, mediante o uso de transformagoes de gauge (transformagSes 
de calibre), ja que as expressoes 20.2 e 20.3 nao definem univocamente um 
potencial escalar Y e um potencial vetorial A . Para ver isso, considere nova- 
mente 20.2, 


B = VxA 

w 

Pela identidade 1.58.b, temos que, para qualquer fungao escalar A, vale 

V x VA = 0 

Assim. se considerarmos 

A' = A + V a (20.6) 

temos que o campo magnetico correspondente sera 

B'-Vxi' 

= Vx(I+VA) 

= V xA+ V x VA 

B' = B 

ou seja, o campo magnetico, que e a grandeza ffsica relevante e observavel, 
permanece invariante sob a transformaQao 20.6. Precisamos verificar agora o 
que ocorre com o campo eletrico 20.3, 
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quando submetido a mesma transformagao. Nesse caso, considerando tambem 
a possibilidade de que V possa ser transformado para um ¥', temos 

£'=-VV'--^(-4+ VA ) 

at 

ou 

£ ' = - vv '-i£-^ va > 


ou entao, 



BA 

Bt 



BA 

Bt 


ou ainda, 


BA 
Bt 

Portanto, se definirmos a transformagao 





ficamos com 


E 


i 




BA 

Bt 


ou 


£ 




de modo que o campo eletrico tambem fica invariante. Assinij a transformagao 
de calibre dada pelas equagoes 20.6 e 20.7, 
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A' = 

- A “I - V A 

(20.8a) 

V' = 

- V ^ 

dt 

(20.8b) 


deixa os campos eletromagneticos invariantes frente a transformagoes de ca¬ 
libre, e essa invariancia e chamada de invari&ncia de calibre . Dessa manei- 
ra, podemos escolher uma fungao arbitraria A(r, t ) de modo a ter, para as 
condigoes de um certo problema, a transformagao de calibre que seja mais 
adequada para sua resolugao. Existem varios calibres importantes. Os dois 
principais sao o calibre de Coulomb, tambem chamadp de transversal ou de 
radiagao, e o calibre de Lorentz. Antes de estudar esses calibres, vamos resol¬ 
ver alguns problemas de aplicagao. 

Exemplo 20.1. Dados os potenciais 

V(f, t) = 0 

A{f , t ) = Aox 2 t k 

determine os campos eletrico e magnetico correspondentes 7 verifique se eles 
satisfazem as equagoes de Maxwell e ache as distribuigoes de carga e corrente 
que dariam origem a esses potenciais. 

Os campos sao obtidos atraves das equagoes 20.2, 

B = Vxi 


e 20.3, 


e ficam 



£ = -VV- 

at 

S = — Aqx 2 k 


e 
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B — V x (Aox 2 t k) 

* c 0 ~ d ~ 3 / 2 -T \ 

— Aot i——bj- 75 —H k— x (x k) 

ox oy oz _ 

= 2A$xt i x k 

B — —2Aoxtj 


A primeira equagao de Maxwell fornece a densidade de carga associada aos 
potenciais acima, isto e, de 20.1a, achamos 



A. A 

p = — 26 oAo^i • k 




Testando a equagao 20.1b, temos 

- L d - 0 * d ~\ 

V-tf = i^-+j^-+k— -(-2>4o^j) 

ox oy oz ^ 

V- B - — 2^4o* i • j 
V-B = 0 


e ela e verificada. Passando agora a terceira equagao de Maxwell, dada pela 
expressao 20.1c, temos que verificar se 



ou seja, 



x (-.Aoz 2 k) = -j-(-2Aoxti) 

— 2Aqx i x k = 2Aqx j 

2A$x) = 2Aqx$ 


e a terceira equagao e verificada. A quarta, expressao 20. Id, fornece a densi¬ 
dade de corrente associada aos potenciais definidos acima, ou seja, 
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V x B = hqJ + noeo 



ou 



x (-2Aoxt$) = 



Mo^o 



(-Aqx 2 k) 


A A —¥ 

— 2Aot i x j = hqJ 



Exemplo 20.2. Mostre que as equagoes 20-4 e 20.5, 


V 2 V+|-(V.^) = 

dV ' 


£_ 

^0 



V 2 A — m o^o 


at 2 


v 


V * *4. + /^o^o 


SV 

dt 


Vo J 


podem ser reescritas numa forma mais simetrica, utilizando o operador 
d’Alambertiano U 2 , definido no vacuo por 


□ 


i 

V 


Mo e o 


d 2 

dt 2 


e a fungdo H, dada por 


(20.9) 


V * A + fl q€q 


dV 

dt 


( 20 . 10 ) 


Observando a equagao 20.5, vemos que ela pode ser imediatamente es- 
crita em termos das grandezas definidas acima, de modo que ela fica 

D 2 A — VH = — fio J 

A equagao 20.4 precisa de algumas manipulagoes adicionais. Vamos somar e 
subtrair o termo do lado esquerdo da equagao, ou seja, 
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□ 2 V 


o r 9 2 V d 2 V d _ - 

V V — Unto A ' .rT +UnCn » + — (V • A) 


dt 2 


94 2 


94 


P_ 

6q 


OU 




□ 2 V + 


d_ 

dt 


dV „ r 


P_ 


ou ainda, 


□ 2 V + 


Reunindo as duas expressoes, temos 


□ 2 V + 


a 2 a 


9E 

P 


dt 

eo 


dE 
dt ~ 

P 

eo 

(20.11a) 

VS = 

Ho J 

(20.11b) 


que esta escrita agora de uma forma um pouco mais simetrica. 


Exemplo 20.3. Sendo dados os potenciais 



Q 

4:7T€Qr 



A(f } t) = 0 

a) Determine os campos £ e B correspondentes, verificando se eles satisfa- 

zem as equagoes de Maxwell Ache tambern as densidades de carga e corrente 

correspondentes. 

/ 

E interessante notar que o potencial escalar acima corresponde ao po¬ 
tential eletrostatico de uma carga estatica —Q situada na origem. Portanto, 
esperamos obter o campo eletrico de uma carga pontual, um campo magnetico 
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nulo, pois a carga esta parada, e os campos devem respeitar as equaQoes de 
Maxwell. Os campos sao obtidos das equates 20.2 e 20.3, e eles ficam 

B=Vx/=0 


e (lembrando de usar o operador V em coordenadas esfericas) 


£ = 
£ = 
£ = 



<f> d 

r sen 9 dcf> 



que sao os campos de uma carga pontual — Q situada em repouso na origem, 
de modo que p — — QS(r) e J = 0. As equates de Maxwell sao imediata- 
mente satisfeitas para esse caso, ja que esse e o problema mais elementar da 
Eletrostatica. 


b) Faga uma transformagao de calibre aplicando a fungao 



Qt 

47reo r 


e obtenha as mesmas grandezas do caso anterior, verificando tambem a vali¬ 
dade das equagoes de Maxwell . 

Para transformar os potentials, utilizamos as relagoes 20.8, de modo 
que o potential magnetico fica, por 20.8a, 


A* = A + VA 


ou 


e entao, 




6 d 4> d 

H-1--- 

r oQ r sen 9 dcf) 



47 T 60 r 



O potential eletrico fica, aplicando 20.8b, 
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OU 


ou ainda, 


e entao, 



dA 

~dt 





Attcot 



Q , Q 

- “T - 

Attcqt 47T6o r 


V' = 0 

Os campos e £ l podem ser obtidos por meio das equagoes 20.2 e 20.3. 
Note que esperamos que eles sejam identicos ao caso anterior, por causa da 
invariancia dos campos (nao dos potenciais) frente a transformagoes de calibre. 
Verificando explicitamente, temos 





A <9 9 d 0 d 

V dr r d6 + r sen 6 d(f> 





£’ = 
£ f = 

£ f = 



dt lAireor 2 

Q , 





ou seja, os campos realmente sao invariantes sob a transformagao de calibre. 
As densidades de carga e corrente sao as mesmas que no caso anterior, ja que 
os campos sao os mesmos, o que e bastante razoavel porque a transformagao 
de calibre e um modo matematico de alterar as equagoes de Maxwell para 
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facilitar sua resolugao, mas ela nao pode criar ou destruir distributes de 
cargas ou correntes pois isso alteraria as condigdes ftsicas do problema. 


20.2 Calibre de Coulomb 

O calibre de Coulomb, transversal ou de radiagao, consiste em conside- 
rar uma transformagao de calibre de forma que o potencial vetor magnetico 
A fique sujeito a condigao 


Vt = 0 (20.12) 

que e, na verdade, a condigao implicita na Magnetostatica, ja que, nesse 
caso, como a lei de Ampere na forma 14.20 e valida sem corregoes, podemos 

utilizar 16.1 e escrever 


Vx(Vxi) = no J 

Utilizando agora a identidade 1.58c, 

V x (V x A) = V(V • A) - V 2 A 

achamos 

V(V-A)-V 2 A = HoJ 

Supondo agora que V’ A = 0, e lembrando tambem que estamos considerando 
campos e potenciais independentes do tempo, temos 

V 2 A = -hoJ (20.13) 

Comparando esta equagao com a equagao de Poisson 6.1, 

V 2 V = - — 

e 0 


cuja solugao e dada por 5.2, 
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vemos que a solugao da equagao 20.13 e do tipo 



que e similar a expressao 16.5, deduzida na segao 16.1, valida para a Magne- 
tostatica. Com o calibre de Coulomb 20.12, a expressao 20.4 para o potencial 
eletrico se torna 


V 2 V = —— (20.14) 

€ 0 

que e uma equagao identica a equagao de Poisson 6.1, de modo que a solugao 
e dada por 



(20.15) 


Note que V nao esta relacionado ao campo eletrico por £ = — VV. Isso so 
ocorre na Eletrostatica. A relagao entre eles e dada pela equagao 20.3, 



ou seja, e preciso determinar tambem A(r, t) para encontrar os campos. 


Um fato relevante a respeito do calibre de Coulomb e que, quando estamos considerando 
este calibre, o potencial eletrico 20.15 num ponto P(r) do espago e num instante de tempo t e 
determinado pela distribuigao de cargas p(r , t) no instante de tempo i, independentemente de quao 
afastadas estiverem as cargas do ponto de observagao P. Isso significa que o potencial eletrico no 
calibre de Coulomb propaga-se de forma instantanea pelo espago, violando (em princfpio) a teoria 
da Relatividade. A quest ao e que a Relatividade diz que nenhuma informagao pode viajar mais 
rapido do que a luz, mas nada impede algo que nao transporte informagao de se mover mais rapido 
que a luz. O potencial eletrico 20.15 sozinho nao e uma grandeza mensuravel (lembre que ele nao e 
o potencial eletrico usual da Eletrostatica), mas sim o campo eletrico £ derivado a partir de 20.3, o 
qual depende tambem de A. O potencial vetor magnetico “compensa” o potencial eletrico no calibre 
de Coulomb, de forma que os campos eletromagneticos nao violam a Relatividade. 


O calibre de Coulomb facilita a determinagao de V, mas isso tern seu 
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prego. 0 potential vetor magnetico A fica sujeito a uma equagao nao muito 
simples, ja que, por 20.5, temos 



ou, em termos do operador d’Alambertiano 20.9, 



l^o J + o^o V 



(20.16) 


Em principio, o termo que depende de V no lado direito da expressao acima 
pode ser calculado por 20.15. Alem disso, como ele envolve um gradiente, 
sabemos por 1.58b que seu rotational e nulo, ou seja, esse termo e irrotacional. 
Isso sugere que, se separarmos a densidade de corrente J em dois termos, 
atraves de 


J=j e + J t (20.17) 

de modo que Jt seja a densidade de corrente longitudinal ou irrotacional, com 
a propriedade de que V x — 0, e Jt seja a densidade de corrente transversal 
ou solenoidal, caracterizada por ter V • Jt = 0, a equagao para A pode ser 
simplificada. As densidades de corrente longitudinal e transversal sao obtidas 
da densidade total de corrente mediante 





—V x V x 

47r 



como podemos ver se considerarmos, na relagao 1.58c, 


Vx(Vxi) = V(V • A) - 


(20.18) 


(20.19) 



\r — r l I 


a fungao 
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Temos entao, 


V x V x 


J(r t) 


r — r 


/ 


V 


V- 


j(f r ,t) 


yi __ y * 


/ 


V 




y* __ 


/ 


Vamos integrar agora esta relagao num volume F, ou seja, 


V x V x 


v 




y* _ y* 


f 


dV 


V 




v 


J(r\t) 


r — r 


/ 


dV 


V 


v 


J(f', t) 


y* __ y* 


7 


dV 


O operador V age apenas sobre as coordenadas r, de modo que, para nossos 
propositos, podemos escrever 


V x V x 


J(f, t) 


dV 


v 


y* __ y 


V 


V 


J(r t ) 


v 


r — r 


! 


dV 


V 


v 


J(f', t ) 


r — r 


/ 


dV (20.20) 


Como J{f r ) independe de f, a ultima integral pode ser reescrita como 


V 


v 


J{r',t) 


r — r 


/ 


dV 


J(r f , t) V 


v 


1 


■r p 

y* __ ^ 


dF 


e, utilizando a equacao 9.1, 


V 


1 


y _ y 


f 


47r5(r 


') 


achamos 


V 


v 


f(r', t ) 




dV 


47r<5(r — r') J(r£) dV' 


y 


ou 


V 


y 




r — r 


dV 


47r J(r*, i) 


( 20 . 21 ) 
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A integral 


V 


V 




4 dV 


( 20 . 22 ) 


v 


r — r 


pode ser reescrita se utilizarmos 1.58e, 


V • ($A) = (V$) • A + $(V • A) 


Obtemos, portanto, 


V • 


J(r t) 


r — r 


/ 


V 


1 


r — r 


/ 


J{r',t ) + 


V • J(r 7 , t ) 


r — r 


t 


O ultimo termo na expressao acima e nulo, pois J independe de r. Alem disso, 
por 10.2, temos 


V 


1 


r — r 


f 


V' 


1 


r — r 


onde V' age agora sobre as coordenadas com linha. Assim, achamos 


V 


J(r', t) 


r — r 


/ 


V' 


1 


L 


r — r 


i 




Aplicando novamente 1.58e, so que agora para 


V' • 


J (r 7 , t ) 


r — r 


v 


i 


r — r 


/ 


J(r\t) + 


V 7 • J(f 7 , t) 


r — r 


podemos reescrever a penultima expressao como 


V 


—* 

J{r ,t) 


r — r 


t 


V'- 


j (f 7 , t) 


r — r 


/ 


+ 


V 7 - J(f\t) 


r — r 


Voltando agora a integral 20.22, ficamos com 


V 


V 


v 




r — r 


dV 


V 


V 7 • 




r — r 


/ 



V 7 • J(r', t) 


dV 


r — r 


v 


dV + V 


v 
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A primeira integral do lado direito acima pode ser transformada numa integral 
de superficie mediante o uso do teoreraa do divergente 1.54, e ela fica 



V' 



0 volume V deve se suficientemente grande para conter toda a distribuigao de 
correntes J. Pode ser considerado infinito, de modo que a integral de superficie 
acima se anula. Obtemos, entao, 



V- 


J(r', t) 


dV 



V' -fir 1 , t) 


dV 


r 


(20.23) 


Aplicando agora as expressoes 20.21 e 20.23 em 20.20, ficamos com 


Vx Vx 



J{r',t) 


dV 


r 



V • J(r t) 


r 


f 


dV + 47r J(r, t) 


ou 



—V x V x 

47T 



V 


V • j{f, t ) 




Como queremos separar a corrente em dois termos como indica a equa- 

gao 20.17, 


J = Jt + J t 

sendo que devemos ter VxJ^~0eV-Jj = 0, vemos que, comparando as 
duas equagoes acima, achamos 







—V x V x 

47T 



V 
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visto que o divergente de qualquer rotacional e nulo e o rotacional de qual- 
quer gradiente tambem e nulo. As expressoes acima sao justamente as rela- 
goes 20.18 e 20.19, que for am port ant o demonstradas. 

Voltando agora ao problema inicial, para simplificar 20.16, derivamos a 
equagao 20.15 com relagao ao tempo, ou seja, 


av(f, t) _ i d 

dt 47T60 dt 




ou 


dY (r, t) 
dt 




Mediante o uso da equagao da continuidade 12.21, 



■f V • J — 0 


podemos escrever 


dV(f y t ) 
dt 


1 


V ; • J 


47TC0 


V 


r — r 


dV 


onde V / e o operador nabla escrito nas coordenadas de J(r / ), ou seja, em 
termos de f f . Temos entao 


<9V(r, t) 
dt 


1 


47TC0 


V 


V-J 


r — r 


dV 


Aplicando o operador V nest a expressao, ficamos com 


V 


av(r, t) 

dt 


1 


4tt e 0 


V 


V-J 


v 


r — r 


/ 


dV 


e usando a equagao 20.18, obtemos 


V 


flV(f, t) 
dt 


1 


eo 


Je 
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de modo que a equagao 20.16 pode ser escrita como 



ou 


O 2 A — + fto Jt 

Considerando agora a expressao 20.17, simplificamos a equagao para 

U 2 A= -p 0 J t (20.24) 


ou, explicitando o operador D 2 , 

V 2 A — p o e O"^2" ~ (20.25) 

de modo que o potencial vetor magnetico depende apenas da densidade de 
corrente transversal, o que explica o nome de calibre transversal dado a esse 
calibre. A denominagao calibre de radiagao esta associada com a emissao de 
radiagao por cargas, como sera visto no capitulo 24. O calibre de Coulomb 
e util tambem em Eletrodinamica Quantica, sendo necessario quantizar ape¬ 
nas o potencial vetor magnetico para estabelecer uma descrigao quantica dos 
fotons. 


Exemplo 20.4. Mostre que e sempre posswel fazer V * A = 0, ou seja } o 
calibre de Coulomb pode ser satisfeito por qualquer potencial vetor magnetico 
A por meio de uma transformagao de calibre apropriada. 

Vamos inicialmente supor um potencial vetor magnetico A para o qual 
ocorra 


V-A^0 

ou seja, ele tern uma divergencia nao-nula, nao satisfazendo o calibre de Cou¬ 
lomb. Entretanto, podemos utilizar a transformagao de calibre dada em 20.8a, 


A ; = A + VA 
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que, como ja vimos, mantem inalterados os campos, para tornar o potencial 
vetor magnetico adequado ao calibre de Coulomb. Tomando a divergencia da 
equagao acima, temos 


V -A ! = V-/+ V* VA 


ou 


v • .a' = v • .4 + v 2 a 


Para satisfazer o calibre de Coulomb, devemos ter 


o que implica em 


ou 


V • A' = 0 


V • A + V 2 A = 0 


v 2 a 


V-A 


(20.26) 


Esta equacao e semelhante a equagao de Poisson 6.1, 


V 2 V 


P_ 

eo 


a qual tem como solugao a expressao 5.2, 


V(f) 


1 


p(r') 


4tt6 0 / I r-r 


t 


dV 


de forma que a equacao 20.26 tem como solugao 


Mr, t) 


1 


V' • A(r', t ) 


47t / i r — r 


dV 


Portanto, se A for dado pela expressao acima, o potencial vetor magnetico 
A e transformado em A 1 atraves de 20.8a e agora segue a condigao do ca¬ 
libre de Coulomb, isto e, V • A' = 0. Assim, e sempre possfvel transformar 
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um potencial vetor magnetico com uma divergencia nao-nula num potencial 
equivalente sem divergencia. 


20.3 Calibre de Lorentz 

No calibre de Lorentz, escolhe-se a divergencia do potencial vetor mag¬ 
netico de modo a desacoplar as equagoes 20.4, 

dt e 0 

e 20.5, 


V 2 A 


flQCQ 


d 2 A 

dt 2 


V 


V • A + Uq €0 


< 9 V 

~dt 


Po J 


que podem ser escritas na forma simetrica 20.11 vista no exemplo 20.2 


□ 2 V + 


<93 

~dt 


D 2 A - VH 


P_ 

to 

P-0 J 


onde, pela expressao 20.9, 


□ 


V 


Po^o 


d 2 
dt 2 


e, por 20.10, 


V • A + p 0 e 0 


dV 

dt 


Observando as equagoes, notamos que a escolha apropriada consiste em fazer 


„ r dV 
V • A + po^o - q — = 0 


(20.27) 


o que corresponde, por 20.10, a considerar 3 = 0 na forma 20.11, que fica, 
portanto, 
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□ 2 V = (20.28a) 

^0 

U 2 A = -iM)J (20.28b) 

onde se percebe que as equagoes estao desacopladas e que V e A sao t rat ados 
em pe de igualdade, pois estao sujeitos essencialmente a mesma equagao. Esse 
fato e particularmente importante na Relatividade, o que faz com que o cali¬ 
bre de Lorentz seja adequado quando se faz uma formulagao relativistica do 
Eletromagnetismo. As equagoes acima lembram a equagao de Poisson 6.1 para 
tres dimensoes e podem ser entendidas como sendo sua extensao para o es- 
pago em quatro dimensoes usual da Relatividade. O operador d’Alambertiano 
□ 2 e, entao, a extensao do operador V 2 para o espago tetradimensional. As 
equagoes 20.28 podem ser escritas explicitamente por 


V 2 V - 

d 2 V 

- M0 e 0 dt 2 - 

P 

6o 

(20.29a) 

V 2 A- 

d 2 A 

- !M>< 0 g 2 - 

“/^0 J 

(20.29b) 


Estas expressoes sao equagoes diferenciais semelhantes a equagao de onda nao- 
homogenea (veja a segao 22.1), e os termos de “fonte” sao relacionados ape 
J. Resolver estas equagoes e extremamente importante, pois elas fornecem V 
e X que, por sua vez, determinam os campos £ e B. Vamos estudar algumas 
situagoes importantes, mas antes devemos verificar uma questao relevante. 


Exemplo 20.5. Mostre que e sempre possivel fazer com que um potencial 
vetor magnetico A. qualquer satisfaga a condigao de Lorentz 20.27\ 

i 

<9V 

V • A + pqco — 0 

Vamos supor inicialmente que A nao satisfaga o calibre de Lorentz, ou 

seja, 



dY 

~di 


Podemos realizar uma transformagao de calibre mediante as equagoes 20.8, 
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A' 

¥' 


A+ VA 


V 


dA 

dt 


para transformar A em A f , cuja divergencia e 

V • A 1 • A + V 2 A 

0 novo potencial vetor magnetico deve satisfazer a condigao de Lorentz, ou 
seja, 

^ T , dV f n 
V'A + = 0 

Portanto, transformando tambem o potencial escalar V, temos 


ou 


V • A H- /j^qcq 





• A -j- /io^o 


av 

~dt 




ou ainda, 





M o^o 


av 

at 


Utilizando o operador d’Alambertiano, ficamos com 


□ 2 A = —V * A — fj,o€Q— 

ot 

que e uma equagao do tipo 20.28. Supondo que ela possa ser resolvida, a 
fungao A seria conhecida e os novos potenciais A 1 e V' seriam determinados, 
e eles satisfariam a condigao de Lorentz, como queriamos inicialmente. 


Exemplo 20.6. Ache a condigao necessaria para que uma transformagao de 
calibre dada por 20.8 feita nos potenciais A e V, os quais satisfazem a con- 
digao de Lorentz 20.27, resulte em potenciais A f e V' ? que tambem satisfazem 
a condigao de Lorentz. 
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Os potenciais A e V satisfazem a condigao de Lorentz 20.27, 

dV 

V • A + noe 0 — = 0 

Vamos submete-los a uma transformagao de calibre 20.8, 


A' 

¥' 


A "b VA 


V 


dh 

dt 


1 


que faz com que os campos permanegam invariantes. Queremos que, em ter- 
mos dos novos potenciais, a condigao de Lorentz seja satisfeita, ou seja, de- 
vemos ter 


ou 


ou entao, 



V- (A + VA) + 





dV 

V • A + V * VA + 




ou ainda, 



Como A e V satisfazem a condigao de Lorentz, a equagao acima se simplifica 
para 



ou 


□ 2 a = o 
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que e a condigao para que os potenciais A e V continuem satisfazendo a 
condigao de Lorentz quando eles sao sujeitos a uma transformagao de calibre. 


20.4 Solugoes da Equagao de Onda e Potenciais 

Retardados 


Nosso objetivo agora e resolver as equagoes de onda 20.29 2 , 


o 

d 2 V 

P 

V 2 V - 

- g(1 = 

r 

eo 

V 2 A- 

d-A 

-fJ-oJ 

- «>E0 g 2 = 


para obter os potenciais V(r, t) e A(r,t) associados as distribuigoes de car- 
ga e corrente p(r, t) e J(r, t), respectivamente, e, a partir deles, determinar 
as grandezas fisicas relevantes, que sao os campos £(r,t) e B(f, t). No caso 
estatico, as equagoes 20.29 tornam-se simplesmente 

V 2 V = -£■ (20.30a) 

^0 

V 2 A = -iMiJ (20.30b) 


que sao quatro equagoes de Poisson (uma para o potencial escalar V e tres 
para o potencial vetor magnetico A) cujas solugoes sao 



(20.31a) 




(20.31b) 


Note que, no caso estatico, as fontes dos campos e potenciais, ou seja, as 
densidades de carga p e corrente J, sao fixas no tempo. Por outro lado, no 
caso geral, elas nao sao constantes no tempo, de modo que variagoes temporais 
nas fontes vao produzir alteragoes nos potenciais por elas gerados. Como as 


2 


Lembrando que elas implicam no calibre de Lorentz. 
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fontes estao localizadas nas posigoes f ' e o ponto de observagao dos potenciais 
situa-se na posigao f*, a “informagao” de que houve uma alteragao nas fontes 
deve percorrer a distancia \r — r f \ com uma velocidade finita, a qual, no caso 
dos potenciais eletromagneticos, corresponde a velocidade da luz c. Isso indica 
que ha uma diferenga de tempo entre o instante em que as fontes emitem uma 
“informagao” eletromagnetica da posigao r f e o instante em que ela e recebida 
na posigao r, cujo valor e dado por 


t 


/ 




(20.32) 


Assim, os potenciais observados no ponto r no instante de tempo t nao de¬ 
pendent instantaneamente da configuragao de cargas e correntes no tempo-t, 
mas sim de como elas estavam num instante de tempo t r anterior, quando a 
“informagao” eletromagnetica foi emitida. Esse tempo £ r , chamado de tempo 
retardado , e dado por meio de 


t 


r 





(20.33) 


E importante ressaltar que o tempo retardado acima nao tern sentido no 
calibre de Coulomb, pois nele o potencial escalar V viola a Relatividade, ja 
que tern velocidade infinita de propagagao. Com o uso do tempo retardado 
acima, as solugoes das equagoes 20.29 tornam-se, mediante uma extensao 
natural de 20.31, 


V(r, t) = —— / P }l 't} dV (20.34a) 

47re 0 J v \r-r'\ 
e 

A(f, t) = ^-[ f[ r ’t) dV (20.34b) 

47V Jy \r - r'l 

Observe que p e J sao determinados no instante de tempo retardado t r . Por 
causa disso, os potenciais acima sao chamados de potenciais retardados . Alem 
disso, as expressdes acima sao relativamente simples, talvez ate surpreenden- 
temente simples. Nesse ponto surge uma questao obvia: estarao elas corretas? 
Elas foram apresentadas mediante a utilizagao de uma argumentagao logica, 
mas nao as deduzimos nem resolvemos explicitamente as equagoes diferen- 
ciais 20.29, o que pode levantar duvidas a respeito de sua consistencia. De 
fato, ja que os potenciais sao corrigidos apenas levando-se em conta o tempo 
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retardado, poderiamos pensar, em analogia com o exposto para os potenciais, 
que os campos sejam dados por 




que sao as extensoes naturais de 4.5 e 14.14. Porem, apesar de os poten- 
ciais 20.34 estarem corretos, como veremos em seguida, os campos acima estao 
totalmente errados, o que indica que e preciso ter cuidado ao fazer analogias 
e que nem sempre as argument agoes “logicas” sao verdadeiras. 

Para verificar a veracidade das solugoes 20.34 para as equagoes de on- 

da 20.29, 



a 2 w 

0 

v 2 v - 

-WOgp-- 

f 

^0 

V 2 /- 

d'-A 

—poJ 

M060 df-2 — 


vamos proceder de dois modos. Primeiro, vamos estabelecer um modo de re- 
solugao dessas equagoes utilizando fungoes de Green. Depois, vamos verificar 
explicitamente que as solugoes resolvem as equagoes diferenciais. 


20.5 


Fungoes de Green para as Equagoes de Onda 


As equagoes de onda 20.29 no calibre de Lorentz, 


V 2 V - 

a 2 v 

- gt2 = 

_ p 

V 2 /- 

a 2 a 

Moe ° at 2 ~ 

—po J 


e a equagao 20.25 para o potencial vetor magnetico no calibre de Coulomb, 


V 2 .4 




a 2 a 
at 2 


Ho Jt 



20.5. FVNQOES DE GREEN PARA AS EQUAQOES DE ONDA 


55 


partilham todas da mesma estrutura matematica, e elas podem ser escritas 
como 


y2T _ = ~ 4irv ( f ' $ ( 20 - 35 ) 

onde T(r, t) representa os potenciais, c = -/== e a velocidade da luz no 

vacuo e v(r> t) indica as fontes dos potenciais (cargas ou correntes). A equagao 
acima e uma equagao de onda nao-homogene a, e podemos utilizar a tecnica 
de transformadas de Fourier para resolve-la. Vamos supor que T e v possam 
ser escritas como 


T(r,t) 


1 


CO 


72 


7T J —oo 


T (r, u))e 


—iiot 


duj 


(20.36) 


v (r, t ) 


1 


OO 


72 


7r J- 


v(f ‘ c o)e 


iujt 


du> 


oo 


(20.37) 


com transformadas inversas 


T(r, u) 


1 


OO 


T {f^e^dt 


72 


7r J - 


oo 


(20.38) 


v(f J to) 


1 


oo 


v (f, t ) dt 


y/2 


7r J— 


oo 


(20.39) 


Aplicando as expressoes 20.36 e 20.37 na equagao diferencial 20.35, ficamos 


com 


V 


1 


oo 


L72 


T(r*, c o)e 


—iut 


duo 


7T J — 


OO 


1 d 


2 Ofi 


1 


oo 


172 


7r J - 


T (r, o;)e 


—iut 


duj 


oo 


47T 


1 


OO 


L72 


t;(r, u>)e 


— 




7T 


oo 


OU 
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rOO 

f V 2 T (r y u)e~ liot du 

—oo 





POO 

—47r?;(r, u)e~ luJt du 

—oo 


ou ainda, 


1 


OO 


Vz 


7T .7- 


V 2 T(r, uj)e 


—iujt 


du 


oo 


+ 


1 


oo 


U 




7 V J- 


T U U ~T e 


—iujt 


du 


oo 


1 


oo 


V 2 


Anv (r*, o;)e 




du 


IT J — 


OO 


Definindo o numero de onda A: por meio de 


k 


UJ 


(20.40) 


e reunindo as integrals em uma so, temos 


1 


OO 


n/2 


7r 


V 2 T (r. u) + k 2 T(r , u;) + 47™ (r, cj) e lu)t du — 0 


OO 


Para que a integral seja sempre nula e preciso que ocorra 


V 2 X(r, u) + A: 2 Y(r, a;) = —Attv^u) (20.41) 

que e uma equagao diferencial conhecida como equagao de Helmholtz ndo- 
homogenea. A fungao T(r, a;) deve satisfazer essa equagao, que se reduz a 
equagao de Poisson quando k = 0. 

Uma ideia para resolver a equagao 20.41 consiste em considerarmos 
fungoes de Green apropriadas para esse caso. Seguindo os passos da segao 9.2, 
vemos que as fungoes de Green adequadas devem estar sujeitas a equagao 
(compare com a equagao 9.4) 


V 2 37c(r, f') + k 2 $k(r y r l ) = —47r<5(r — r') 


(20.42) 
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Quando nao ha superficies limitantes que formam fronteiras entre duas regioes 
distintas, a fungao de Green acima deve ter uma simetria esferica (veja a se- 

— f f |. Nesse caso, 

a equagao diferencial 20.42 pode ser simplificada se considerarmos o operador 
V 2 em coordenadas esfericas, dado pela equagao B.20, 


gao 9.4), de modo que ela deve depender apenas de R 


V 


i d 


r 


dr 2 


(r) + 


1 


r 2 sen 


d ( „d 


ede\ 


+ 


l 


d 2 


r 2 sen 2 9 8d> 2 


A equagao diferencial torna-se, entao, 


1 8 


RdR 2 


{R) + 


1 


d 


R 2 sen 9 89 


sen 9 


8 


89 


+ 


1 


8 


R? sen 2 9 8<j) 2 


$k(R) 


+ k 2 $ k (R) 


47 rS(R) 


ou 


1 d 2 
RdR 2 


(Rdk) + k 2 dk 



ou ainda, 


^2 (Rdk) + k 2 (R3k) = -Ak5{R) 

A fungao delta so contribui quando R = 0, i c+ o e, quando r = r f . Quando 

a equagao acima torna-se 

^2 Wife) + k 2 (R$ k ) = 0 

que e uma equagao homogenea, a qual pode ser simplificada se definirmos 


R 




Assim, a equagao fica 



ou 
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d 2 fk(R) , ,o 


dR? 


+ k%{R) = 0 


que e resolvida mediante a suposigao de que 


f k (R) = Ae 


mR 


e que, portanto, 


d\ 

dR? 


Am 2 e mR 


Substituindo estes dois valores na equagao diferencial, achamos 


Am?e mR + h?Ae mR = 0 


ou 


Ae mR (m 2 + k z )= 0 


Para que a equagao acima seja sempre verificada, e preciso que ocorra 


m 2 + k 


0 


ou 


m 


ibiA) 


Portanto, as solugoes da equagao diferencial sao dadas pelas fungoes 


:+ / m _ „ikR 




CM 


—ikR 


e assim, as fungoes de Green ficam 


£(*) 

R 


$t(R) 


ikR 


R 


(20.43) 


dk(R) 


f k(R) 


ikR 


R 


R 


(20.44) 
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resultando na fungao de Green geral 



(20.45) 


em que os coeficientes A e B dependem das condigoes auxiliares para o pro- 
blema. Os dois termos do lado direito na equagao acima representam ondas 
esfericas. O primeiro indica uma onda partindo da origem, em f = f ao 
passo que o segundo esta associado a uma onda esferica dirigindo-se para 
a origem. Quando uma fonte de potencial (carga ou corrente) e ligada num 
instante t — 0, a onda emitida por ela deve divergir a partir do ponto em 
que esta a fonte, de modo que a fungao de Green tern uma interpretagao 
fisica bastante simples. A outra fungao de Green, , associada com uma 
onda convergindo para a origem, nao tern uma interpretagao tao direta, mas 
dependendo das condigoes de contorno no tempo , ela pode tambem ser 
utilizada. 


O comportamento das duas fungoes de Green acima e mais claramente 
entendido quando consideramos a fungao de Green dependente do tempo, que 
deve estar sujeita, por analogia com 20.35, a equagao 


V 2 Sfc(r, t; r\ t') 


1 d 2 $k(r,t-,r',t') 
z 2 dt 2 


47 r5(r — r — t l ) 


(20.46) 


Podemos definir as transformadas de Fourier 




(20.47) 


i r°° 

$ k {f,u)\r\J) = —=l $k{r,t‘,f\t') e wt dt (20.48) 

v 27T 7-oo 

Alem disso, o termo de fonte em 20.35 pode ser identificado com as fungoes 
delta em 20.46, ou seja, 


v(r, t ) = 8(r — — t') 


(20.49) 


3 Nao no espago, pois, por hipotese, nao ha fronteiras delimitando duas regioes espacial- 
mente diferentes. 
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de modo que, por 20.39, temos 


ou 



roc 

S(f— r')5(t — t , )e %ut dt 

— OO 


v(r, oj) 


1 


y/2 


i r 


5(r — f ; )e 


iujt' 


Assim, pela equagao 20.37, obtemos 


t) 


1 


OO 


1 


iujt' „—iujt 


a / 27 T 7-00 \/2 


7T 


5(f— f')e tult e 


doj 


ou, pela expressao 20.49, 


5(f— f')5(t — t 1 ) 


1 


OO 


1 


v 27r 7-oo \/2 


7 r 


5{f - duJ 


ou entao, 


(20.50) 


Sif- f')8{t - t') = I ^ 


2tt 


—oo 


e assim, 


1 f°° 

8(t ~ 0 = ^ J du) (20.51) 

que e uma equagao importante, indicando que a fungao delta de Dirac pode 
ser escrita em termos de uma integral semelhante a uma transformada de 
Fourier. Retornando ao problema de obter a fungao de Green dependente do 

tempo que esteja sujeita a equagao 20.46, vamos substituir as expressoes 20.47 
e 20.50 na equagao diferencial, ou seja, 
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OU 


1 


oo 


y/2 


7T . - 


V 2 $ k (r,u\r',uj')e 


—iujt 


du) 


oo 


1 


oo 


y/2 


7T ./- 


ry ( ->! ^ ^ f _ — iujt 

$ k {r,u)\r ) — —\e 


oo 


c 2 dt 2 L 


du) 


1 


oo 


47T 


\/ 27 r J—oo v 27 r 


5(r — r 7 )e la; ^ cLu 


Utilizando a definigao 20.40 e reunindo as integrals numa unica, temos 


1 


oo _ 


V2 


7T 


—oo 


V^g^r, oj] r\ J) + k 2 $ k (r, u; ra/) 


47T 

H-^d(r — r )e 


iu)t* 


v2 


7T 


—iojt 


duo — 0 


de modo que obtemos a equagao diferencial 


V 2 3 r fc(r, u>; ra/) + w; f", u/) 


47T 


1 


.V2 


7T 


J(r — r 7 )e 


iiot f 


(20.52) 


que pode ser comparada com a equagao diferencial 20.42 para a fungao de 
Green independente do tempo, 


f') + k 2 $ k (f, t') 


47 x5(f— r l ) 


Assim, supondo que a fungao de Green ^(r, uj\t\ u/) possa ser escrita na 
forma de um produto entre uma fungao de Green independente do tempo (e 
da freqiiencia) e uma fungao que tenha apenas dependencia da freqiiencia, 
isto e, 


$k(r, w; f', cj') = $ k (r, r')Q(uj, J) 


(20.53) 


e substituindo 20.53 em 20.52, ficamos com 


v 2 [Mr, r 1 'Mco, </)] + k 2 [Z k (r, r')Q(u, u/)] 


iwt f 


47 rS(f 


r') 


y/2 


7r 


ou 
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Q(w, J) [V 2 ff fc (r, r') + k 2 S k (r, r') 



de onde extraimos 


n(a;, u/) 



(20.54) 



V 2 S fc (r,f') + k 2 ^k{r,f') = -4 tt 5(f- f') 

sendo que esta ultima e a equagao 20.42, cujas solugoes ja determinamos, 
dadas por 20.45, 


Ae ikR ( Be~ ikR 
R + R 

Voltando agora a equagao 20.53 e aplicando 20.54, temos a fungao de Green 
dependente do tempo (ou da freqiiencia), ou seja, 




que e formada pela fungoes 




p ikR 


R \/2tx 


(20.55) 


(20.56) 


$k (r,w;r",u/) 


„—ikR giLut f 


R y2n 


(20.57) 


combinadas com coeficientes A e B apropriados. Retornando agora a trans- 
formada de Fourier 20.47, obtemos 





roo 

—oo 


ikR p iojt f 

te-^du 
R \/27r 


OU 
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^ t') 


1 1 


OO 


2t r R 


e ikR e -iu(t-t') ^ 


OO 


Note que devemos ter cuidado na expressao acima, pois, pela relagao 20.40, 


k 


U! 


Temos, portanto, 


t] r\ ?) 


/ ,/ 


1 1 


OO 


27r R I 


■ t R 

e T 


e -iu>(t-t') d(jJ 


OO 


OU 


0 


/ ./ 


1 1 


OO 


Mt-t'- f). 


27T i? /_ 


OO 


ou ainda, numa forma para nos mais interessante, 


(f, i; f' £') 


/ i/ 


1 1 


OO 


2ir R 


—ioj [—£'+(£—^)] 


R .. 

c ,j duj 


—OO 


e, finalmente, 


(r, t\ f, t) 


1 1 


OO 


2tt i? /_ 




OO 


Definimos agora uma mudanga de variavel dada por 


u> 




OO 


UJ 


n 


■> —OO 


a; 




oo 


duj 



n 


oo 


de mo do que 


= il f e ,( - n »•'J ( 


) 


27T it 


dn) 


oo 


ou, trocando os limites de integragao, o que troca o sinal da integral, 


5+(r, t; f\ t r ) 


/ j/ 


1 1 


oo 


2tt il 


-ifi £'-(£-*)] 




OO 


(20.58) 
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Pela relagao 20.51, temos 


8(t -1') 


1 


OO 


27r 


-Mi-i’) fa 


— OO 


Alternando t com i', obtemos 


8(t' -1) 


1 


OO 


27r / 


-Mt'-t) fa 


OO 


(20.59) 


Comparando agora com 20.58, vemos que 


3* (r, t; f', t') 


/ -L / 


1 
R 


5 


t' 


t 


R 


(20.60) 


Alem disso, fazendo a mesma mudanga de variaveis definida acima em 20.51, 
achamos 


8(t -1') 


1 


— OO 


2t r 




{-dft) 


OO 


ou 


S(t -1 ') 


1 


OO 


27r 


-iO(t'-t) dn 


—oo 


e entao, por 20.59, ficamos com 


8(t - t') = 8(t‘ - t) 


(20.61) 


A outra fungao de Green, equagao 20.57, tern a transformada 


$k (g r‘, t') 


1 


oo ,—ihR AloI 1 


—iiot 


v2 


7r 


oo 


R y2n 


dcj 


ou 


d k (r, t; f t f ) 


1 1 


oo 


27r R 


R 

— iw — 

e c 




—oo 


e entao, 


3* (g ^0 


l l 


OO 


Mt-t'+f) 


A: 


27T i? 


—oo 
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ou 


ou ainda, 


(r, t\r', t!) 


1 1 


OO 


2ty R 


—icu [— 


-I du) 


—oc 


Sfc (r, t\ r\ t’) 


1 1 


OO 


2tt R 




R 

c du) 


OO 


Aplicando agora a mudanga de variaveis que troca u por —Q e realizando as 
devidas simplificagoes, obtemos, como resultado final, 


5,. (r, t\ r\ t') 


k 


1 

R 


S 


t' 


t + 


R 


(20.62) 


Lembrando que R = 
podem ser escritas como 


r — r 


?! 


, vemos que as fungdes de Green 20.60 e 20.62 


(f, <; r' t') 


l ±t 


1 




5 


t' 


t 


r — r 


(20.63) 


3fc (r, t; f\t') 


1 


k 


T ~ V 


! 






t + 




/ 


(20.64) 


Assim, em termos das fungoes de Green, as solugoes da equagao diferenci- 
al 20.35, 


V 2 T 


i a 2 r 

~ 2 dt 2 


47ru(r*, t) 


sao dadas mediante 


T ± (r, t) 


[ ^(r, t\ r' t*)v(r\ t l ) dVdt f 

Jv 


ou ainda, utilizando-se explicit ament e as fungoes de Green 20.63 e 20.64, 


r ± (f,t) 


i 


r — r 


5 


t' 


t ^ 


_ 


t 


v(f\ t f ) dVdt 1 


v 



66 


20. CAMPOS ELETROMAGNETICOS. Ill: POTENCIAIS. CAMPOS E TRANSFORMAQOES DE CALIBRE 


ou, trocando-se a ordem em que as integrals sao feitas, 


T ± (r,t) 


v^r', t 


r—r 


) 


V 


r — r 


t 


dV 


Lembrando a definigao 20.33 para o tempo retardado, 


t 


t 


r — r 


e definindo um tem.po avangado t a por meio de 


t 


a 


t "j~ 


r — r 


/ 


(20.65) 


vemos que as solugoes acima podem ser escritas como 




( 20 . 66 ) 


T ~(f,t)= / ^l r _’ dV (20.67) 

Jv i r r I 

A introdugao dos tempos retardado e avangado e a analise das fungoes de 
Green dependentes do tempo 20.63 e 20.64 facilitam a interpretagao das 
solugoes acima. A solugao referente ao tempo retardado indica uma “infor- 
magao” propagando-se a partir de r f que foi emitida no tempo t f e que, por 
causa da velocidade finita da luz, leva um certo tempo ate atingir um ponto 
de observagao f no espago, sendo percebida num instante de tempo t posterior 
a t!. A outra solugao, referente ao tempo avangado, e uma solugao matematica 
que eventualmente pode ser utilizada como artificio de calculo em algum pro- 
blema especifico, mas que apresenta dificuldades quanto a uma interpretagao 
ffsica porque representa uma informagao emitida num tempo t f a partir de 
um ponto f f e que e recebida num ponto f e num instante t anterior a t\ 
violando, portanto, a questao de causalidade dos fenomenos fisicos. Os efeitos 
precederiam as causas, e isso nao parece ser fisicamente muito logico. Assim, 

a situagao mais comum em problemas fisicos envolve apenas a solugao 20.66 
para Y + (r*, t). 
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Essa questao talvez nao seja tao clara quanto parece. No mundo microscopico e submi- 
croscopico nao e raro interpretar quanticamente algumas particular elementares como sendo produ- 
zidas por meio de rea$oes envoivendo aniquilagoes ou criagoes de outros tipos de particulas, algumas 
delas movendo-se para tras no tempo. Isso ocorre basicamente porque o conceito de entropia, que, 
atraves da segunda lei da termodinamica, estabelece um sentido natural para o fluxo do tempo, 
e macroscopico e perde o sentido quando aplicado a sistemas microscopicos. Assim, microscopi- 
camente, para um dado processo fisico os dois sentidos de tempo sao igualmente provaveis, mas 
estaticamente mais processos ocorrem no sentido “correto” do tempo do que no outro sentido, fa- 
zendo com que macroscopicamente os processos naturais sejam da forma como nos os percebemos e 
estamos acostumados. Essas questdes ffsicas e ate mesmo filosoficas nao sao de forma alguma simples 
ou obvias, e elas requerem muito estudo e reflexao para serem compreendidas ou mesmo aceitas, 
ja que vivemos e interagimos com um mundo macroscopico em que tais fenomenos nao ocorrem. 
Eventualmente, com novos avangos cientificos tanto experimentais quanto teoricos, assimilaremos 

com mais facilidade as ideias acima. 


Tendo resolvido a equagao generica 20.35, 

1 B 2 T 

podemos agora retornar as equaQoes de onda 20.29 no calibre de Lorentz, 


V 2 V- 

d 2 V 

- m2 

V 2 /- 

B 2 A 
- Moeo dt2 


P_ 

—i 

Mo J 


e a equagao 20.25 para o potential vetor magnetico no calibre de Coulomb, 

_ b 2 A 

V 2 A-u oen— = -Mo Jt 


dt 2 


que terao, como solugao, as expressoes 


V(f, t) 


1 


p(r', t r ) 


47reo l v I r-r 


t 


dV 


= m I tr l dV 


4n I l r — r 


1 


V 



68 


20. CAMPOS BLETROMACNETICOS, III: POTENCIAIS, CAMPOS E TRANSFORMACOES DE CALIBRE 


que sao exatamente as expressoes 20.34, alem de 



( 20 . 68 ) 


valido para o calibre de Coulomb. Portanto, demonstramos que as equa¬ 
tes 20.34, que foram obtidas atraves de uma argumentagao qualitativa, estao 
corretas. Alem disso, obtivemos o potencial vetor magnetico no calibre de 
Coulomb, em que aparece o tempo retardado, de forma que ele nao viola a 
Relatividade, como faz o potencial escalar V. O aparecimento do tempo retar¬ 
dado nas solugoes para o calibre de Lorentz ja era esperado, mas a existencia 
de um tempo retardado no calibre de Coulomb e um fato inusitado. Note que 
a fonte do potencial vetor magnetico no calibre de Coulomb e a densidade 
de corrente transversal J t e nao a densidade de corrente total /. Por isso, os 

potenciais vetores magneticos nos calibres de Lorentz e Coulomb serao, em 
geral, diferentes. 

Conforme dissemos no final da segao anterior, tmhamos dois objetivos. 
Primeiro, queriamos deduzir as solugoes das equagoes de onda 20.29 e verificar 
que elas correspondem as expressoes 20.34. Segundo, pretendfamos verificar 
explicitamente que as solugoes mencionadas acima resolvem as equagoes dife- 

renciais. A primeira parte ja foi feita, e agora iniciamos a segunda. Comegamos 
com a equagao diferencial para ¥, dada por 20.29a, 


V 2 V — 



P_ 

eo 


Precisamos tomar cuidado, pois ¥, dado por 20.34a, 



depende de r tanto de forma explicita, no termo 


r—r 


no tempo retardado t 


t 


—* —* / 
r—r 


, como implicitamente, 


, e isso precisa ser levado em conta na hora 


de calcular seu Laplaciano. Vamos iniciar considerando o gradiente de ¥, ou 


seia 




dV 


V¥ = V 


v 
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ou 



Pela identidade 1.58d, temos 


V($tf) = (V$)\P + $(Vtt) 


de modo que 


V 


-1 

cr+- 

_i 


i- 

-n 

i _ 



1 


y* _ y 


7 -V p{f' ,t r ) + p(f' ,t r )V 


1 


ry 


! 


(20.69) 


Pela expressao 5.9, 



Alem disso, para calcular Vp(r / , t r ), precisamos de uma regra da cadeia. Em 
coordenadas retangulares, temos 


ou 



S7p(r\t r ) 



Como 


(20.70) 


y i ^ 

t r — t - 

c 

ever 1 sao independentes de t, temos 

d dt d d 

dt r dt r dt dt 

de modo que podemos escrever 


dp(f', tr) 

dt 


td 
1 


dx 





r 


Vp{r',t r ) 


(20.71) 
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ou 


Vp(r', tr) = p{ft r )Vt r (20.72) 

onde p representa a derivada temporal de p. Comparando as expressoes 20.70 
e 20.71, chegamos a uma propriedade importante, isto e, 


~dp(r', t') 





V 


onde o termo entre colchetes e calculado e depois aplicado no tempo retardado 
i r . Essa relagao vale em geral, de modo que, para qualquer fungao 
temos 


Como 


achamos 



(20.73) 



ou 



(20.74) 


Precisamos agora de 


A A A 

f —xi + yj + zk 



r 


/ 


r 


r 


i 


x ! \ + y j + zk 

(x -x')i+ (y-y')j + (z - 
y/(x — x ') 2 + (y — y') 2 + (z 




yj{x- x 1 ) 2 + {y- y') 2 + (z 



de modo que 
V(| r-r'\) 
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ou 



ou entao, 

(2-x')i + (y-y l )j + {z-z')k 

y{ ' r ~ r n = 

ou ainda, 



(20.75) 


Com o uso da expressao acima, achamos 




Vp(r',t r ) 



Portanto, a expressao 20.69 fica 


1- 

1_ 

w 

p 

f - 

-f' 


- p- 

f - 

-*( 
- r 

__ /jr* f 

C 

f- 

/ 

2 

r- 

— t 

_ 'p * 


(20.76) 


(20.77) 


e desse mo do, 



(20.78) 


Vamos tomar agora a divergencia da expressao acima, para obter o Laplacia- 
no, ou seja, 
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ou 


v. vv = v • 



v 2 v 


1 


47ren 


V 


v 


Pela identidade 1.58e, temos 



de forma que 


V • ($A ) = (V$) • A + $(V • A) 


V 2 V 


1 


4tt 6q 



-Vp 


r — r 


/ 


P 


v 


r — r 


t 


V 


ip _ _ ry* 


r — r 


i 


Vp 


r — r 


^ _ ry* 


pV 


r ~ r 


/ 


r — r 


/ 


dV (20.79) 


Para o primeiro e terceiro fatores dentro da integral, precisamos de 20.72, 


e de 20.76, 


de forma que 


Vp(r / , t r ) = p(r", t r )Vt 


Vt 


1 f 


/ 


r — r 


Vp = pVt 


p r — r 


ry* __ 


(20.80) 


Vp 


p r — r 


/ 


r — r 


/ 


O ultimo termo faz uso de 4.18, 
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V 



r - 

_ rjr t ^ 





3 


r - 

* 7 1 / 

U 


47T 5(f— f ) 


(20.81) 


e resta o segundo, em que precisamos calcular 


V 



r - 

-r' 


i 


r - 

- f f 

2 


y _ y f 


V •(?-?')+ (r-r')-V 


1 


ry _ y 


/ 


De acordo com o exemplo 1.3, temos 


V • (f— f f ) — 3 


Alem disso, 


V 


l 



1 

_ 

to 

L_ 



? d t d r d 

1 a—I" J jr + k 
ox oy 


1 


dz\ [(x — x f ) 2 + (y — y f ) 2 + (z — z f ) 2 _ 


ou 


V 



2(x — x ! ) i 

[(x - x ') 2 + (y - y 1 ) 2 + (z - z') 2 ] 2 

_ ^{y-y ! ) j _ 

(x — x 1 ) 2 + (y — y f ) 2 + (z — z f ) 2 2 

_ 2(z — z f ) k _ 

[(x — x 1 ) 2 + (y — y f ) 2 H- (z — z 1 ) 2 


ou entao, 




(x-x')i +{y - y') j + (z 
(x — x 7 ) 2 + (y - y 1 ) 2 + (z 




2 


ou ainda, 



Portanto, achamos 
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ou 


V 


ip _ 


/ 


yi _ ___ (ji 


/ 


3 


2 


j^* _ y 


yi _ y» 


f J rr * y* 


t 


ou ainda, 


V 


-* —*/ 

yi y 1 

i 


-H► / 

yi _ yi ' 

2 


y» _ yi ^ 

2 


(20.82) 


Assim, reunindo 20.77, 20.80, 20.81 e 20.82 em 20.79, obtemos 


V 2 V 


1 


47T60 



i 

* V 

_P 

r - 

_ y 1 ^ 


r - 

- r' 


_ L 

1 

c 

c 

f - 

_ y» ^ 


f*- 

* y* ^ 

2 

c 

y» _ y* / 2 


p r — r 


/ 


c 


y» _ y» 


/ 


r — r 


/ 


_ y» 


/ 


3 


p47r5(r — r') > dy 


ou 


V 2 V 


1 


* * 


p 


4ire 


oi i c 


f*- 

i 

to 

f 

l 

* 

p 

—+ 

r - 

_ ^/|3 

i 

1 ^ 

—^ — * I 

y> _ y f 


+ 


P 

C 


r - 

- r* ; 

2 

f - 

__ yi / 

4 


Aitpir', t r )5(r — f') > dV 


ou ainda, fazendo as devidas simplificagoes 


V 2 V 


1 


1 


4 * 


P 


4tt 6o / I C 

V 


r — r 


/ 


47rp(r* / , t r )d(7 r — r *) > dy 


Podemos escrever a expressao acima como 


V 2 V 


1 


1 9 


47T€o ly c 2 dt 2 


p(f", i r ) 


r — r 


/ 


dV 


1 


6 odv 


t r )S(v — f l ) dV 


ou 


V 2 V 


1 d 


2 <9i 2 


1 


pif, L) 


Air to i v i r - r 


dV 


1 


6 0 


p(r, 0 
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Note que a fungao delta faz com que r l 
Aplicando agora a expressao 20.34a, 


r de mo do que 


r 


/ 




< 

11 

— / 

47T60 J v 

P(f, tr jy 

\ f — r ! \ 

temos 

V 2 ¥ = 

1 <9 2 V 

c 2 dt 2 

- p(r, t ) 

€0 

ou 

V 2 V- 

1 <9 2 V _ 
c 2 dt 2 

1 X 

=- p(r,t) 

eo 

que e justamente a equagao diferencial 20.29a, comprovando que o potencial 
escalar dado pela expressao 20.34a e solugao da equagao diferencial. Vamos 
iniciar agora a demonstragao referente ao potencial vetor magnetico A dado 

por 20.34b, 


A{f, t) 

_ Mo f 

47T Jy 

0r±) iV 

\f — r f \ 


que deve ser solugao da equagao diferencial 20.29b, 



Aqui nao podemos utilizar o mesmo raciocmio feito no caso anterior, pois 
teriamos que calcular o gradiente de um vetor, e esta e uma operagao que nao 
esta definida. Poderiamos tentar partir para uma transformagao, como a que 
e sugerida pela identidade 1.58c, 


V x (V x A) = V(V • A) - V 2 A 

y 

que tambem seria muito trabalhosa e talvez infrutifera. E mais interessante 
fazer uso do seguinte argumento, que tambem e valido para o potencial escalar 
V. Vamos considerar que o volume V no qual e feita a integragao em 20.34b 
pode ser dividido em duas regides, V\ e V 2 , de mo do que 


v = v l + v 2 
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sendo que V\ e uma pequena regiao em torno do ponto definido pelo vetor 
r, que define o ponto em que o potencial vetor magnetico A sera avaliado (o 
ponto de observagao). 0 potencial A pode entao ser escrito como 


A — A\ + A 2 

e para cada um desses potenciais vale a relagao 



ou, como 




t 


r 



podemos escrever 


Mo f 
4n Jvi 

Podemos fazer o volume V\ ser tao pequeno quanto se queira. Quando fazemos 
isso (formalmente teremos V\ —^0), os efeitos de retardo gerados pela regiao 
dentro de V\ tornam-se despreziveis, de modo que podemos considerar que, 
dentro de Vi, a densidade de corrente fica 

c 

Portanto, o potencial vetor magnetico gerado pela regiao Vi pode ser escrito 
como 


Ai(r,t) 




Comparando essa expressao com a equagao 20.31b, 
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vemos que o potencial gerado pela regiao V\ e identico ao do caso estatico. 
Para o caso estatico, temos a equagao de Poisson 20.30b, 


V 2 .A = -no Jif) 

de modo que, para o potencial A \, teremos a equagao de Poisson 


V 2 A\ = -noJ(f,t) (20.83) 

Esta e a primeira equagao de que precisamos. A segunda vem do potencial 
vetor magnetico A 2 7 que e dado por 



Precisamos calcular V 2 ^- Podemos utilizar o operador Laplaciano em coor- 
denadas esfericas, considerando tambem que ha uma simetria esferica em 

n , ou seja, 


r — r 


torno do ponto r, ja que o tempo retar dado depende de R = 
do modulo da diferenga entre os dois vetores. Assim, na verdade precisamos 
apenas da parte radial do Laplaciano, o qual e dado pela expressao B.20, 


V 


1 d 2 


r 


dr 2 


(r) + 


1 


d 


r 2 sen 989 


sen 9 


8 


89 


+ 


1 


a 2 


r 2 sen 2 9 d<fi 2 


isto e, 



Como v e f f sao independentes, 



de modo que precisamos calcular 
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V 2 R A 2 (r,t) = 


1 d 2 
RdR 2 




ou 


V R A(r, t ) = 


Mo 

47T 


V 2 


Vamos iniciar calculando 



ou 




Agora, tomamos a proxima derivada com relagao a i?, ou seja, 


ou 


ou entao, 



que pode ser reescrito como 



1 d 2 J(r', t - f) 

c 2 dt 2 


Voltando ao potencial A 2 -, temos 
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ou 



1^1 

c 2 dt 2 



Note que, quando V\ —> 0, V 2 -» V, o que faz com que nesse limite a integral 
acima tenda ao potencial A dado por 20.34b. Portanto, no limite, ficamos 

com 


V 2 R A 2 {r,t) = 




c 2 dt 2 


Mo 

47r 


A(f,t) 



dV 


ou 


V 2 R A 2 (r, t) = V 2 «4*2 


1 d 2 A{r j t) 
dt 2 


(20.84) 


Somando agora as expressoes 20.83 e 20.84, obtemos 


V 2 Ai + V 2 A 2 


, 1 d 2 A 

M0^( r 5 + c 2 


OU 


V 2 (A 1 + A 2 ) 



ou, finalmente, 


„ 2 r 1 d 2 A T/ _ . 

VM - ~2 —qTT = 0 

que e a equagao diferencial 20.29b, lembrando que c = -^==. Demonstramos, 

portanto, que as equagoes 20.34 sao de fato as solugoes das equagoes diferen- 
ciais 20.29. Note que as demonstragoes acima sao igualmente validas quando 
se considera o tempo avangado t a = £ + ^, de modo que a troca de t r por t a 
nas expressoes 20.34 nao invalida matematicamente as solugoes. Elas ainda 
respeitam as equagoes de Maxwell, apesar de violarem o princfpio de causali- 
dade. Portanto, a questao aqui e fisica e nao matematica, conforme discutimos 
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anteriormente, e a escolha usual recai sobre as fungdes que envolvem o tempo 
retardado t r . Vejamos agora alguns exercfcios. 

Exemplo 20.7. Prove que a fungao de Green que e solugao de 20.42, 

V 2 3k(r,r') + fc 2 3fc(r,r') = -AnS(r- r') 

e adequada para resolver a equagao 20 . 41 ■ 

Para demonstrar que a fungao de Green sujeita a equagao 20.42 e apro- 
priada para resolver 20.41, 

V 2 Y(r, a;) + fc 2 Y(f, w) — — 47t v(r,uj) 

procedemos do mesmo modo como fizemos na segao 9.2. Vamos considerar, 
no teorema de Green 1.62, as fungoes 

4/ = T e $ = 

de modo que obtemos 



TV 2 5 fc (f, r 0 - fffcfr, f0V 2 T dV = 



irvxuf 


r r 





s 


Como nao ha superficies limitantes, a integral de volume e feita sobre todo 
o espago, e a integral de superficie se anula. Alem disso, por 20.41 e 20.42, 

temos 


V 2 Y(r, oj) — — fc 2 Y(r, to) — 47ru(r, cj) 



V 2 S fc (f,r") - -k 2 dk(f,r') - 4tt 5{r- r') 
o que faz com que achemos 




—k 2 $k ~ 47 rS(r — r ! ) 



—k 2 Y — &Trv(r, u>) 



v 
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ou 



V 


k 2 $k T - 47rT5(r — r f ) + + 47r£fcv(f, u) > dV = 0 


ou ainda, 


4n I T5(f — r 1 ) dV = —47r / u>) ciV 

v Jv 


e entao, 


T(f,o>) = f $ k (r,r')v(r,u>)dV 

JV 


(20.85) 


Lembrando agora que, por 20.36, 


T(r, t) 


1 


oo 


V2 


T(r*, u;)e 


icjt 


du 


7 r 7— 


oo 


temos 


T (r, t) 


1 


OO r 




oo 


^(r, r")u(r,w) dF 




ibjt 


du 


ou, como a ordem em que as integrals sao feitas pode ser alterada, achamos 


T(f, t) 


3fc(r, r") 


v 


1 


OO 


LV2 


V 


(r\ u)e 


—iujt 


du 


7T 


oo 


dV 


Pela expressao 20.37, 


v(r, t ) 


1 


OO 


V2 


7T 7—oo 


•u(r, <u)e 


—icot 


du 


obtemos, finalmente. 


T(f,t)= / 5fc(r, r'>(r, t) dV (20.86) 

Jv 

que e a expressao que relaciona T(f, £) com a funqao de Green apropriada, 
sujeita a equaQao 20.42. 
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Exemplo 20.8. Mostre que os potenciais retardados 20.34 , 


V (f, t) 


1 


p(r', t r ) 


47ren 


V 


r — r 


7 


dV 


A(f. () = B. I iV 


4n 


V 


r — r 


I 


satisfazem o calibre de Lorentz 20.27, 


dV 

V • A+ /j,o€q— = 0 


O problema principal aqui consiste em calcular o divergente de A, ou 


seja, 


V • A(r, t) = V • 


J(r',t r ) 


Mo 


4-7T iy i r — r 


dV 


ou 


V • A(r, t) 


Mo 

4w 


V 


v 




r — r 


dV 


Pela identidade 1.58e, 


V- ($1) - 


de forma que o termo entre colchetes pode ser escrito como 


(20.87) 


V 


J(f t r ) 


r — r 


/ 


J(f U • V 


1 


r — r 


+ 


V • J(rt r ) 


r — r 


! 


Note que t r depende de f e r', ja que, por 20,33, 


t 


t 


r — r 


e, por causa disso, o divergente de J no ultimo termo da penultima equagao 
acima nao e nulo. Pela identidade 10.2, temos 
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sendo que V 7 e o operador nabla agindo sobre as coordenadas f 1 . Utilizando 
a relagao acima, podemos escrever 


V 


j(f',t r ) 


r — r 


J(r',t r )>V 


1 


r — r 


i 


+ 


V • J(f tr) 


r — r 


Agora aplicamos novamente a identidade 1.58e para a fungao 


( 20 . 88 ) 


V 7 - 


J(r',tr) 


r — r 


J(r\ t r )-V 


1 


r — r 


i 


+ 


V • J(f 7 , t r ) 


r — r 


t 


Obtemos, portanto, 


J(r\ t r ) • V 7 


1 


r — r 


V 7 • 


J(f',t r ) 


r — r 


f 


V'- 


r — r 


/ 


e a equagao 20.88 torna-se 


V 


J(r 7 , t r ) 


r — r 


/ 


V'- 


J(f 7 , t r ) 


r — 

^ 


+ + V : / (r J.. ^ (20.89) 


^ _ _ 


/ 


^ 


Precisamos calcular em seguida os divergentes de J que aparecem na equagao 
acima. Comegamos com 


V • J(f‘t r ) 


d - d r 3 

-r j~-H k 


3:r 


dy 


dz 


\j x >(r', t r ) i 



y 


(r 7 ,i r )j + J 2 /(r 7 , ) k] 


ou 


V • J(f', t r ) 


dJ x >(r',t r ) dJ y i (r 7 , t r ) dJ z >(f',t r ) 

I l 


dx 


dy 


dz 


ou ainda, como t 


f—f' 


V- 


t 


dJ x >{r f , i r ) 3i r ( dJyt(r l , i r ) dt r ( dJ z '(r\ t r ) 3i 

+ ~ ~ r 


dt 


dx 


dt 


dy 


dt 


dz 


e entao, 
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onde Ji indica a derivada temporal de J*. A expressao acima pode ser reescrita 
se considerarmos que 



e entao, fazendo o produto escalar com J, temos 


J • V£ 


t r ) i + t r ) j + J z >{r', t r ) k 


^ dt> j* ^ dir _ a 

^ k—- 

cte ay a,? 


ou 


J • Vt r = j x ,(f\ t r )^~ + j 3/ (f / , t r )^ 


Portanto, temos 


V • J(f t r ) = J • V£ 


(20.90) 


A expressao 20.76 nos diz que 


V£ 


1 f 


c \r 


e assim, 


V • J(f‘\ t r ) 


J(r f >t r ) 


(20.91) 


O proximo passo e calcular V / • J(r 7 , t r ) : observando que agora J depende de 
r f explicitamente e tambem implicitamente, atraves de t r : 



ou 
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onde as derivadas no primeiro termo do lado direito sao feitas considerando- 
se t r constante e as derivadas no segundo sao calculadas com r* constante. 
O primeiro termo e simplesmente a divergencia usual de J, e ele pode ser 
reexpresso por meio da equagao de continuidade 12.21, 



■f V • J — 



ficando, portanto, 



(20.93) 


O segundo termo e identico ao que foi calculado no caso do fator V • J deter- 
minado anteriormente. Pela expressao 20.90, achamos 




* 

J * V f t r 


Da expressao 20.74, temos 



De 20.75 extraimos (lembrando que o modulo da diferenga entre dois vet ores 
independe da ordem em que e feita a subtragao) 


V'flr-r'l) = V / (|r / 




de forma que a equagao 20.76 fica 
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V't 


1 f—r 


/ 


c 


r — r 


e entao, 


V -Jif',t r ) 


_ Jif'Ar) 

r — r* 

f / c 

—* —*/ 

ry » _ ry* f 


Reunindo as equates 20.93 e 20.94 em 20.92, obtemos 


V' • J(f',f r ) 


p(r', t r ) + 


J(r',t r ) f—f 


I 


Com as expressbes 20.91 e 20.95, a relagao 20.89 fica 


r — r 


/ 


(20.94) 


(20.95) 


V 


J(r', tr) 


r — r 


t 


V' • 


J{r', tr) 


T — V 


p{r’,t T ) . J(r',t r ) r 

_j- 


r 


i 


r — r 


c\r — r 


r — r 


/ 


r — f 


c\r — r 


fy* _ ry* 


/ 


OU 


V 


J(r', t r ) 


r — r 


/ 


V 7 - 


j(f', t r ) 


r — r 


/ 


p(r', t r ) 


r — r 


i 


Utilizando essa expressao em 20.87, achamos 


V * A{r, t) 


Afo 

47T 


V 7 • 


v 


J(r',t r ) 


r — r 


/ 


dV 


Ho 


p(r\ t r ) 


47r i v !r — r 


/ 


dV 


A primeira integral do lado direito pode ser transformada numa integral de 
superficie, mediante o uso do teorema do divergente 1.54, de modo que 


Mo 

47r 


V 7 • 


v 


J(r',t r ) 


r — r 


/ 


dV 


Ho 



J(r', t r ) • n 


47 x t s n— r 


I 


dA 


O volume V pode ser considerado como sendo todo o espago, de forma que a 

'—^ 

integral de superfi'cie acima se anula. O divergente de A fica, portanto, 


V • Mr, t ) 


p(f't tr) 


Ho 


47r !y i r — r 


/ 


dV 
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que pode ser escrito como 


V • A(r, t) 


H o 

47r 


v 


dp(f\t r ) 

dt 


r — r 


dV 


ou 


V • A(r, t) 


El [ 1 

4tt Jy dt 


p{f',t r ) 


r — r 


/ 


dV 


ou ainda, 


V • A(r, t) 


a 0 d 


p(f',t r ) 


47T dt i v i r — r 


/ 


dV 


0 potencial escalar e dado pela expressao 20.34a, 


de mo do que 


V(f, t) 


1 


p(f‘tr) 


47reo 


v 


r — r 


/ 


dV 


V • A(r, t) 


El — 

47T dt 


[47re 0 V(f, <)] 


ou 


V • A(r, t) 




dV (r, i) 
dt 


e entao, 


, dV(r,t) n 

V • A(r, t) + /x 0 e 0 g 1 ; = 0 


que e a condigao do calibre de Lorentz 20.27. 


Exemplo 20.9. Um fio retilineo muito longo e percorrido por uma corrente 
\(t) — at, para f)0, onde a e uma constante. Determine os potenciais e os 
campos eletromagneticos gerados por ele a uma distancia p do fio. 

A figura 20.1 ilustra a situagao acima. 
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Figura 20.1: Um fio retilfneo muito longo, para o calculo 

dos potenciais e campos retardados. 


Os potenciais retardados sao determinados atraves de 20.34, 



Como o fio e eletricamente neutro, o potencial escalar V deve ser nulo, ou 
seja, V = 0. Rest a determinar o potencial vetor magnetico A , que fica, em 
termos da corrente eletrica, 



Como R = 



^ A 

e M — dz ! k, temos 


A 



OO 


—oo 




/ 


No entanto, nem todas as partes do fio contribuem para o potencial vetor 
magnetico em r no tempo t, por causa da finitude da velocidade com que a 
informagao e transmitida para este ponto. Para determinar a parte do fio que 
contribui para o potencial, temos que considerar que o tempo retardado deve 
ser nao-negativo, ou seja, 
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Utilizando a definigao 20.33 para t rj 


t 


r 





achamos 



Da figura, temos 


R = sjp 1 + 2' 2 


Entao, 


ou 



ct ^ \Jp 2 + 


ou ainda, 




de modo que 






e assim, 



Portanto, apenas a parte do fio que fica na regiao 


yjc 2 t 2 - p 2 < Z' y/&t 2 
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pode contribuir para o potencial vetor magnetico no tempo t na posigao r. 
Voltando agora a integral, temos 


A(r, () = ££*/' 2k dz ’ 


47T 




R 


ou 


A(r, t) 


liQa k 

47T 


s/c 2 t 2 - p 2 , _ \Zp 2 j rz' 


— y/c 2 t 2 — p 2 


■J p 2 + z' 2 


dz 


de mo do que 


A(r, t ) 


A 

float k 

47r 


\/c 2 t 2 — p 2 


dz 1 


a 

/xo<^ k 


a/c 2 £ 2 — p 2 


OU 




A 

2jiQat k 

47T 


a/ c 2 £ 2 — p 2 


0 


ou ainda, 


i) 


A 

k 

2tt 


\/c 2 t 2 — p 2 


\/p 2 + 2 /2 

47TC J 

p2 dz' 

A 

^0*2 k 

a/p 2 + z' 2 

47TC 

p2 dz' 

A 

k 




— \/ c 2 £ 2 — p 2 


\/ c 2 t 2 —p 2 
— \/c 2 t 2 —p 2 


0 


\/p 2 + Z /2 ^7TC 


\/ c 2 t 2 — p 2 


A integral acima pode ser resolvida por meio da substituigao 



de modo que temos 


\/ c 2 t 2 — p 2 


dz ; 




0 


a/p 2 + z /2 


p sec 2 0 dQ 
e x a/p 2 + p 2 tg 2 9 


ou 


a/c 2 £ 2 — p 2 




02 sec 2 6 dO 


y/p 2 + z' 2 


0i 


0 


sec# 
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ou ainda, 


yjc 2 t 2 — p 2 


dz ! 


e 2 


o 


a/p 2 + z /2 


sec 0 dd 


Oi 


e entao, 


a/c 2 t 2 — p 2 




#2 


o 


vV+^2 


’ln(sec0 + tg0)L 


Da mudanca de variaveis, temos 


/ 


tg6> 


P 


de modo que 


0 



tg 0i = 0 


z = \J c 2 t 2 — p 2 



tg#2 


y/cH 2 ~ p 2 
P 


Da relagao 


tg 2 0 + 1 = sec 2 0 


temos sec 0i = 1 e 


de forma que 


sec 2 02 = 1 + tg 2 #2 





2 



sec 02 


ct 

P 


Voltando a integral, achamos 



92 


20. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, III: POTENCIAIS, CAMPOS E TRANSFORMAQOES DE CALIBRE 


\/c 2 t 2 — p 2 


dz f 


0 


y/p 2 + z' 2 


ln(sec0 2 + tg 62 ) - ln(sec#i + tgQi) 


ou 


\/c 2 t 2 — p 2 


dz 


/ 


0 


y/ p 2 + z' 2 


In 


ct 

YP 


+ 


yj c 2 t 2 — p 

P 


ln(l + 0) 


ou ainda, 


y/c 2 t 2 — p 2 


dz' 


0 


•Jp 2 + z ' 2 


In 


Ct + yj C 2 t 2 — p 2 


p 


Retornando ao potencial vetor magnetico, temos 


Air, t ) 


/Toat'k 

~2tt 


In 


ct + c 2 t 2 — p 2 


P 


27rc 


\/c 2 t 2 — p 2 


ou 


r, 

Tendo determinado os potenciais retardados, podemos calcular os campos, 
iniciando com o campo eletrico, que e dado por 20.3, 





que se reduz a 


e entao, 



8A 

dt 



ou 
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£{ r, t) = ^ < In 


Ct + 1 / c ' 2 1 2 — P 2 


p 


ct + 


2*2 


eft 


+ 


Vc 2 i 2 - 


ct 


ct + \/c 2 t 2 — p 2 


yjc 2 t 2 



P 


k 


O campo magnetico e obtido por meio de 20.2, 


B = VxA 


Utilizando 0 rotational em coordenadas cilmdricas dado por B.9, 


V x A 


IdA 


p 86 


dA e 

dz 



dA 0 

dAz] 

A 

p + 

dz 

dp _ 

0 + 


d / . \ dA p 

(pAg) ~ 


dp 


oe 


k 

P 


e lembrando que A tem apenas a componente A z ( p ), achamos 


B = VxA 


dA z 

dp 


Q 


ou 


B(f, t ) 


lioa d 
2 ir dp 


t In 


ct + \fc 2 t 2 — p 2 


P 


vW 


P 


e 


ou ainda, 


B (r, t) 


jl^Oi 




t 


Ct+y/ cHl-p 2 


+ 


P 


\J C 2 t 2 


\e 


p 


ou entao, 



n(~ + \ ^0 ol 

B(.r. t) = < t 


L V<= 2 t 2 -p 2 J 


+ 


ct + a/ C 2 t 2 — p 2 



p Ct + a/C 2 t 2 — p 2 


ou, finalmente, 


B(f, t) 




ip 


27r I c 2 i 2 — p 2 [ci + \/c 2 t 2 — p 


r + 


t 

P 


P 


\J c 2 tP 


0 


p 


p 


\f c 2 t 2 


e 


p 


que e o campo magnetico gerado pelo fio retilineo muito longo. Alguns outros 
problemas sao tratados nos exercicios. Vejamos agora um modo alternativo de 
determinar os campos eletromagneticos partindo dos potenciais retardados. 
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20.6 Equagoes de Jefimenko 


Partindo dos potenciais retar dados 20.34, 


V(r, t) 


1 


p{f\ t r ) 


47reo 


V 


r — r 


/ 


dV 


A(r, t) = ^[ dV 

K ' Airjy \r - r 1 

podemos determinar os campos eletrico e magnetico dependentes do tempo 
atraves das rela^oes 20.3, 


e 20.2, 



S-Vxi 

Note que e preciso tomar cuidado nas derivagoes porque o tempo retardado 
t r nas expressoes 20.34 depende de r, de modo que p e J tern dependencia 
explicita e implfcita nessa variavel. Utilizando as equagoes acima para £ e 
e possivel generalizar as leis de Coulomb e de Biot-Savart para a situagao 
dependent e do tempo. O gradient e de V ja foi calculado, e ele e dado pel a 
expressao 20.78, 



e agora precisamos determinar 


ou 


ou ainda, 



dt 4n 




d 


J(r',t r ) 
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dJ(f\t r ) 

, dV 

r — r 


que pode ser escrita como 

dA _ Vo [ J(r',t r ) 
dt \f — r ! \ 


de modo que o campo eletrico £ fica 



ou ainda, utilizando c = 


l 

s/fAQtQ J 


achamos 


t 



que e a extensao da expressao 4.5 para a situagao dependente do tempo. Note 
que, quando p e J independem do tempo, os dois ultimos termos na integral 
se anulam e o primeiro perde a dependencia temporal, e assim, a equagao 4.5 
e reobtida. O campo magnetico e obtido mediante 


B = Vxi 


ou 


ou ainda, 
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Pela identidade 1.58f, 

V X ($A) = (V$) X A + $(V X A) 

obtemos 


V x 




r — r 


/ 


V 


1 


r — r 


/ 


x J + 


Vx J 


r — r 


/ 


(20.97) 


Pela expressao 5.9, temos 


V 


1 


^ __ fjr i 


r — r 


t 


r — r 


t 


Precisamos agora calcular VxJ(r* / ,i r ), lembrando que t 
0 rotacional em coordenadas retangulares fica 


t 


r—r 


/ 


Vx J 


dJ* 

dy 


dJ. 


y 


dz 


i + 


d I 


X 


dz 


dJz 

dx 


j + 


dJ, 


y 


dJ. 


X 


dx 


dy 


k 


(20.98) 


Cada uma das derivadas espaciais segue uma regra da cadeia. Por exemplo, 


dJ* 

dy 


dJ z dt r 


dt r dy 


ou 


Como 


temos 



dJ z dJ z dt dt r 

dy dt dt r dy 


f— r / 
c 
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de modo que ficamos com 


dJz 

dy 


J,. d 


c dy 


(|f- f'|) 


0 outro fator que aparece na componente x e 


dJ- 


y 


dz 


c oz 


e agora, reunindo os dois, temos 


dJ* 

dy 


dJ, 


V 


dz 


J „ d 


c dy 


dr 




r 


f'D 


ou 


dJ* 

dy 


dJ 


y 


1 


dz 


i 


J- 


d 


dy 


(If-r'l) 




V 


dz 


r 


7 i) 


A expressao acima pode ser reescrita considerando que 


(20.99) 


V(|f- f'|) 


ii(|f- f'l) + j4-(lr'l) + k^-(|f- r'\) 


dx 


dy 


dz 


de forma que 


•w 

J X V(|r — r ; |) 


• A 


J x i + Jyl + Jzk 


X 


d 


dx 


d 


d 




dy 


r 


f'|) 


resultando em 


d 


Jx V(|f-f"|) = J x -(\r-r'\)k-J x 


, d 


dy 


dz 


( 


T 


r'|)j 


J. 


; d 


y 


dx 




r 


f'|)i 






f'|)i 


OU 
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JxV(lr-r'l) 


j£, 

Jy dz [ 


r-r '\) - j z i-{\r-f'\) 


+ 


J: 


d 


dx 


dy 


(I r- r'\) - j x 


d 


dz 


( 


r 


f'D 


w 

J 


+ 


J 


a 


X 


dy 


(|r — r'\) 




V 


dx 


f'l) 


k 


Comparando a componente x do produto vetorial acima e a expressao 20.99, 
vemos que podemos escrever 


dJz 

dy 


dJ. 


y 


dz 


i 


1 


C L 


Jx V(|f-r'|) 


X 


OU 


dJ* 

dy 


dJ. 


y 


1 r 


dz 




c L 


Jx Vflr-f'l) 


J X 


Efetuando os calculos para as outras componentes da equagao 20.98, obtemos 


- 1 ^ 

V x J = - J x V( 

c 


r 


f'D 


A equagao 20.75 nos diz que 


V(|r —f'|) 


r — r 


r — r 


/ 


/ 


de forma que achamos 


V x J 


1 f 

-J x 

c 



r - 

- r 




_ 



r - 



Retornando agora para 20.97 e utilizando 5.9, ficamos com 


Vx 


r 

l_ 


r - 

_ /|7 ^ 

r 1 1 r 

f — f f ] 

[ | f — r f | j 


|r - 

. f*/ 3 

A o/ -j“ _V " 

\r — r \ c 

-1 

1 

_1 


OU 


V x 


s (f t r ) 


r — r 


/ 


J(f‘\ t r ) X 


fj^ __ (jn 


/ 


_ (j* i 


J(f t r ) 

-\—-—x 



f “ 

_ ^ ^ 



r*- 

- r' 

2 
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de modo que o campo magnetico B fica 





( 20 . 100 ) 


que e a generalizagao da lei de Biot-Savart 14.14, 


n - ^ * (?-r') 

Aix] v |f - f'| 3 

para a situagao em que J depende do tempo. As expressoes 20.96 e 20.100 
sao conhecidas como equagoes de Jefimenko para os campos eletromagneticos 
dependentes do tempo. Elas podem ser utilizadas na sua determinagao, ape- 
sar de ser mais facil em geral obter primeiro os potenciais retardados e em 
seguida determinar os campos atraves de derivagoes apropriadas dos poten- 
ciais. Essas expressoes sao interessantes porque mostram que, para obter os 
campos eletromagneticos dependentes do tempo, nao bast a substituir t por 
t r nas expressoes usuais para os campos, ao contrario do que ocorre quando 
se trata dos potenciais. A situagao e mais complicada no caso dos campos, 
porque aparecem termos que envolvem as derivadas temporais de p e de J. 
Um fato interessante sobre essas expressbes e mostrado a seguir. 


Exemplo 20.10. Conforme foi dito no exercicio 19.2, quando a densidade 
de corrente J e independente do tempo } a densidade de carga p e dada pela 

expressdo 19-43, 


p(r, t) = p(r, 0) + p(r, 0 )t 


Nesse caso, demonstre que o campo eletrico e dado por 



onde p e calculada no tempo atual t, e nao no tempo retardado t r , fazendo 
com que a situagao acima seja identica a uma situagdo eletrostatica. 

Para realizar a demonstragao acima, vamos partir da expressao de Je¬ 
fimenko 20.96 para o campo eletrico dependente do tempo, 
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E(f 1 1) 


1 


47T60 


V L 


p(f', t r ) 




/ 


^ 


+ 


p(r‘\ t r ) f—f 


t 


r — r 


/ 


c 2 lr*— r 7 




Nesta expressao. temos J — 0. Alem disso, por 19.43, 


P(r,t) 


dp 

dt 


p(f, 0) 


de mo do que 


p(r, t r ) = p(r, 0) + p(f, 0 )t r 



p(r', 0) + p{f\ 0 )t r ] 






Como 


t 


r 





temos 
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ou ainda, 



e entao, 



que e a expressao que queriamos demonstrar. 


Exemplo 20.11. Demonstre que a lei de Biot-Savart 14-14) 


B 


47r 



permanece valida mesmo para o caso em que a densidade de corrente J seja 
fungao do tempo } desde que a variagdo temporal de J seja suficientemente 
lenta para que se possa utilizar a aproximagao em primeira ordem 


J(t T ) = J(t) + (t r - t)J(t) (20.101) 

o que faz com que J possa ser calculado no tempo atual, nao no tempo retar- 
dado. 

O campo magnetico e obtido mediante a equaQao de Jefimenko 20.100, 





Na equagao acima vamos precisar da derivada temporal da expressao 20.101, 


* 

J (t r ) = J (t) + (tr — i)*7(t) 
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Aqui e preciso tomar cuidado, pois 


a derivada deve ser feita da seguinte forma: 


1 

dJ{t T ) dJ(t r ) dt r dJ(t r ) 

dt dt r dt dt r 

e entaOj 

• * 

J(t r ) = J(t ) 


Alem disso, 


t 


r 





de modo que o campo magnetico fica 



ou 









ou ainda, 
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resultando em 



que e a lei de Biot-Savart, valida na Magnetostatica. A expressao acima indica 
que pelo menos ate primeira ordem a aproximagao magnetostatica e muito 
boa, porque ha um cancelamento entre os dois fatores que sao desconsiderados 
na equagao acima, que sao o efeito do retardamento introduzido no campo 
magnetico e a derivada temporal da densidade de corrente J , que compensam 
um ao outro em primeira ordem. Vejamos agora como ficam os potenciais 
retardados e os campos eletromagneticos gerados por cargas pontuais. 


20.7 Potenciais e Campos de Lienard-Wiechert 

Ate o momento as expressoes para os potenciais e campos que obtivemos 
sao validas para distributes macroscopicas de cargas e correntes, que serao 
uteis quando tratarmos da emissao de radiagao por essas distributes, por 
exemplo. Precisamos determinar tambem o comportamento dessas grandezas 
para o caso de cargas pontuais em movimento, o que sera importante quando 
estudarmos a radiagao emitida por cargas com velocidades proximas a da 
luz. Para isso, vamos considerar uma particula de carga Q movendo-se no 
espago de modo que sua posigao atual seja descrita por VQ{t), como mostra a 

figura 20.2. 
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posigao 



Figura 20.2: Grandezas importantes para o calculo dos 

potenciais retardados para uma carga pontual. 

A posigao no tempo retardado t r e dada por TQ(t r ), e o ponto onde queremos 
determinar os potenciais retardados e indicado por r, que independe de t. 0 
vetor R representa a diferenga entre re a posigao retardada rg(t r ), ou seja, 

R = f — f Q {t r ) 

Conseqiientemente, o tempo retardado e determinado por meio da expressao 

R = \r — rQ(t r )\ = c(t — t r ) (20.102) 

jaque Re adistanciaque ainformagao transmitidapelos potenciais no tempo 

y 

t r deve percorrer para chegar ao ponto de observagao f no tempo t. E interes- 
sante notar que um observador situado em f nao pode ver a carga em dois ou 
mais locals diferentes num unico instante de tempo t. Desenvolva o raciocmio 
como se isso fosse possivel, de modo que dois pontos da trajetoria descrita 
pela carga emitissem potenciais retardados que chegassem no mesmo tempo 
t no ponto f. Essas duas informagoes seriam emitidas nos tempos retardados 
t\ e ^ 2 ? be modo que teriamos 


i?l - c(t - tl) 
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R 2 = c(t - t 2 ) 


e assim, 


Ri - R 2 = c(t - ti) - c{t - t 2 ) 


on 


Rl — R 2 = c(*2 — ti) 

0 que faz com que a velocidade media da particula entre t\ e £2 seja dada por 

Ri — R 2 

*2 — *1 

Assim, a particula teria uma velocidade media igual a velocidade da luz. 
Nenhuma particula carregada pode ter essa velocidade, de modo que nao e 
permitido que dois (ou mais) pontos da trajetoria emitam potenciais retarda- 
dos que at injam o ponto v no mesmo instante. Como esses potenciais sao a 
base das ondas eletromagneticas que chegam em r, eles darao origem a ima- 
gem da carga, e o observador so pode ver a carga num unico lugar de cada 
vez (eventualmente ele pode ate nao ver a carga). Note que e possivel ouvir 
ao mesmo tempo um objeto situado em dois locais diferentes. Por exemplo, 
se a fonte sonora emitir um som num certo local e se mover em sua direqao 
com a velocidade do som, ela pode emitir o mesmo som noutro local, mais 
proximo de voce, e ambos os sons serao percebidos ao mesmo tempo, apesar 

de terem sido emitidos em locais diferentes. 

Voltando a questao da determinaqao dos potenciais retardados, temos 
que o potencial escalar retardado 20.34a e 



Isso sugere que o potencial de uma carga pontual Q seja dado por 




47reo 
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de modo que a diferenga para a situagao eletrostatica seria o fato de que o 
denominador e calculado na posigao retardada da carga. No entanto, essa 
hipotese demonstra-se incorreta. Para entender o motivo do erro, e preciso 
notar que a carga da particula e dada por uma integral do tipo 

Q= [ p(r Q (t),t r )dV 
Jv 

em que p(rg(t), t r ) e a densidade de carga calculada no tempo retardado t r , Se 
a particula nao estivesse em movimento, a integral acima seria calculada sobre 
toda a distribuigao de cargas num unico instante de tempo, e teriamos o valor 
normal da carga. Como a particula esta em movimento, as contribuigoes de 
diferentes partes da distribuigao de cargas sao calculadas em tempos retarda- 

dos t r = t— r ^ tr ^ diferentes, e isso altera o valor da carga total observada 
por um determinado fator geometrico que iremos deduzir em seguida. Esse 
fato permanece mesmo quando as cargas sao pontuais, porque elas devem 
ser interpretadas no Eletromagnetismo usual como sendo uma distribuigao de 
cargas contida num volume que tende a zero, e o fator geometrico mencionado 
acima aparece mesmo nesses casos. 

Na discussao a respeito da dilatagao geometrica produzida pelo movi¬ 
mento de um objeto, vimos que o comprimento de um objeto em movimento 
com velocidade v quando e visto na posigao f f por um observador situado em 
r e dado por 



onde Leo comprimento do objeto em movimento e V e o comprimento 
com que ele e percebido . Os comprimentos perpendiculares a diregao do 
movimento nao sao alterados pelo fator acima, ja que nao ha movimento 
nessas diregoes. Portanto, o volume do objeto e alterado por um fator 



V 

1-R-0 


onde 


4 Nao ha nenhuma relagao aqui com a contragao de Lorentz ou efeitos relativisticos, ja que 
o comprimento em repouso do objeto nao e de nosso interesse. 


20 . 7 . POTENCIAIS E CAMPOS DE LIENARD- WIECHERT 


107 


R 


r —r 


r — r 


(3 


v 


(20.103) 


Assim, o elemento de volume de um corpo em movimento torna se 


dV' 


dV 


1 - R-/3 


(20.104) 


de modo que a carga da particula e dada por meio de 


pC 7 "q(^) j £r) 


dV 


v 


1 -R-B 


Para realizar a integral, e preciso escrever a densidade de carga para 
carga pontual. Nesse caso, utilizamos uma fungao delta de Dirac, ou seja 


uma 


p(rQ{t),t r ) = Q6(f Q (t) - f Q {t r )) 


(20.105) 


e entao a carga percebida e 


Q${rQ(t) 


T 


Q {t r ) ) 


dV 


Q 


V 


1 -R-j3 


1-R-/3 


sendo que agora R = r — rg(t r ), 



e ft = fllrl S ao calculados no tempo retardado. Podemos entao calcular o 
potencial retardado mediante 



v 


p(r Q(0 > ) rj\f 


substituindo os devidos fatores, de modo que 
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OU 



V 


QS(f Q (t)-f Q (t r )) dV 

\r-r Q (t)\ 1 -R.fi 



1 Q 

47re 0 R — R.0 


( 20 . 106 ) 


lembrando que R = f — rQ(t r ) e que /5 = , ' ^ r , 0 potencial acima e o po- 
tencial escalar retardado para uma particula pontual de carga Q movendo-se 
no espago com velocidade v(t T ) no tempo retardado t r . O potencial vetor 
magnetico pode ser determinado por meio da equagao 20.34b } 



Para determinar a densidade de corrente J(ri r ), partimos de 


dQ = pdV = pdA\d£\ 

onde dA e a area perpendicular ao movimento da carga dQ que ocupa um 
volume dV — dA\d £\, e \d£\ orienta-se na diregao e sentido da velocidade de 
dQ. Derivando com relagao ao tempo, temos 



O lado esquerdo corresponde a corrente elementar produzida pela carga dQ , 
e a fragao no lado direito e a velocidade da particula. Portanto, 


d\ — p dA v 

A densidade de corrente e obtida mediante 



ou, na forma vetorial, 

"—^ 


J = pv 
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de modo que achamos 


tr) = p(fQ{t),t r )v{t r ) (20.107) 

0 potencial vetor magnetico torna-se, sem esquecer o fator geometrico, 

W) f P(fQ(t),tr)v(tr) dV 
A(r ' ,)= 4 |r-fg(4)| 



V 


QS(fQ(t) - fQ(t r ))v(tr) dV 

1^-rgOOI 1-R-0 


ou ainda, 



p-o 

R - R • 0 


(20.108) 


que pode ser reescrito como 



UoCo 


Q 


47reo R-R.Q 


v{t r ) 


ou, utilizando c 2 = —— e tambem a expressao 20.106, 

J Mo c o 



1 Q 

4 tt 6 0 R-R- (3 


obtemos 


/(f, t) = ^V(r, t) (20.109) 

c 

Os potenciais retardados dados pelas equates 20.106 e 20.108—20.109 sao 

conhecidos como potenciais de Lienard-Wiechert para uma carga pontual 

em movimento. Eles foram deduzidos aqui ressaltando-se o fator geometrico 

/ 

que aparece por causa do movimento da densidade de cargas. E interessante 
deduzi-los tambem atraves de uma forma alternativa, cujo desenvolvimen- 
to sera util posteriormente, alem de ser mais consistente do ponto de vista 
formal. Para tanto, percebemos que, em 20.34a, 
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V(f, t) 


1 


p(r tr) 


47T6Q 


V 


r — r 


/ 


dV 


a densidade de carga pontual pode ser escrita como em 20.105, 


p(rq(t), tr) = QS(f Q (t) - f Q (t r )) 

e a integral e feita sobre um volume V. Por outro lado, como ha uma relagao 
direta entre o tempo retardado t r e a posigao da carga VQ(t r ) no tempo 
retardado, dada por 20.102, 



r- r Q (t r )\ = c(t - tr) 


a densidade de carga tambem pode ser escrita em termos de uma fungao delta 
de Dirac no tempo, nao no espago como ocorre em 20.105, e a integragao 
volumetrica em 20.34a pode ser substituida por uma integragao no tempo, 
isto e, 



oo 


—oo 


Q5(t ; — tr) 




ou, explicitando o tempo retardado, 



ou 



( 20 . 110 ) 


lembrando que tq — fg^), o que impede a integral de ser calculada na forma 
em que ela esta, pois existe um fator tq{ t f ) dentro do argumento da delta de 
Dirac. Precisamos realizar uma mudanga de variaveis, por meio de 



( 20 . 111 ) 


de modo que achamos 


20.7. POTENCIAISE CAMPOS DE LJENARD-WIECHERT 


111 


dt" = dt' — dt+ rQ(t')\)dt' 

C CuG 

0 Uj considerando que o tempo t em que a observagao dos potenciais e campos 
e feita e fixo, de modo que dt = 0, temos 

dt" = dt' l + ~(| r-r Q (t')\) ( 20 . 112 ) 

Precisamos agora calcular o fator 

jp{\r-r Q (t')\) = x Q [t')] 2 + [y - VQ^)] 2 + [z - z Q (t’)] 2 ^ 

ou, como temos uma derivagao implicit a, 

h f ^\)= _ 

yf [x - x q(?)] 2 + [v-vq^')] 2 + [z-2q(0] 2 }^t 

+ { v ^ t X ~ XQ ^ 2 + [ y - VQ ^)] 2+ [ 2_ 2 Q (*')] 2 

+ \ x - x qW] 2 + [v-VQtt , )] 2+ [^-2q(* , )] 2 |^ 

As derivadas temporais na expressao acima dao as componentes da velocidade 
da carga, de modo que a expressao pode ser reescrita como 

r ' Q((,)l) = 

Vq - rQit ')] 2 + [y - yqit ')] 1 + [z- z 0 (t')] 2 | • v 

ou 

^ 7 ( 1 ^—^<5(01) = VQdf-fQ^)!) • V 

4 

onde Vq indica que as derivadas sao feitas em relagao as coordenadas tq. Da 
expressao 20.75, 
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temos 


e entao, 


Vdf-f'l) = 



VoOr-f^O')!) = 




de forma que a relagao 20.112 fica 



ou, definindo 




(20.113) 



alem de usarmos a expressao 20.103, 


P 


v 

c 


temos 


ou 


5 


dt ,f = dt f [l — R(t f ) * P 


(20.114) 



dt" 

1 - R(f) • (3 


5 


Note o aparecimento do fator geometrico. 
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de modo que a integral do potencial escalar 20.110 torna-se 


oo 


V(f, t) 


Q 


dt 


47T60 


— OO 


m _ 

R{t') 1 - R(t') • p 


OU 


oo 


V(f, t) 


Q 


8(t") 


47TC0 


— OO 


R(t) - R(t') • P{t') 


dt 


II 


que, integrada, resulta em 


V(r, t) 


Q 


1 


47reo Li?(0 -H(t') 


sendo que t" 


0 implica, por 20.111, 


0 — t — t + 


r — r 


b(01 


OU 


t l = t 


r — r 


q(OI 


que e o tempo retardado, e assim, 


v (tv, t) 


1 


<5 


47re 0 R- R- p 


que e a expressao 20.106. Para o potencial vetor magnetico usamos a re 
lacao 20.107, 


ftr Q (t),tr) = P(fQ{t) ,tr)v(tr) 

considerando que a densidade de cargas e dada por 


p(ro(t),t r ) = QS(t-t r ) 


o que faz com que 
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J(rQ(t),t r ) = Q5(t - t r )v(tr) 


(20.115) 


de modo que a expressao 20.34b fica 


A(r, t ) 


An 


oo 


QS(t' - t r )v{t') , 


— OO 


r 


r Q I 


Efetuando as mesmas substituigoes acima, o que e deixado como exercicio 
(veja o exercicio 20.1), o resultado final e 

Po Qv(t r ) 


A(f, t ) 


4tt R - R . (3 


que corresponde a expressao 20.108. Partimos agora para a determinagao dos 
campos gerados pela partfcula de carga Q em movimento. Novamente, aqui 
nao ha um unico modo de proceder. Podemos partir das equates 20.2, 


8 = Vxi 


e 20.3, 


£ 


VV 


dA 

dt 


juntamente com as expressoes 20.106, 


V(r, t ) 


1 


Q 


47re 0 R- R. p 


e 20.108, 


A(r, t ) 


p o Qv(t r ) 


4tt R - R . 3 


ou entao, podemos iniciar com as equagoes de Jefimenko 20.96 


£(r, t ) 


1 


47T6o 


V 


pif\t r ) 


r — r 


/ 


r — r 


t 


+ 


p(f\t r ) f—f 




ty* _ ry* 


/ 


c 2\ r 


r 


/ 


dV 


e 20.100, 
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1 



Esta ultima opgao pode ainda ter (pelo menos) duas variantes. Na verdade, 
qualquer uma das alternativas e bastante trabalhosa, envolvendo uma grande 
quantidade de manipulagoes algebricas. 0 uso das equagoes de Jefimenko nos 
fornece como resultado intermediario as equagoes de Heaviside-Feynman para 
os campos gerados por cargas pontuais, e vamos iniciar com essa alternativa, 

O primeiro passo a ser considerado consiste em reescrever as equagoes 
de Jefimenko de uma forma mais adequada, utilizando a relagao 20.73, 


CO 

1_ 

d r 

dt 1 

. dt ^ 

l*T' 




Com essa relagao, obtemos 



Alem disso, nas equagoes de Jefimenko, r / independe do tempo, de modo que 
o campo eletrico pode ser escrito como 
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on ainda, 



1 d 

+ 4tt6o dt 



(20.116) 


Da mesma forma, o campo magnetico 20.100 fica 



Mo 




ou 




Mo 




ou ainda, 



(20.117) 


As expressoes 20.116 e 20.117 sao o ponto de partida para o proximo passo, 
que consiste em aplica-las para uma particula de carga Q em movimento. 
Nesse caso, a densidade de carga pode ser escrita por meio de 20.105, 


p{rQ(t),t r ) = Q8(r Q (t ) - rQ{t r )) 
enquanto a densidade de corrente fica, por 20.107, 

t r ) = p{r Q {t), t r )v(t) = Q5(f Q (t) - TQ(t r ))v(t) 

sem esquecer que, como a carga esta em movimento, ha uma alteraqao geo- 
metrica do elemento de volume, o qual e dado por 20.104, 
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dV 

1 -R-p 


de modo que o campo eletrico 20.116 torna-se 



Q5(fQ{i) - f Q (t r )) 


V 


q(*) 


dV 


v 


f- r Q (t )| 3 1 -R.Q 



1 d 
47T€o dt 


QS(f Q (t) - 



1 d 

47T60 dt 


^o(tr)) f-f Q (t) dV 

\r- rQ(t) | 2 1 - R. (3 
f Q&{r Q {t)-r Q (t r ))v(t) d,V 

J v c 2 \f-r Q {t)\ l-R -0 


ou 




3 



Q d 

47reo c dt 



[l-R- 0 ]\f- 





ou ainda, como 



temos 



Q R 

47 reo [l — R- P]R 3 



Q d 

47T60 c dt 


R 

[1 - R-p]R 2 


Q d 

A-rcqc 2 dt 




R-p]R 


OU 
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R 

[.R-R-0)R 2 



R 

1 a 

0 1 

'R-R-pjR: 

c dt 

.R-R-p. 


(20.118) 


Note que nessa expressao i2, R e (3 sao todos calculados em t r . Alem disso, 
como R(t r ) = r—TQ(t r ) e rq(t r ) depende do tempo retardado, a relagao 20.73, 


~ df(r',lf) 

dt 1 




deixa de ser valida nessa forma simples, pois ha derivadas implfcitas que 
precisam ser consideradas. Por causa disso, as derivadas temporais em 20.118 
nao sao simples de serem efetuadas, e essa e uma das causas da complexidade 
algebrica mencionada anteriormente. 

Continuando com a obtengao dos campos, devemos achar agora o campo 
magnetico 20.117, que flea, efetuando as devidas substituigoes, 



ou 


Mo 

4n 



Q6(f Q (t) - r Q {t r ))v{t) x (f - r Q (t)) 


dV 


V 


r 


ra(t) | 


l-R-8 


Md_ 
47 r dt 


QS(f Q (t) - f Q (t r ))v(t) x (r — f Q (t)) 


Uv 


c\r — r 


q(0I 


i 


dV 




Qv o 

v(t T ) x R Q/jl o d 

v(t r ) x R 

47r 

1 1 

1 

i 

* 

toi 

i _ t 

R3 47r dt 

c[l- R-(3}R? 


ou ainda, 



(20.119) 


As expressoes 20.118 e 20.119 sao uma das formas das equagoes de Heaviside- 
Feynman. A forma usual da equagao de Feynman para o campo eletrico e 


20.7. POTENCIAIS E CAMPOS DE LIENARD- WIECHERT 


119 



R 

R d I 

' R' 

1 d 2 

| 

'R' 

1 

R? 

-j- 

c dt 


c 2 dt 2 

R 

l 


enquanto a expressao de Heaviside para o campo magnetico e 



v x R 

[R-R’P] 2 R 2 



0 x R 

R-R-0. 


( 20 . 120 ) 


( 20 . 121 ) 


onde v, 0, R e R sao todos calculados em t r . A equivalencia entre as for¬ 
mas 20.118 e 20.119 e as formas usuais 20.120 e 20.121 necessita de uma 
algebra cuidadosa, e ela sera deixada como exercicio (veja o exercicio 20.4). 

Conforme dissemos no inicio do processo de obtengao dos campos, a 
utilizagao das equaqoes de Jefimenko tern pelo menos duas variantes. Utiliza- 
mos uma delas, que consiste em interpretar a densidade de cargas e corren- 
tes atraves das fungoes delta de Dirac espaciais em 20.105 e 20.107, de mo- 
do que realizamos integragoes volumetricas. Podemos tambem realizar uma 
integragao temporal, como fizemos na obtengao dos potenciais de Lienard- 
Wiechert mostrada a partir da pagina 110. O procedimento e o mesmo que 
foi feito la, e o resultado sao as expressoes 20.118 e 20.119, e isso tambem 
sera deixado como exercicio (veja o exercicio 20.6). Nos dedicaremos agora a 
calcular as derivadas temporais nas expressoes para os campos £ e B referidas 
acima. E preciso ter cuidado com as derivadas temporais, pois R = f— rQ(t r ) 

depende de t de uma forma nao muito simples, visto que t r = t — 6 . 

Iniciamos calculando 


dR 

dt 

11 

(f- r Q (tr )) 

df Q {t r ) _ 
dt 

ou 



dR 

w dt r 

v dt 





dt 


Em seguida, temos que determinar 



dR _ 

d 

V&- R 


1 

'dR 

dt 

dt 


2 Vr- R 

[ dt 


dfn(t r ) t 


dt 


dt 


( 20 . 122 ) 


R -1- R 


dR 

~dt 


® Em particular, 7 ^ 1, por causa da dependcncia complicada de v q {tr') com t r . 
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ou 


dR _ R dR 
dt R dt 


ou ainda, utilizando 20.122, 


dR 

dt 



Por outro lado, por 20.102, 



r- r Q (t r ) \ = c(t - t r ) 


temos tambem 


dR 

dt 



Reunindo 20.123 e 20.124, achamos 



dt r 

'dt 


ou 


ou ainda, 



dt r 1 

dt ~ i -R.j3 

que e o fator geometrico em 20.104, de modo que 20.122 fica 


dR _ v 

dt ~ 1-R.0 

e 20.123 fica 

dR _ R-v 

dt ~ l-R.p 


(20.123) 


(20.124) 


(20.125) 


(20.126) 


(20.127) 
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Vamos precisar tambem de 

d/3 1 dv 1 dv(t r ) dt T 

dt cdt c dt r dt 

que fica, utilizando 20.125, 

dj3 __ 1 a 

dt C\-R.p 

onde a e a aceleracao da partfcula no tempo retardado t r . Definindo 


a 


a 


(20.128) 


obtemos 


dP 

dt 


a 


l-R-p 


Por fim, precisamos tambem de 


d 

dt 


(R-R-0) 


dt 


dt 


Utilizando 20.126, 20.127 e 20.129, temos 


(20.129) 


dR dR 3 B dp 

• P — R • 


dt 


d_ 

dt 


(R-R-P) 


R-v 


+ 


v 


1-R-P l-R-p 


P-R 


a 


1-R-P 


ou 


d 

dt 


(R- R-P) 


R-v 


+ 


v - P 


R • a 


1-R-P l-R-p l-R-p 


ou ainda, 


d 

dt 


(R-R-P) 


v • P — R- v — R - a. 

1-R-P 


(20.130) 


Agora estamos prontos para voltar as equagoes dos campos. Iniciamos com o 
campo eletrico 20.118, que fica 
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S(f, t ) 


Q 


R 


^ Q 

4- -- X 


47re 0 \R - R . p 1 B? 4tt e 0 c 


1 


dR 


R 


dR 


R 


d 


[R-R-(3]Rdt [R-R-0]R?dt R[R-R. 0] 


dt 


[R-R-0] 


Q 


1 


dp 


P 


47re 0 c [R-R-f3dt [R-R-0 1 


d_ 

dt 


[R-R-0] 


ou, substituindo as derivadas temporals, 




Q 


R 




Q 


l 


V 


47re 0 [R-R.0]R? 4?re 0 c 



+ 


R 


R-v 


R 


R-0]RI- R-0 

—* -A -—* 

v-B — R'V — FL-d 


[R — R - P]R 2 1 — R - 0 R[R-R-0' 



Q 



l 


a 


47re 0 c | # 


P 


R-01-R-0 [R-R-0] 


1-R-p 


—#■ A —# 

v-fi — R'V — R'd 

1-R'0 


que pode ser reescrito como 


£ (f; t) 


Q 


■r ■% 

R 


+ 


Q 


P 


47re 0 [r - i? . 0 ]47re 0 [ [i? - £ . /3 ] 


A A 


+ 


R(R-p) 
[R-R-0] 

Q 


R(p-P-R-p-R-Z) 


R-R-0 ' 


13 




47re 0 


OU 


Rp{p -0-R-0-R-*) 

'R-R-0] 3 


£if: t) 


Q 


R 


P 


47reo [[R-R-p]R [R-R-0] 


A A 


+ - 


R(R-p) 


R — R • j.3 




R-0-R-%) 




[R-R-0] 

R0(P 


[R-R-0] 


+ 


R-0-R-Z) 


[R-R-0] 


20.7. P 0 TENCIAIS E CA MPOS DE LIENARD- WIECHERT 


123 


ou ainda, 



Agora, vamos comcQar a colecionar termos que resultarao no result ado final 
isto e, 



ou 



O termo 




a 

c 


pode ser reescrito como 


Ci | Pi 
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R 


2 a 


- - R(R- p)- = [R-(R- Rf 3)]^ 


Temos, entao, simplificando tambem a primeira fragao, 


£ (r, t) 


Q 


A A 


47re 0 


+ 


R-R(R-p) - p 

[R-R-p] 2 
[2R - R(R - (3) - Rp] (R 


[R-R-p] 


P) ( Rp-R)p 2 

-r 


R-R-P 


[R-(R-Rp)]J (R-RP)(R- f) 

► I 


R-R-P 


[R- R-P] 


A propriedade 1.19a do produto triplo vetorial estabelece que 


a x (6 x c) = (a • c)b— (a *b)c 


Fazendo as identificagoes 


a — i? 


b — R — RP 


a 


temos 


R x 


(R - Rp) x 


a 


- 5 

x — 


i?* - 

c 


c 


a 


(R-Rp)- [R-(R-Rp)]^ (20.131) 


que corresponde exatamente aos numeradores das duas ultimas fragoes na 
expressao do campo eletrico. Assim, ficamos com 


£ (r, t) 


Q 


[i? - R(R * P) — P][R — R • pi] 

R-R-P] 3 

[2R-R(R-p)-Rp](R-p) (Rp 

i I 


47T6o 


+ 


R)P 


R-R-P 

. j 


[R-R- p - 




Rx [( R-Rp ) x f ] 
[R-R-P] 3 


ou 
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2 R(R - 0) - R(R - p)(R - p) - Rj3(R - 0) 

+ \R-R-B} 3 


{Rp-R)(3 2 Rx[(R-Rf3)x f] 
[R-R-P} 3+ [R — R’ (3] 3 


ou ainda, 



R-2R(R-p)-Rf3 + R{R-(3)(R-f3) + Rp(R'P) 

R-R-p 1 3 

2 R(R • ) - R{R -p){R-p)- R(3(R • P ) 

[ fl - -/ 3] 3 

( Rp-R)P 2 | 

[ fi - i ?-/?] 3 [. R -. R -/ 3] 3 / 


Realizando as devidas simplificagoes, 


Sir, t ) 


Q 



R-R/3 


+ 


(RP~R)P 2 Rx[(R-Rp)x^} 


47T£o ([.R-£•/?] 


+ 


[R-R-p] 


OU 


£(r, i) 


Q 


47T£o 




¥)xf] 


[E- .R-/?] 3 




(20.132) 


que e o campo eletrico de Lienard-Wiechert produzido por uma partfcula 
pontual em movimento contendo uma carga Q. Devemos obter agora o campo 

magnetico £?, atraves de 20.119, 
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OU 


B(f, t) 


47r 


+ 


cB x R 


[R-R-p]R 


dp 

+ -f- x 
dt 


R 


[R — R ■ P]R 


P 


R-R-P R 


x 


dR 

dt 


Px R 


d 


[R-R-pi] Rpt 


[. R-R-P] 


Px R 


dR 


[R-R-P]R 2 dt 


ou, substituindo as derivadas temporais dadas por 20.127-20.130, achamos 


B(?,t) = 9pl\ + -L^x- - 5 -— 

4tt ^ [R-R.p]R 1-R-p [R-R-p]R 

P V P x R v-j3 — R-v — R-a 

[R — R- P]R 1-R-p [R-R-P] 2 R 1-R-p 


+ 


P x R R • v 
[R-R-P]R 2 1-R-p 


ou 




(PxR)(R-v) 

[R-R-P] 2 


ou ainda, como (3 || u, e ja iniciando com algumas manipulates, 
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ou entaOj 



on 
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B(r , t) 


QlM) 

47T 


cR(j3 X R) 

[R-R-p] 


A A 


A /V 


c(p x R)(R -P) + cR(P x R)(R -p)-c(pxR)(R-p)(R-p) 


R-R-P 


i 3 


A A 


A /S 


+ 


2cR(P xR)(R-p)- cR(P x ft )(# • /?) 2 - cP\P x R) 


R-R-P 


1 3 


+ 


(P x R)(R- a) 
[R-R-P] 3 


+ 


a x R 


[R-R-P] 


ou entao, 

B(f , t) ■ 


4 ir 


A A 


hAv A 


Qfi o c(pxR)-2cR(pxR)(R-p) + cR(pxR)(R-p) 


R-R-P 


A A 


A A 


+ 


2cR{P xR)(R-p)- cR{p xR){R-py- cp\p x R) 


R-R-P] 




0xR)(R-a) 

[R-R-P] 3 


+ 


ax R 


[R-R-P] 


ou ainda, fazendo as simplificagoes, 


B{r, t) 


Quo ) c0x R)(l - P 2 ) , (pxR)(R-a) 


47T 


[R-R-P] 


+ 


[R-R-P] 


+ 


ax R 


[R-R-P] 


que pode ser reescrito como 


B(f, t ) 


Qvoc] 0xR){l-p 2 ) , 0x R)(R 


An 


R-R-P 


i 3 


+ 


a 

c 


) 


[R-R-P] 3 


+ 


*xR 


[R-R-P] 


Lembrando que c 2 = —^—, temos uqc = e entao, 


B(r, t) 


Q 


Atteqc 


03 x R)(l — 0 2 ) (f3xR)(R- f) 

i n“ _ ^ —*_ o "i 


® xR 

c 


[R-R-P 


'R-R-P 


[R-R-P] 



(20.133) 
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que e o campo magnetico de Lienard-Wiechert para uma particula pontual de 
carga Q em movimento. Ele pode ser relacionado ao campo eletrico 20.132, 
como pode ser visto se efetuarmos o produto vetorial de R, aplicado no tempo 
retardado, com £ (r, t), isto e, 


R(t r ) x £(r, t ) 


Q 


47ren 


Rx 


(R-R0)( 1 


R-R-P 


i 3 


P 2 ) ^Rx [(R 

r 


RP) x 


a 

c 


[.R-R-p ' 


onde todas as grandezas do lado direito na expressao acima sao calculadas no 
tempo retardado. Efetuando os produtos, temos 


R(t r ) x £(r, t ) = 


Q 

47ren 


(RxR){l-p 2 ) 
R-R-P ] 3 
R(Rx P)(l - P 2 ) 
[R-R-P ] 3 


+ Rx 



Como R 


equagao 20.131, temos 


i?, o primeiro termo do lado direito e nulo. Alem disso, pela 


R x 


(R-Rp)x 


a 



-♦ a 

— 

R • - 

c _ 


(. R-RP)- [R-(R-RP)] 


de modo que ficamos com 


a 


R(t r ) x £ (r, t) 


Q 


47T6Q 


(^x^)(l-^ 2 ) 

[R-R-p] 3 


+ Rx 


[R-*)(R-RP)-[R-(R-RP)] f 

[R-R-P ] 3 


ou 


R(t r ) x £ (r, t ) ~ 



(PxR)(l-p 2 ) 



3 

RRxp)- [R-{R- R0)]Rx 

[R-R-P ] 3 




ou ainda, 
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R(t r ) X £(f y t) = 

Q U0xR)(l-(3 2 ) [ (0xR)(R- f) | (R 2 -RR-0)(%xR) } 
47re 0 \ [. R-R.0 ] 3 [ tf - i ?-/?] 3 [ fl - tf -, 0] 3 J 

que fica 

i?(i r ) x i) — 

Q j 0xR)(l-/3 2 ) | 0xR)(R. g) | (R-R.0)(& xfl) ) 

47re 0 | [fl-iJ./3] 3 [il — E • /3] 3 J 

e entao, 


i?(i r ) x £(r, i) = 

Q / (/3xfl)(l-/3 2 ) | (0xR)(R- g) | f xfl ) 

47re 0 \ [fl-j?.^] 3 [i?-j?./3] 3 [il-i?-/?] 2 / 

Comparando esta relagao com a expressao 20.133, temos 

R(t r ) x £(r, t) = d3(r, t) 
ou 


s = Rjtr) X £>-, t) 

c 


(20.134) 


Podemos agora analisar as expressdes 20.132, 20.133 e 20.134. O campo ele- 
trico 20.132, 


Q \ (R-RP)(l-f) 2 ) , .Rxp-Ji/?) x f1 1 

4iT£o\ [B-.R-/3] 3 [JS-B-/3] 3 J 

e dado por dois fatores, o primeiro deles dependente apenas da velocidade 
v = cf3 da particula, enquanto o segundo dependente tambem da aceleragao 
a = ca. Por causa disso, o primeiro fator e conhecido como campo eletrico 
de velocidade, ao passo que o segundo e o campo eletrico de aceleragao. O 
campo de velocidade tern componentes nas diregoes de R e da velocidade v 
da particula, e quando v = 0, ele se reduz a 
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Q R 

47T€o R? 


que e o campo eletrico usual de uma carga pontual Q. Por essa razao, o campo 
eletrico de velocidade tambem e chamado de campo de Coulomb generalizado. 
Em geral, ele pode ser reescrito como 



Q R(R - 0) (1 - P 2 ) 

47T€ 0 [R - R. p] 2 [R - R. p] 


ou 



Q ( R-p)(i-/3 2 ) 

47re 0 [R-R. f3] 2 [l- R. j3 


(20.135) 


o que ressalta sua dependencia com o inverso do quadrado da distancia, a 
partir do ponto de emissao, que e o comportamento usual do campo eletrico 
coulombiano. Por outro lado, o campo eletrico de aceleragao, 




R x [(R-R0) x f 
[R-R-0] 3 


pode ser reescrito como 


ou 



Q R 2 Rx[(R-0)x f] 
4tt€ 0 [r- r. (3] 2 [R- R- 0] 



Q Rx[{R-0)x f] 
4ne 0 [l-R.0] 2 [R-R-j§] 


(20.136) 


de modo que ele tern uma dependencia com o inverso da distancia, diferente- 
mente do que ocorre no caso coulombiano. A grandes distancias da carga, essa 
parcela e a que domina o campo eletrico, e ela sera importante na emissao de 
radiagao por particular carregadas. Por causa disso, ela tambem e chamada 
de campo eletrico de radiagao. 

O campo magnetico 20.133, 
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(0xR)(l-/3 2 ) | 

[i? — i? • /3 ] 3 





[R-R-p] 2 


que pode ser relacionado ao campo eletrico por 20.134, 



R(t r ) x £(r, t) 

c 


tambem apresenta duas componentes. O termo de velocidade e 



Q 0xR)(l-p 2 ) 
47T60 c [r-r-P ] 2 


que pode ser reescrito como 



Q R0xR)(l-p 2 ) 

47T€ 0 c [R- R. p] 2 [R-R. p] 


on 



Q 


(pxR)(l-p 2 ) 


47T€o-C \R — R . p] 2 [l — R • p _ 


que tern tambem uma dependencia com o inverso do quadrado da distancia. 
Esse termo e uma generalizagao da lei de Biot-Savart para cargas pontuais 
em movimento. O termo de aceleragao do campo magnetico, 




2-xR 

_ C _ 

[R-R-P] 2 


pode ser expresso por 



R 2 {PxR)(R 


a 

c 


) 


+ 


RZ-xR 

C 


[R-R-P] [R-R-P] [R- R-p][R-R-p] 


ou 



(0xR){R-%) 


+ 


-c 


[l-R-P] [R-R-p] [R-R-p][l- R-p] 
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que explicita a dependencia com o inverso da distancia, de modo que esse 

campo e importante a grandes distancias da carga. Ele tambem e chama- 

/ 

do de campo magnetico de radiagao. E interessante ressaltar que, por causa 

de 20.134, 



R(t r ) x £(r, t) 

c 


o campo magnetico e perpendicular ao campo eletrico e tambem ao vetor 
R(t r ) calculado no tempo retardado. De posse das expressoes para os campos 
eletrico e magnetico, a forga de Lorentz agindo sobre uma carga de prova q 
causada pela carga pontual Q em movimento e dada por 15.25, 


F q — q£ + qv g X B 

onde v q e a velocidade da carga q. Substituindo as expressoes para os campos, 
temos 



que e a forga de Lorentz produzida por Q sobre a carga de prova g, na situagao 
geral em que ambas estao em movimento. Nessa expressao, apenas (5 q = 

^ e caiculada no tempo atual t. As outras grandezas, a saber, R, R, j3 e 
a, sao todas calculadas em t r . Note que nao ha em todas essas expressoes 
nenhuma restrigao a respeito das velocidades das partfculas, ou seja, elas sao 
corretas do ponto de vista relativfstico. Alem disso, como existe a questao do 
intervalo de tempo em que as informagoes sao emitidas por uma das cargas e 
o recebimento dessas informagoes pela outra, a terceira lei de Newton nao e 
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em geral respeitada na forma usual, pois a forga de Lorentz produzida por Q 
sobre q nao e, em geral, igual a produzida por q sobre Q, no mesmo instante 
de tempo. Isso indica uma violagao do principio de conservagao de momento 
linear, e fleam as questoes: qual a real importanciado principio de conservagao 
de momento linear em Fisica? Sera que ele pode ser violado? Sera que ele pode 
ser descartado? Pense a respeito dessas perguntas, e compare suas respostas 
com as que sao dadas no capitulo 21. Por ora, vamos retornar ao estudo dos 
campos gerados pela carga Q em movimento. 

Na dedugao que fizemos para a determinagao dos campos retardados, 
utilizamos as equagoes de Jefimenko 20.96 e 20.100. No entanto, conforme 
dissemos no inicio da obtengao dos campos, poderiamos ter partido das rela- 
goes 20.2, 




e 20.3, 



juntamente com as expressoes 20.106, 



1 Q 

47re 0 R- R. 0 


e 20.108. 



A* o Qv{t r ) 

R - R . 0 


ou 20.109, 


A(r, t) = ^lv(r, t) 

Como ja temos os campos, e por uma questao de completeza, e interessante 
efetuar a dedugao seguindo esse caminho. Vamos iniciar calculando VV, ou 
seja, 


VV(r, t) = 



1 

_R — R • (3 
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Note que o operador V age sobre r e sobre rQ(t r ), ja que 


t. 


t 


f- f Q (t r )| _ _ R 

c c 


Temos, entao, 


VV(f, t) 


Q 


1 


47re 0 [R-R./3] 




ou 


V Y (r, t ) 


Q 


1 


47TC0 [R-R.0] 


2 [Vi? — V(^-/3)] 


Da equacao 20.102, 


(20.138) 


R 


f- fQ(t r )\ = c(t ~ tr ) 


temos 


Vi? = cV(i — i r ) 


cVi 


(20.139) 


Por outro lado, achamos tambem 


Vi? = V 


/ —^ —f 

V R - R 


1 


2VR-R 


V(R-R) 


Pela identidade 1.58h, 


(20.140) 


V(i4- B) = (A- V)B + Ax(VxB) + (B • V)A +B x (V x A) 


de modo que 


V(R • R) = (R • V)R + A x (■V x R ) + (R • V)£ + fix(Vxfi) 


ou 


V(H -R) = 2(R- V)R +2Rx(VxR) 


(20.141) 


Primeiro, determinamos 
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{R-V)R={R-V)[f-? Q {tr)] 


ou 

(R • V)R = (R • V)f - (R • V)r Q (t r ) (20.142) 

Definindo 


R — R x i + Ry j + R z k 

A A A 

r = xi + yj + z k 

A A A 

fQ{tr) = XQ(t r ) i + yQ{tr) j + ^(ir) k 


e lembrando que 


temos 




[Rx * + Ry j + Rz k] 




ou 




A A A - 

xi + 2 /j + zk 


ou ainda, 


{R - V)r = R x i + Ry] + R z k 


de modo que 


(ft • V)r = ft 


(20.143) 


Alem disso, temos tambem 


(ft • V)rQ(t r ) — 


Rx i + Ry j + Rz k 
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ou 


(R • V)rb(i r ) 


d d „ d 

Rx~ -h Py~ -1" P-z 


dx 


dy 


dz 


qM 


ou ainda, 


{R • V)f Q {tr) = Rx 


df Q (t r ) dt r t n df Q {t r ) dt r _ R d?Q(t r ) dt 


dt 


dx dt r dy 


dt r dz 


ou 


- , s dtr , dt r T-. X dt r 

( R ■ V)fb(ir) = R x v{tr)^ + RyV(t r )— + R z v(t r ) 


dx 


dy 


dz 


que pode ser reescrito como 


(R- V)r Q (tr) = v(R> Vt r ) 


(20.144) 


Reunindo 20.143 e 20.144 em 20.142, achamos 


(R-V)R = R-v(R-Vtr) 


(20.145) 


Temos que calcular agora 


o 



V x R = V x [r - f Q (t r )] = V x f-V x f Q (t r ) = -V x f Q (t r ) (20.146) 


Entretanto, 


V X fQ(t r ) 


dZQ(t r ) 

dy 


+ 


_ dy Q (t r ) 
dz 

dx Q (t r ) dzQ^ty') 


dz 


dx 


j + 


( dyq(t r ) 

\ dx 


dxg (t r ) 

dy 


k 


ou 


V X fn(t r ) 


dzQ(t r ) dt r dyQ{t r ) dt 


dt 


dy 


dt 


dz 


+ 


/ dxQ(t r ) dt r dzQ(t r ) dt 

\ dt T 


dz 


dt 


dx 


w 

J 


/ dyQ(t r ) dtr 

y dt r dx 


dxQ{tf ) dt 


dt 


dy 


k 
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ou ainda, 


V x f Q (t r ) 


v 


dt r 

dy 


V 


y 


dt r 

dz 


+ I v 


X 


dt T 

dz 


dt r \ 7 ( dt r dt T 

— 1 j I Vi, — - v. 


dx 


y 


que pode ser reescrita como (veja o exercicio 20.7) 


dx 


X 


dy 


k 


VXfQ(ir) 

Voltando agora para 20.146, obtemos 


v x Vt 


(20.147) 


V x R = v x Vt 


Utilizando 20.145 e 20.148 em 20.141. ficamos com 


V(R- R) = 2[R-v(R-Vt r )]+2Rx (vx Wt r ) 


e, por fim, retornando a 20.140, obtemos 


VR 


R — v(R • Vt r ) + R x {y x Vt r ) 


R 


Pela propriedade 1.19a do produto triplo vetorial, temos 


ax (bx c) = (a • c)b — (a • 6)c 


de modo que 


J? x {vx Vt r ) = (R • Vtr)v- (R • v)Vt 


e entao, 


VR 


R-v(R- Vt r ) + (R • Vt r )v - (R ■ v)Vt. 


R 


ou 


(20.148) 


VR 


R-(R-ff)Vt 

R 
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Utilizando agora a equagao 20.139, obtemos 

R - {R • v)VU _ 

R 


ou 


R — (R- v)Vt r = —cVi r 


ou ainda, 

R= (-c + R-v)Vt r 


e entao, 


Vi 


R 


ou 


Vi 


de modo que a equagao 20.139 fica 


Vil 


ou 


WR 


c 

-R-v 

1 

R 

cR-R’0 

-1 

1 

R 

c 

R-R-0 


R 

i? 

-R-0 


(20.149) 


(20.150) 


Precisamos agora calcular V{R- 0), que fica, utilizando a identidade 1.58h, 


V(fl • 0) = (R • V)0 + R x (V x 0) + (0 • V)R + 0 x (V x R) (20.151) 

O primeiro fator, (R • V)/3, e obtido mediante o mesmo processo realizado 
para se obter a equagao 20.144, e assim achamos 

{R • V)/? = d(R ■ Vir) 
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ou, utilizando 20.149, 


ou ainda, 


(R- V)j3 = a[ R- 


-1 R 
~c~ R-R-/3 



(20.152) 


O termo V x 0 pode ser calculado seguindo-se os passos realizados para a 
determinagao da expressao 20.147, de modo que achamos 


V x 3 = —a x Vi r 


ou 


* ^ -1 R 

V x B = -a x- == 

c R-R.p 


ou ainda, 



(20.153) 


de modo que o fator R X (V X j3 ) fica 

Rx^xR 

R-R-P 

e, utilizando a propriedade 1.19a, achamos 


J?x(VXj3) = 




a 

c 



ou 


e assim, 
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Rx(V x f3) 


R 


2 3 


{R-~c)R 


R-R-(5 


(20.154) 


^ 

O terceiro termo, (/3 • V)i?, emprega a dedugao da expressao 20.145, e nca 


0-V)R = (3- v0-Vt r ) 


ou 


ou ainda, 


ou entao, 



0 * V)R = 0 + 


00-R) 

R-R-0 



0[R-R-0] +00-R) 

R-R-0 


que resulta em 



Por fim, por 20.148, temos 


(20.155) 


V x R = v x Vt r 


ou 


ou ainda, 


V x R = v x 


-1 R 

c R-R0. 


V x R = 



R-R-(3 
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de mo do que 


/? x (V x i?) 


fix {(3x R) 
R — R • f3 


Utilizando novamente 1.19a, ficamos com 


Oil 


e entao, 


ou 


0x0xR) = 0-R)j3-0-(3)R 


0x0xR) = 0 - R)(3 - (3 2 R 


(3x (V x R) 


0- R)(3 - j3 2 R 
R — R • 3 


(3x(VxR) 


P 2 R-0-R)(3 

R-R-B 


(20.156) 


Voltamos agora a equagao 20.151, utilizando as expressSes 20.152, 20.154, 
20.155 e 20.156, e assim achamos 




R2S 


RB 


R — R • /? 


R — R - (3 


R-R-B 


+ 


(3 2 R-((3 ■ R)/3 
R — R • j3 


ou 


v(iM) 


R0-(R- f )R + /3 2 R- 0-R0 

R-R-B 


(20.157) 


Voltando agora a 20.138 e aplicando 20.150 e 20.157, achamos 


VV(r, t ) 


Q 


l 


47T60 [R - R . p] 


X 


R 


L R-R-B 


R(3- (R-f)R + (3 2 R-0-R){3 

R-R-B 
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ou 


VV(r, t) 


Q 


1 


471-eo [R-R-0] 


X 


r-rP + (r--)r-P 2 r+0-r)P 

c 


ou ainda, 


VV(r, i) 


Q (l-/3 2 )£+CR-f )#+[(/?•# )--R]/3 


47T6Q 


[i? - i? • p] 


(20.158) 


Precisamos agora determinar a derivada temporal de A dado por 20.108, 


ou seja, 


ou 


A(r, t) 


Ho Qv(t r ) 


4 KR-R-8 


dA 

~dt 


HqcQ d 

47r dt 


p{t r ) 


IR-R'P} 


dA 

dt 


HqcQ 

47T 


1 


dp 


P 


R-R.pdt \R-R.p 1 




R-0 1 


Utilizando as equagoes 20.129 e 20.130, achamos 


dA _ 

Ho cQ 

h 

dt 

b 

47T 

ou 


dA _ 

HocQ 

dt 

4w 

e entao, 

dA _ 


dt 


1 


a 


p 


R-R-PI- R-P [R-R-p] 


v • (3 — R - v — R • a 

1-R-0 


1 


R3. 


Rp 


v 


P — R * v — R * a 


R- R-P R- R-p (R-R-p) 


R — R • p 


HqcQ f 


Roi. 


47r 


\(R 


R-p) 


R/3(v • P — R- v — R- a) 

(R-R-p) 3 
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Como c 2 = , podemos escrever hoc = . Alem disso, temos tambem 


Moeo 



dA 



dt ~ 

s 

47T60 C 

OU 

dA 

Q 


dt 

47T€q 

ou ainda, 


dA 

Q 

R 2 f- 

dt 

47T€o 



Ra{R -R-P) 
{R-R-P ) 3 


ceo 


cR0{P - p - R • 0 - R - f ) 


{R-R-p) 


R%R-R-P) 

{R-R-PY 


Rp{P 


R-p-R-%) 


{R-R-p) 


R(R-P)Z- Rpp 2 + Rp{R-p) + Rp(R-*) 


{R-R-PY 

Podemos agora calcular o campo eletrico por meio da equagao 20.3, 


(20.159) 


S 


vv 


dA 

dt 


empregando as equagoes 20.158 e 20.159, isto e, 


£ 


Q (1 - P 2 )R + {R • ^)R + [{p- R) — R]P 


47T 6q 


[R-R-p] 


Q R 2 f -R(R-p)£- Rpp 2 + R(3(R - p) + Rp{R - f ) 


47TCO 


{R-R-P) 


ou 


£ 


47TC0 1 


R-R-P 

R-{R-Rp)%- Rpp 2 + Rp{R-p) + Rp{R- f) 

{R-R-PY 


ou ainda, 


£ 


Q \ {1-P 2 )R+RPP 

47re 0 1 


Rp 


R-R-P 


+ 


(R • ? )i? - #/?(£ • f) - £ • (22 - Rp)f + p {P - R) - p{R - P) 

{R-R-PY 
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ou entao, 


£ 


Q f(l -(3 2 )R-RP(1-P 2 ) 


47re 0 1 


[R — R’ j3] 


+ 


(R - %)(R - R0) - R - (R - R0) 

(R-R-0) 3 


Utilizando a equagao 20.131, ficamos com 


£(f, t) 


Q \ (R-R0){1-P 2 ) Rx[(R-R0)x 

_J_ 


a 

c 


47T6q 


R-R* P 


i 3 


(R-R-p) 


que e o campo eletrico de Lienard-Wiechert calculado em 20.132, como deveria 
ocorrer. Podemos agora determinar o campo magnetico, atraves de 20.2, 


B = VxA 


empregando, para o potencial vetor magnetico, a equagao 20.109, 


A(r, t ) = t) 


Temos, entao, 




#V(n t) 


OU 


B=-Vx (/TV) 

c 


Pela identidade 1.58f, 


V x (&A) = (V$) x A + $(V x A) 


de modo que temos 


V x (pV) = (VV) x j3 + V(V x p) 


e 


o|£i 
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g = (VV)x/3 + V(Vx/3) 

c 

Utilizando agora as equagoes 20.106, 20.153 e 20.158, achamos 



Q 

Aireoc 


(1-P 2 )R+(R0)R + [0-R)-R]0 

[r-r-P ] 3 




Q 1 §XR 
4neoc R-R.0R-R.0 


ou 



(1~P 2 )(Rx0) , (R-§)(Rx/3) 


[R-R-0' 


+ 


-c*R 


R R-P 

- 


i 3 


(R-R-P) 


onde nos valemos do fato de que (3 x (3 = 0. A expressao acima pode ser escrita 
co mo 



-{0xR){l~p 2 ) 

[. R-R-0 ] 3 


{0xR)(R- f) f xR 
[R-R-0] 3 ( R-R-0 ) 2 


e entao, 



0xR){ 1-P 2 ) | (0xR)(R-^) | f xR 
[R-R-0] 3 [R-R-0] 3 ( R-R-0) 2 


que corresponde a expressao 20.133 para o campo magnetico de Lienard- 
Wiechert, como deveria ser. Vejamos agora alguns exemplos de aplicagao dos 
potenciais e campos de Lienard-Wiechert para cargas pontuais. 


Exemplo 20.12. Determine os potenciais de Lienard-Wiechert para uma 
particula de carga Q em movimento retilineo uniforme com velocidade v par- 
tindo da origem em t — 0. 

Os potenciais de Lienard-Wiechert sao dados pelas expressoes 20.106, 



1 Q 

47reo R-R-0 
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e 20.109, 

Ar, t) = t) 

c z 

Portanto, vamos precisar determinar a grandeza R — R* (3 , sendo que 

R = f -f Q (t r ) 

A posigao da partfcula em movimento retilmeo uniforme e dada por 

i 

TQ(t) = Vt — Ct(3 

e o primeiro passo consiste em determinar o tempo retardado i r , o que pode 
ser feito atraves de 20.102, 


que fica 



r~ r Q (t r )| = c(t - t r ) 


f— cj3t r | = c(t — t r ) 


ou 

y (r — c/3t r ) •(r — cj3t r ) = c(t — i r ) 

de modo que 

(r — c/3i r ) • (r — c/3t r ) = c 2 (t — t r ) 2 

ou ainda, 

r 2 + c 2 /? 2 t 2 — 2cr * j3t r = c 2 (t 2 — 2it r + t 2 ) 

que fica 


c 2 f3 2 t 2 — c 2 t 2 + 2tc 2 t r — 2c(r • j3 )t r + r 2 — c 2 £ 2 = 0 


ou 


(c 2 /? 2 — c 2 )t 2 + 2 ( c 2 £ — cr** /3)i r + r 2 — c 2 t 2 = 0 
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ou ainda, 


c 2 (/? 2 — 1 )t 2 + 2 c(ct — r- 0)t r + r 2 — c 2 t 2 = 0 
Resolvendo para i r , achamos 

—2 c(ct — r* 0) z t 4c 2 (ct — f • /3) 2 — 4c 2 (/? 2 — l)(r 2 — c 2 t 2 ) 

= 2c 2 (f3 2 - 1) 


OU 


t 


r 




f * / 3) 2 + (1 — P 2 )(r 2 



c( 1 - / 3 2 ) 


(20.160) 


Para determinar o sinal correto, podemos considerar o limite em que v vai a 
zero, bem no inicio do movimento da particula, e assim, 


ct >/(c£) 2 + (r 2 — cH 2 ) 

c 


ou 


ou ainda, 



ct \/c 2 t 2 + r 2 — c 2 t 2 

c 


t 


r 



Quando a particula inicia o movimento, ela esta na origem, de modo que 
fg(0) = 0 e assim R — f , de forma que o tempo retardado deve ser dado por 

R r 

ty' — t * — t 

c c 


o que fixa o sinal negativo na equagao 20.160, ou seja, 



(ct — r * 0 ) 


(ct — f • 0) 2 + (1 — j3 2 )(r 2 — c 2 t 2 ) 
c( 1 - / 3 2 ) 


(20.161) 


Agora podemos determinar 
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R — R • p = c{t — t T ) — (f — ct r 3 ) • (J 

onde fizemos uso da relagao 20.102. A equagao acima pode ser reescrita como 

R — R * /3 = c(t — t r ) — r • f3 + ct r p 2 

r' 

ou 

R — R • p = ct — f • p — ct r (l — 0 1 ) 

Utilizando agora 20.161, ficamos com 


R — R • p — ct — f - p 



ou 



ou ainda, 

R — R • (3 = (ct — r • p ) 2 + (1 — /? 2 )(r 2 — c 2 t 2 ) 

O potencial escalar 20.106 fica 

V(f,t) = - ^ (20.162) 

71-60 y (ct — r • /3) 2 + (1 — /3 2 )(r 2 — c 2 t 2 ) 


e o potencial vetor magnetico 20.109 torna-se 



(20.163) 


que sao os potenciais retardados para uma particula de carga pontual Q em 
movimento retilmeo uniforme. 
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Exemplo 20.13. Mostre que o potencial escalar 20.162 para uma particula 
de carga Q movendo-se com velocidade constante pode ser reescrito como 


V (r, t) = 


_Q _ 1 _ 

47reo R{t)yJ 1 — ft 2 sen 2 9 


(20.164) 


onde R(t) = f — cj3t e calculado no tempo atual ; ndo no tempo retardado, e 9 
e o angulo entre v — c/3 e R(t). 

A figura 20.3 apresenta as grandezas relevantes para o nosso caso. 


P 



Figura 20.3: Vetores importantes para o calculo da expressao 20.164. 
Da figura, temos 


R(t r ) = R(t) + {t- t r )v = R(t) + c(t - tr)j3 
Pela equagao 20.102, 



= c{t — t T ) 


obtemos 


R(t r ) ~ R(t) + R(t r )/3 


( 20 . 165 ) 
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R(t) = R(t r ) - R(t r )p 


(20.166) 


O potencial escalar e dado por 20.106, 


V(f, t ) 


Q 


47T60 R-R.R 


onde as grandezas sao calculadas em t r . Portanto, precisamos determinar 


R(t r ) — R(t r ) • (3 


[■ R(U ) - R(tr) • 0\. 


(20.167) 


Assim, comegamos com 


[i?(<r) - R{U) • P] 


2 j ->2 


i? 2 (t r ) - 2R(t r )[R(t r ) -P] + [i2(tr) ' p 


(20.168) 


Em seguida, elevamos 20.166 ao quadrado, para determinar R(t r )-P, ou seja 


R(t) • R(t) 


\R(t r ) - R(t r )P] • [R(t r ) - R(t r )p 


OU 


R 2 (t) = R 2 (t r ) + R 2 (t r )p 


2 R(t r ) \R{t r ) • p] 


ou ainda, 


2R(t r )[R{t r ) - p) 


(1 + p 2 )R 2 (t r ) - R 2 (t) 


a qual, substituida em 20.168, nos da 


[R(t r ) - R(t r ) • P] 


2 


R?(t r ) - (1 + p 2 )R 2 (t r ) + R 2 {t) + [R(tr) • P\ 


ou 


[R{t r ) - R(t r ) • p 


2 _ 77)2 


R 2 (t) - p 2 R 2 (t r ) + [i?(t r ) • p 


(20.169) 


Agora, dos triangulos da figura 20.3, temos 


sen ft 


R(t r ) 


R(t r ) sen ft 




cos 2 ft 


e 
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sen 0 


b 


R(t) 


b = R(t) sen 0 


de modo que 


R(t r )^fl 


cos 


2 ft 


R(t) sen 6 


ou 


R 2 (t r )( 1 — cos 2 6 r ) — R 2 (t) sen 2 9 


(20.170) 


Alem disso, utilizando a definigao 1.4 para o produto escalar, achamos 


R(t r ) * j3 = i?(t r )/3cosft 


ou 


cos 9. 


R(ty) * 0 
R(U)P 


o que faz com que 20.170 fique 


R 2 (t r ) 


1 


R(t r ) ' 0 
R{U)P 


R 2 (t) sen 2 9 


ou 


R z (t r ) -R\t r ) 




RHD0 2 


R 2 (t) sen 2 9 


ou ainda, 


p 2 R 2 (t r ) - [fi(i r ) • p} 2 = R 2 (t)p 2 sen 2 0 


e entao, 


[. R(tr) • P] 2 = P 2 R 2 (t r ) - R 2 (t)p 2 sen 2 0 


Substituindo essa expressao em 20.169, ficamos com 


[i?^) - R(t r ) -P] 2 = R 2 (t) - p 2 R 2 (tr) + p 2 R 2 (t r ) - R 2 (t ) P 2 sen 2 0 
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ou 

[R(tr) - R(t r ) • P} 2 = R 2 (t)( 1 - /3 2 sen 2 0) (20.171) 

de modo que 20.167 fica 

R(t r ) - R(t r ) • p = \/i? 2 (t)(l — P 2 sen 2 6) 

OU 

i?(t r ) - R(tr) • 0 = R(t)y /1 - P 2 sen 2 0 (20.172) 

o que faz com que o potential escalar 20.106 torne-se 

1 Q 

Y(r t) =_ — 

4tt€o R(t)\/l — P 2 sen 2 9 

que e a equagao 20.164 que queriamos demonstrar. 

- J - ~ f 

Exemplo 20.14. Determine os campos E e B produzidos pela particula de 
carga Q do exemplo 20.12. 

A particula do exemplo 20.12 esta em movimento retilmeo uniforme 
com velocidade v — cf3 constante, de modo que ela nao tern aceleragao (a 
ca = 0), e sua posigao e dada por rQpt ) = cpt. Assim, o campo eletrico 20.132, 

^ , N Q \ {R - RP){l - P 2 ) Rx\(R-RP)xj] \ 

47re 0 | [R-R-p] 3 [R-R-P] 3 } 

torna-se 

g IF t ) = (R-Rm-P 2 ) 

1 ’ ' 4n-e 0 

lembrando que todas as grandezas sao calculadas no tempo retardado. Utili- 
zando agora as equagdes 20.166, 

R(t) = R(t r ) - R{t r )P 

e 20.172, 
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R(tr) - R(t r ) • 0 = R(t) y/l ~(3 2 sen 2 6 


o campo eletrico pode ser escrito como 


ou 



Q R(t)(l-/3 2 ) 

4neo [l — P 2 sen 2 0] 2 



(20.173) 


que e o campo eletrico de uma particula de carga Q em movimento retilmeo 
uniforme. Note que ele depende de R(t) medido no tempo atual, nao no tempo 
retardado. Assim, quando a particula se move com velocidade const ante, a 
informagao emitida por ela no tempo retardado t r “antecipa” qual sera a 
sua posigao no tempo t e o campo eletrico se ajusta de tal forma que ele se 
comporta como se fosse emitido pela carga na sua posigao atual. Quando v e 
muito pequena em comparagao com c, temos a situagao nao-relativistica em 
que /5cl, eo campo eletrico torna-se 



Q R{t) 

47T60 R 3 (t) 


(20.174) 


que e o campo eletrico usual de uma carga pontual em repouso. Por outro 
lado, quando (3 —» 1, o campo eletrico dado por 20.173 perde a simetria 
esferica que ele apresenta no caso nao-relativistico. Sua intensidade aumenta 
em comparagao com o campo 20.174 nas diregoes perpendiculares a diregao 
do movimento, em que 0=5, por um fator 

1 - p 2 _ 1 

[l — P 2 sen 2 |] 2 P 2 

ao passo que sua intensidade diminui na diregao de P (6 = 0, n) por um fator 




P 2 sen 2 (0,7r) 


, 3 



como ilustra a figura 20.4 para uma particula de carga Q positiva. 
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Figura 20.4: Campo eletrico de uma particula com carga Q 

movendo-se com velocidade v const ante, sendo 
v <C c (esquerda) eu->c (direita). 


0 campo magnetico pode ser determinado por meio de 20.134, 



R(t r ) X £(r, t) 

c 


Nesta expressao, podemos escrever 


R(t r ) = 


R{U) 

R(tr) 


e, utilizando 20.165, 


R(tr) = R{t) + R{tr)P 


ficamos com 



e assim, fazendo uso da equagao 20.173, 
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ou, como R(t) x R(t) = 0, 
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As linhas de campo magnetico circulam em torno da diregao do movimento 
da particula, e a mesma analise feita com relagao a intensidade de £ pode ser 
efetuada para B . A figura 20.5 ilustra o campo magnetico para uma particula 
de carga Q positiva. 



Figura 20.5: Campo magnetico de uma particula com carga 

Q movendo-se com velocidade v constante. 


Utilizando os campos 20.173 e 20.175, podemos determinar a forga de Lorentz 
produzida por uma carga Q em movimento retilmeo uniforme sobre uma carga 
de prova q com velocidade v q arbitraria. Partimos de 15.25, 

fq — q£ + qv q X B 


que se torna 




47T CqC 





ou 




1-p 2 

1 — ft 2 sen 2 0 \ 2 


m 

R?(t) 



j3 q x [p x R(t ) ] 

R 3 (t) 


(20.176) 


sendo que, na expressao acima, todas as grandezas sao calculadas no tempo 
atual e nao no tempo retardado t r . Note que o movimento da carga g, que 
sofre a agao da forga de Lorentz acima, e arbitrario, ou seja, v q — cp g nao 
precisa ser constante. O result ado acima e explorado no proximo exercfcio. 
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Exemplo 20.15. Uma particula de carga Q i esta em repouso na origem en- 
quanto uma particula de carga Q 2 move-se ao longo do eixo z com uma velo- 
cidade constante vq 2 = t)k. Sua equagao de movimento e dada porrQ 2 (t) = 

A 

vt k. 

a) Determine a forga de Lorentz produzida por Q\ sobre Q 2 } como fungao de 
t. 

Como Qi esta em repouso, sua velocidade e nula e constante, e a expres- 
sao 20.176 pode ser utilizada imediatamente. Nessa expressao, devemos fazer 

/9 = % = 0e 


R{t) = r Q2 (t) ~ raM = vtk 


de mo do que achamos 



Q1Q2 vt k 

47reo v 3 t 3 


ou 



1 Q1Q2 r 

47T€o v 2 t 2 


(20.177) 


b) Determine a forga produzida por Q 2 sobre Qi, como fungao de t. 

Novamente aqui podemos utilizar a expressao 20.176, pois Q 2 esta em 
movimento retilieo uniforme. Nesse caso, porem, temos 


R(t) = f Ql (t) - TQ 2 {t) = -vt k 


alem de (3 q = (3q x 


— 0. A forga fica 



Q1Q2 

47T60 



1 — /3 2 sen 2 9 



ou 



1 1 — P 2 Q1Q2 

47re 0 [1 - P 2 sen 2 e ]" vH2 



(20.178) 


Comparando as expressoes 20.177 e 20.178, vemos que 
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^Q 2 (^) 7^ ^Ql W 

o que indica que a terceira lei de Newton nao e valida na forma usual nesse 
caso. Ja haviamos comentado essa situagao anteriormente, e voltaremos a 
discuti-la no capftulo 21. 


20.8 Lagrangeana e Hamiltoniana de uma Particula 

num Campo Eletromagnetico 

O movimento de uma particula carregada sujeita a um campo eletro¬ 
magnetico pode ser descrito em termos da forga de Lorentz 15.25, 

F = Q8 + Qvx B 


Temos entao um formalismo essencialmente newtoniano, e equagoes de mo¬ 
vimento envolvendo forgas. Podemos, tambem, introduzir os formalismos la- 
grangeano e hamiltoniano, que estao relacionados com as formas de energia 
presentes no sistema. Esses formalismos sao mais indicados quando os campos 
sao tratados do ponto de vista relativistico e quantico, e por isso vale a pena 
discuti-los neste momento. A questao central do formalismo lagrangeano e 
escrever uma fungao lagrangeana para o sistema dada por 

C = C(x j} xj, t) = K — U (20.179) 

onde K indica as diversas formas de energia cinetica presentes no sistema e 
U corresponde as energias potenciais, que podem ser fungoes das coordena- 
das generalizadas Xj, das velocidades generalizadas Xj e do tempo t. A forga 
generalizada associada a coordenada generalizada Xj e relacionada a energia 
potencial U atraves de 



dU 

d±j 


(20.180) 


onde Xj e a velocidade generalizada associada a coordenada Xj . No caso ele¬ 
tromagnetico, a forga de Lorentz e a forga generalizada, e queremos obter a 
lagrangeana do sistema. Para tanto, vamos reescrever os campos em termos 
dos potenciais, por meio de 20.2, 
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B = Vxi 


e 20.3, 



d_A 

dt 


de modo que ficamos com 


F = Q 



+ Qv x [V x A ] 


Vamos calcular agora o fator 



e tambem 




A 

k 


o que resulta em 



4 
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v x [Vxi] 


dA y dA, 

dx dy 


Vz 


dA x dA, 

dz dx 


z \ ? 


+ 


dA- 

dy 


dA y 1 _ piy _ dA x 1 I t 

0z 0x 0y | J 


+ s 


0.4 


0.A 


(9^ <9x 


<9As dAy 

dy dz 


k 


ou ainda, 


v x 


[v x i] 


dA v dAx 
Vy ~fa ~ Vy ~dy 


dA 


dA 


dA 


2 ~Q ^ Vz ”5 1 

< 7 / OX 


dy 


Vz 


+ V X 


dAy 

dz 

dA 

-fc> 

0£ 


dA v dA x 

-7T- +VX-JT- 

dx dy 

dAy dAy 


v x 


dx 


dA z dA v 

V >W +V ’~87 


k 


Vamos considerar a componente z da grandeza acima, que pode ser reescrita 


como 


V x 


[Vx/]} 


dA x 

Vx ~dz + Vy 


dA, 

t 

dz 


+ v z 


dAz 

dz 


dA z 9A Z dA z / 0 p. -i qi \ 

y x - v y — - v z ~^— (20.181) 

dx ay dz 


sendo que somamos e subtrafmos o fator v z ! ^~ L . A derivada temporal total de 


A, e 


ou 


de mo do que 


dA z _ 

dAz 

dA z dx 

+ 

dx dt 

dA z dy 

dy dt 

dA z dz 

dt 

dt 

dz dt 

dA z 

dA z 

dA z 

dA z . 

dAz 

dt 

dt 

ox 

+ Vy \ V z 

dy dz 

dA z 


dA z , 

dA z dA z 

dA z 

V' x rv 

OX 

A 'Vy 

-l~ v z 

dy 

dz dt 

dt 


(20.182) 
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Alem disso, 


d ^ T\ w 9A r dv 

{v • A) = v • — —t- A 


dz 


dz 


dz 


Como no formalismo lagrangeano a velocidade generalizada v e independente 
das coordenadas generalizadas Xj, a equagao acima simplifica-se para 


d , r s _ dA . 

{V ' A) = V • — = Vrr. — -h V 


dx 


dx 


dA. 

i 

X ~~7T~ 

az 


y 


8A V dA z 

—* +v z - 


dz 


dz 


* 

Substituindo as expressoes 20.182 e 20.183 em 20.181, obtemos 


v x 


[V x ,J]} 


<9 dA z dA z 

(v ■ A ) -r r 


dz 


dt 


dt 


A componente z da forQa de Lorentz fica sendo, entao, 


F 


Q 


dV 

dz 


Q 


dAz 

dt 


+ q|{Tx [Vx.4]} 


(20.183) 


ou 


F 


ou ainda, 


dV „dA z ^d _ T . „ 
Q-a -+ Q~et( v * A) — Q 


dz 


F 


dA z ^ dA z 


dt 


dz 


dt 


+ Q 


d 


dz 


[QY-Qv-A\-Q 


dA z 

dt 


Agora, vamos considerar o fator 


dt 


A • V — A X Vx H" AyVy + A z v 


y^y 


z w z 


e tomar sua derivada com relagao a v z , ou seja, 



d 


dv 




X^X 


+ AyVy + A Z V. 


0 potencial vet or magnetico nao depende das velocidades. Alem disso, cada 
componente da velocidade e independente das out r as, de mo do que achamos 





2 
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Derivando agora essa expressao com relagao ao tempo, ficamos com 



Portanto, a forga de Lorentz pode ser escrita como 

V ^-§-[QV- Qi ;.A]-Q±[±[A.v]} 

Por fim, como V independe das velocidades, podemos escrever tambem 

F * = -T, l ev '- ■*1 + It {lk ^} 

Comparando esta expressao com a equagao 20.180, 

dU 

dij 

vemos que o potencial U pode ser escrito como 




U = QV-QA-v 


(20.184) 


e assim, a lagrangeana 20.179 para uma particula carregada de massa m num 
campo eletromagnetico torna-se 


7711) 

£ = — -QV + QA-v (20.185) 

No formalismo lagrangeano, o momento conjugado a uma coordenada gene- 
ralizada Xj e dado por 



(20.186) 


Assim, da lagrangeana 20.185 acima podemos extrair o momento generalizado 
conjugado a coordenada Xj , utilizando a equagao 20.186, ou seja, 




— QV + QA * v 


o que resulta em 
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II j = mvj + QAj 

Como o momento linear (classico) mecanico da particula e dado por pj — 
mvj , vemos que, na presenga de um campo eletromagnetico, o momento total 
da particula e a soma do momento classico e um fator associado ao campo 
eletromagnetico. Vetorialmentej temos 

n = p + QA (20.187) 

A fungao lagrangeana 20.179 e util no formalismo lagrangeano, e a 
partir dela as equagoes de movimento podem ser deduzidas. Entretanto, em 
Mecanica Estatfstica e Mecanica Quantica, ela nao e tao utilizada quanto a 
fungao hamiltoniana e o formalismo hamiltoniano. A fungao hamiltoniana de 
um sistema pode ser derivada da lagrangeana atraves de 

H(xj,TLjA) = Iljij — , Aj, t) (20.188) 

i- 

3 

sendo que a hamiltoniana e fungao das coordenadas generalizadas Xj> dos 
momentos generalizados Uj e do tempo. Assim, e preciso transformar a la¬ 
grangeana para variaveis apropriadas para obter a hamiltoniana. Essencial- 
mente, as velocidades generalizadas da lagrangeana devem ser substituidas 
por fungoes das coordenadas e momentos generalizados. Lembrando que o mo¬ 
mento generalizado para uma particula carregada num campo eletromagnetico 
e dado por 20.187, podemos extrair dessa expressao a velocidade como sendo 

n = mv + QA 

ou 

mv = it — QA 

e entao, 

_ U-QA 

v =- 

m 

Retornando agora a hamiltoniana 20.188 e utilizando a lagrangeana 20.185, 
ficamos com 
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H(f , n, t) = n • 


"n -qa' 

m 

'n-<2,4' 

rn 

2 

m 


n 2 


+ QV-QA 


n - <2,4 


m 


on 

H(f ; n, t) = 


n 2 - Qn • A 

m 



- 2QU • A + Q 2 A 2 ] +QV- 


QA-fl-Q 2 A 2 

m 


ou ainda, 


H(f, n,t) = -r- Tn 2 - 2Qn ■ a + q 2 a 2 1 + gv 

2m L J 

que pode ser reescrita como 



(20.189) 


que e a hamiltoniana (classica) de uma particula carregada sujeita a um campo 
eletromagnetico. Quando passamos para uma formulagao quantica Ve^, que 
sao fungoes de r, devem ser entendidos como sendo fungoes do operador de 

V 

posigao r, o qual nao comuta com o operador de momento conjugado II . 
Portanto, n e as fungoes de r, e em particular, V(r) e A{r ), nao comutam, 
o que indica que e preciso ter 'cuidado ao utilizar a expressao 20.189 quando 
estamos trabalhando com um problema quantico. A forma mais correta de 
escrever 20.189, preservando a hermiticidade do operador hamiltoniano, e 


4 1) = n^QR-A-QX-n + Q^ + QV 

2m 


(20.190) 


Outro modo de escrever o operador hamiltoniano consiste em utilizar o mo¬ 
mento mecanico p definido por 20.187, 


p = n — QA 


(20.191) 


7 Lembrando que o comutador da componente Eh do momento conjugado com a coorde- 
nada Xj e dado por 



rii,a:j] = UiXj 
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ou seja, 


p^ 

H(f,p,t ) = £- + QV (20.192) 

2m 

/ 

E preciso ter cuidado, no entanto, ao utilizar a hamiltoniana nessa forma, 
pois as componentes do momento generalizado II conjugado as coordenadas 
f comutam entre si, isto e, 


pli, Hj] = 0 


(20.193) 


o que nao e verdade quando consideramos as componentes do momento linear 
mecanico p. Vejamos explicitamente o comutador de \pi>Pj]- 


\PuPj] = PiPj - PjPi 

[Pi,Pj] = (lit - QAi)(Uj ~ QAj) - (II, - QAj){Ui - QA t ) 


ou 


\PuPj] = n^IIj — — QAfllj + Q 2 A{Aj 

— Iljlli + QYljAi + QAjUi — Q 2 AjA L 


ou ainda, 


[Pi>Pj\ = I^IIj — + QAjTLi — QUjAj 



que pode ser reescrito em termos de comutadores como 


— Pi, IIj] Q[U iz Aj ] + Q\TLj : A {] H~ Q [Ai : Aj■ 

Pela relagao 20.193, o primeiro termo do lado direito e nulo. Alem disso, A 
e fungao do operador de posigao r, e suas componentes comutam entre si, ou 
seja, 


A %, Aj = 0 


de mo do que rest a 


Pi ; Pj_ Q A-j H - ^ Ilj , A.% 
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Para obter esses comutadores, utilizamos a relagao 





dG 

dxi 


e temos entao 





ou 


(20.194) 



Agora, devemos lembrar que B = V x .4*, o que faz com que o colchetes acima 
torne-se a componente Bk do campo magnetico quando i 7 ^ j. Isso pode ser 
expresso mediante a utilizagao do tensor de Levi-Civita 15.51, 



i = joui = kouj = koui = j = k 
z = l,j = 2 ,A; = 3ou qualquer permutagao par 
qualquer outro caso 


de mo do que ficamos com 


Pi,Pj] = ihQBkEijk 


(20.195) 


Essa relagao de comutagao pode ser utilizada para obter a forma quantica 
da forga de Lorentz, considerando que no formalismo de Heisenberg para a 
Mecanica Quantica a evolugao temporal de um operador e dada por 



(20.196) 


onde He o operador hamiltoniano. Assim, a forga de Lorentz pode ser obtida 
mediante 



empregando-se as equagoes 20.192, e 20.194-20.196. A forga de Lorentz quan¬ 
tica fica 
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F — Q£ + Q 

e a demonstragao sera deixada como exercicio para o leitor (veja o exerci- 
cio 20.9). 

0 fato de a hamiltoniana de uma particula carregada (expressoes 20.189, 
20.190 ou 20.192) depender de V e A faz com que surja a questao de como 
se comportam as grandezas mensuraveis quando uma transformagao de cali¬ 
bre e feita nesses potenciais. Da discussao ja feita na segao 20.1, quando os 
potenciais sao submetidos a uma transformagao de calibre dada por 20.8, 


dr 

dt 


xB-Bx 


df 

dt 


(20.197) 




A + VA 


V 


dA 

dt 


os campos £ e B mantem-se invariantes. A alteragao no calibre tambem de- 
ve manter invariantes grandezas mecanicas como o momento linear mecanico 
p. Por outro lado, o momento generalizado II, que envolve o potencial vetor 
magnetico, nao e invariante frente a uma transformagao de calibre. Isso ocor- 
re tanto do ponto de vista classico como quantico, caso em que os valores 
esperados das grandezas mecanicas devem se manter iguais. Um caso de par¬ 
ticular importancia ocorre quando A independe de £, de modo que apenas A 
e transformado, de acordo com 20.8a, em 


A' = A+ VA (20.198) 

Nesse caso, considerando que o sistema seja descrito quanticamente pelo ket 
| S) quando o potencial vetor vale A, ao sofrer uma transformagao de calibre 
dada pela expressao acima, o sistema passa a ser descrito pelo ket |S' / ), cor- 
respondente ao potencial vetor A !. Lembrando que o valor esperado de um 
operador O e dado por 


(O) = (S|0|S) 

notamos que as fungoes do operador r devem manter seu valor esperado inal- 
terado com esta mudanga de calibre, de modo que deve ocorrer 


(S\r\S) = (S'\r IS 7 ) 


(20.199) 
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Alem disso, como o momento linear mecanico e dado por 20.191, 

p = n — QA 

deve ocorrer 


(S |(n - QA)|S) = (S'|(n - QA')\S') (20.200) 

para que seu valor esperado seja independente do calibre utilizado. E impor- 
tante manter, tambem, a normalizagao do ket de estado, de modo que 

(S\S) = <S'|S") (20.201) 

Para relacionar os kets \S) e |S' 7 ), podemos definir um operador O tal que 


e, conseqiientemente, 


S') = 0\S) 


( 20 . 202 ) 


(S"| = (S|O f (20.203) 

onde o operador O' e o adjunto hermitiano do operador O. Utilizando essas 
expressoes na equagao 20.199, temos 

(S\f\S) = (5|O f r 0|5) 


ou seja, 

f=O i rO (20.204) 

Aplicando agora as equagoes 20.202 e 20.203 em 20.200, achamos 

(S , |(n-Q/)| 5 ) = ( 5 |O f (n-( 5 A') 0 | 5 ) 

ou, de acordo com 20.198, 

(S|(n-QA)|S) = (sicqri-QA-QVAjois) 

e assim, 


n- qX= o f (ri- qX- qvk)o 


(20.205) 
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Se o operador O for tal que 


0 = exp 


iQA(r) 


(20.206) 


as equagoes 20.201, 20.204 e 20.205 sao automaticamentesatisfeitas, conforme 
podemos verificar explicitamente. Primeiro, temos que 


0 + 


exp 


iQA{r) 


de modo que 


o f o 


exp 


iQA(r)] \iQA(r) 

. ■ £— ex P —z — 

n n 


Assim, temos 


( 5 '| 5 ') = ( 510 + 015 ) = < 5 | 5 ) 


e 20.201 e satisfeita. Como qualquer fungao de r comuta com r, 20.204 torna- 


se 


exp 


exp 


iQA(r)"|_ \iQA(f) 

a rexp — r~ 


«QA(r)l rtQA(f)]- 

-H— exp -n~ r 


e 20.199 tambem e satisfeita. Por fim, para 20.205 temos 

R-QX=0^{R-Q1-QVA)0 (20.207) 

= O f nO - QO'AO - QO^VAO 

= o f no - qo ] oa- go f ovA 

n -QA = o f no - QA- QVA 

e assim, devemos verificar que 

n = o f no - qva (20.208) 
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Para isso, lembrando que o comutador de II com O e dado por 


[ri, o] = no - on 


vamos calcular 


o f no = o t {[ri,o] + on} 

ou seja, 


l 

o t no = o t [n,o] + o t on 

Agora, aplicamos 20.194, isto e, 

[n, G(f )] = -ihVG 


o que nos deixa com 


o f no = o\-ihvo) + ri 


OU 


o f rio = -iho^vo + n 

Utilizando 20.206, achamos 


ou 




VA exp 


iQA(f) 

h 




VA O 


de mo do que 


o f no = -tfto f —vao + ri 

n 


OU 
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o f rio = QVAOto + n 


e, finalmente, 


o f no = gvA + ri 

que e a equagao 20.208. A evolugao temporal do sistema e governada pela 
equagao de Schrodinger para o ket 15), que e 

H\S) = ih^r\S) (20.209) 

ot 

onde He o operador hamiltoniano para o sistema, que pode ser escrito 
tambem como 


r [n QA] + QV 1 15) = in d\ S) ( 20 , 210 ) 

[ 2m J Ot 

sendo que usamos a hamiltoniana na forma 20.189. Quando a transformagao 
de calibre 20.198 e feita, a nova equagao de Schrodinger torna-se 

r [n-g/-QVA] + = ( 20 . 211 ) 

[ 2m J ot 

Entretanto, o movimento da particula independe do calibre utilizado, de 
modo que deve ser possivel transformar 20.211 em 20.210. Lembrando que, 

por 20.202, 


temos 


ou 


| S') = 0\S) 


[U-QA-QY A? +q ^q IS) 


[n -QA- g v a ] 


+ qv\o\s) 


= 4 0|s > 


2m 
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Agora, multiplicamos os dois lados dessa expressao por 0"L Alem disso, como 
O^O = 00 t = 1, podemos escrever 


l 



Ot [n - QA - QVA1 oo f [n 


QA-QVA]0 


2m 


+ O t QVoj|S) 


d 


OHhO-\S) 


dt 


A propriedade 20.207 diz que 


n- QA = 0^(U-QA- QVA)0 

de mo do que achamos 


[ri - qa] [n - qa] 


2m 


+ QV}\S) 


4 |S > 


OU 


[n - QA] 

2m 


+ QV MS) 




que e a equagao de Schrodinger 20.210. Portanto, ao ser submetido a uma 
transformagao de calibre 20.198, 


A* — A + VA 


o estado do sistema e alterado para 


S') = 0\S) — exp 



Em termos de fungoes de onda, a relagao fica 


^(r, t ) = exp 



( 20 . 212 ) 


sendo que ^(r, t ) represent a o estado |5), em que o potencial vetor vale A e 
^'(r, t ) indica o estado IS'), associado ao potencial vetor A 1 . Essa expressao 
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sera particularmente util quando discutirmos a quantizagao da carga eletrica 
na segao 21.5. 


20.9 Potenciais de Polarizagao 

Para encerrarmos a discussao a respeito de como a introdugao de po¬ 
tenciais apropriados pode facilitar a obtengao dos campos eletromagneticos, 
devemos comentar brevemente a existencia de outros potenciais alem dos po¬ 
tenciais usuais V e I. Dentre esses outros potenciais, os mais importantes 
sao os potenciais de polarizagao , ou vetores de Hertz , que foram introduzidos 
por Hertz (1889) e Righi (1901). Esses potenciais sao uteis quando existem 
densidades macroscopicas de polarizagao eletrica V e xt e magnetica Al ex t ex- 
ternas conhecidas e as densidades de carga e corrente sao nulas. Nesse caso, 
o meio e caracterizado por uma permissividade eletrica e e uma permeabili- 
dade magnetica p. Se as densidades de polarizagao externas fossem nulas, os 
campos seriam dados pelas relagoes 10.9 e 17.11, 

V = e£ B = pH 

Entretanto, as densidades de polarizagao externas produzem campos que de- 
vem ser adicionados aos campos acima, que sao produzidos pelo proprio ma¬ 
terial, para dar 


T> — e£ + H ext 


(20.213) 




pH “I - PO-Mext 


(20.214) 


Esses campos seguem as equagoes de Maxwell 19.20, que devem ser escritas 
considerando-se p = 0 e J = 0, ou seja, 


V • "D = 0 
V-B = 0 


V y.£ = 

V xH = 



dt 

dV 

dt 


(20.215a) 

(20.215b) 

(20.215c) 


(20.215d) 
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Os campos sao dados pel as relagoes 20.2, 

B = Vxi 


e 20.3, 



Assim, podemos obter equagoes do tipo das equagoes de onda se considerar- 
mos algumas manipulagoes nas equagoes de Maxwell. Iniciamos tomando o 
rotacional de ou seja, 


VxB = Vx(Vxi) 

Considerando que B e dado por 20.214 e que a identidade 1.58c estabelece 
que 

VxVxA = V(V -A)- V 2 A 

achamos 

V x {/-iH, + ^o-^ext) = V(V • -4.) — V 2 A 

ou 

jiSJ x T~i + fiQ V x A^ext = V(V • A ) — 

Utilizamos agora a equagao de Maxwell 20.215d, e assim obtemos 

BID - -> 

+ A*oV x A4 ex t = V(V • A ) - V 2 A (20.216) 

at 

Calculamos agora a derivada temporal de 20.213, que fica 

dV = d£ dV ext 

dt 6 dt dt 

ou, utilizando 20.3, 

8V _ d_ 
dt 6 dt 
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ou ainda, 


dV 

dt 


5VV 

dt 


d 2 A dVext 


dt 2 


dt 


que, substitui'do em 20.216, fornece 


M 


dVV 

dt 


d 2 A dVext 

e-^r^r + - 


dt 2 


dt 


+ /ioV x A^ext — V(V • *4) — 


ou, trocando a ordem do operador V com a derivada temporal, 


/xeV 


dV 

dt 


V(V-A) + V 2 A-ne 


d 2 A 

dt 2 


OP ext #1 x~7 KA 

M oT MOV ^ Ad ext 


ou ainda, 


V 


dV „ 7 

U£-^-h V • Ml 

dt 


“I - ¥^Ml — 


d^A 

dt 2 


d"P t 

^"dT “ MoV * A ' lext 


Utilizando a condicao de Lorentz 20.27 escrita para meios quaisquer, 


V ' A + /j,e 


dV 

~dt 


0 


(20.217) 


achamos 


ue^ " V 2 i = + MoV x Ad ext 


dt 2 


dt 


A equagao para ¥ e obtida tomando-se o divergente de 20.3, 


(20.218) 


V • £ = V • 


VV 


dMl 

dt 


ou 


V-£ 


V 2 v- V 


dMt 

dt 


ou ainda, 


V-£ 


V 2 V 


_d 

dt 


[v-Ml 
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Calculando o divergente de 20.213, achamos 

V • V = eV • £ + V • Pext 

Pela equa§ao de Maxwell 20.215a, a expressao acima torna-se 

0 = eV • S + V • “Pext 


ou 


V-£ = 


V • V ext 

6 


e assim, 


V • Vex t 9 d r r , 
- e -- = - V 2 V - — V • A 

e at 1 J 

Pela condigao de Lorentz 20.217, temos 




dV 

~di 


e entao, 


ou 


V - 'Pext 

e 


-V 2 V- 



dV 

dt 


V • Text 
€ 


—V 2 V + fie 


d 2 V 
dt 2 


OU 


~ v2y = ~ V V ~ (20.219) 

at 1 e 

que e a equagao de onda para o potencial escalar. Reunindo as duas equagoes. 
temos 
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d 2 A 

-v 2 a 

/ie dt 2 

d 2 V 

- V 2 V 



+ /io V X Mex t 


V • Text 



(20.220a) 

(20.220b) 


que estao sujeitas a condigao de Lorentz 20.217. Podemos agora introduzir 
os potenciais vetoriais de polarizagao 0 e e 0 m por meio de uma comparagao 
com o lado direito das equagdes acima, ou seja, 


X = + /^oV x 0 m (20.221a) 

at 

v = - v '^ e (20.221b) 

e 

Com os potenciais definidos dessa maneira, a condigao de Lorentz 20.217 e 
automaticamente satisfeita, como vemos em seguida. Vamos calcular o diver- 

gente de A dado por 20.221a, isto e, 


V- X= V- 



+ poV x ip m 


ou 


V • A — /j,V • 



+ uqV • V x ip 


m 


A identidade 1.58a estabelece que 


V • V x A = 0 

para qualquer campo vetorial A. Alem disso, podemos trocar a ordem em que 
a derivada temporal e as derivadas espaciais sao feitas, resultando em 


V • X = 



Agora, utilizando 20.221b, calculamos o fator 



( 20 . 222 ) 
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OU 


tie 


dV 

dt 




av-y. 

dt 


Em seguida, somando as equagoes 20.222 e 20.223, achamos 


(20.223) 


V • A + fie 


dV 

dt 




av • q3 

dt 




<9v-*p 

dt 


ou 


- dV 

V • -4 + jie— = 0 

que e a condigao de Lorentz 20.217. Podemos agora determinar as equagoes 
que y e e y m devem satisfazer se substituirmos as expressoes 20.221 em 20.220. 
Iniciamos com a equagao 20.221a em 20.220a, ou seja, 


d 


fie- 


dt 2 


ft 


ay 

dt 


+ wV x y 


m 


OU 


2 9 3 0e , „..a 2 0 m 


fi e 


dt 3 


+ ftofteV x 


dt 2 


que pode ser reescrito como 


V 


ft 


ay 

at 


+ /^o v xy 


m 




av 2 0 

dt 


dVext 

11-^ + /i 0 V X At ext 


fi 0 V 2 (V x 0 m ) 


aPext 

ft ~q^ ft ^ -^ext 


ft 


d_ 

dt 


fie 


dt 2 


V 2 0 




ext 


+ fto^ X 


/i€ 


a 2 0 


m 


dt 2 




ext 


A i oV 2 (V x 0 m ) - 0 (20.224) 


O ultimo termo pode ser reescrito se considerarmos a identidade 1.58c, 


VxVx4 = V(V • A) - V 2 A 
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Assim, temos 


V 2 v 4 - V(V -i)-VxVxA 


(20.225) 


de modo que 


V 2 (V X 0 m ) = V[V • (V x $ m )] - V x V X (V X 0 m ) 


e, por 1.58a, 


V • V x A = 0 


Portanto, 


V 2 (Vx0 m ) 


V x V x (V x 0 m ) 


Utilizando novamente 1.58c, obtemos 


V 2 (Vx0 m ) 


V x (V(V • 0 m ) + V x (V 2 0 m ) 


e, de acordo com 1.58b, 


V x V<3> = 0 


o que nos fornece 


V 2 (V x 0 m ) = Vx(V 2 0 m ) 


(20.226) 


Assim, retornando a 20.224, achamos 




d 

dt 


lie 


<9 2 qi 

dt 2 


v 2 03 


V, 


ext 


+ /XqV X 


fie 


a 2 0 


m 


dt 2 


M 


ext 


/x 0 V x (V 2 0 m ) = 0 


ou 


/* 


d_ 

dt 


fie 


d 2 % 

dt 2 


V 2 <C 


P, 


ext 


+ /i qV X 


fit 


d 2 0 


m 


dt 2 


v 2 <p 


m 


M 


ext 


o 


ou ainda, 
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d 

dt 


V 2 0 e - + V, 


dt 2 


ext 


+ //qV X 


v 2 «p 


771 


l^e 


a 2 0 


m 


dt 2 


+ .Ad 


ext 


0 (20.227) 


A segunda equaqao para os vetores de Hertz e determinada mediante as ex- 
pressoes 20.221b e 20.220b, isto e, 


ae 


d 2 

dt 2 


V 


V 


V • 


V ’ P ext 


OU 


ueV 


a 2 0 


+ V 2 (V • «Pe) + v • Pext = 0 


ou ainda, 


V • 


P ext /-^ 


5 2 <p. 


+ V 2 (V • 0 e ) = 0 


O ultimo termo pode ser escrito na forma 


V 2 (V*0 e ) = V- [V(V-0e)] 

Agora, a identidade 1.58c pode ser reescrita como 


V(V • A) = VxVxl+V 2 l 


de mo do que 


(20.228) 


V(V • 0 e ) = V x V x 0 e + V 2 0 


e, tomando seu divergente, 


V • [V(V • 0e)] = V • [V X V X 0 e ] + v . (V 2 0e) 


OU 


V 2 (V . 0 C )1 = V • (V 2 0 e ) 
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de modo que 20.228 flea 


V 


P ext 


d 2 0 

dt 2 


+ V • (V 2 $ e ) = 0 


ou 


V 


v 2 «p 


jie 


d 2 ty 
dt 2 


+ Pext 


0 


Comparando a cquagao acima com a identidade 1.58a, 


V • V x A = 0 


vemos que o termo entre colchetes deve ser igual ao rotacional 
fungao vetorial, que pode ser escrita na forma ou seja, 


V 2 <6 e - + 'Pevt = V x ^ 


dt 2 




OU 


Y72m ^ 

V Ve ~ ^~Q t 2" 




V X V 3 - P ext 


Utilizando 20.230 na equagao 20.227, ficamos com 




d 

dt 


V x 


+ /x 0 V x 


v 2 qi 


m 


9 2 <p m - 


ext 


OU 


av xqj „ 

P0 oT-1“ 1*0 V X 


V 2 <p 


m 


5 f*™ ^ o 


ext 


o 


ou ainda 




„ aoj „ 

Ak)V x -q— + /xqV x 


_o 

v 2 <p m 


a 2 0 m a. KA 

-b A4 


<9i 2 


ext 


o 


(20.229) 


de alguma 


(20.230) 


(20.231) 


0 


que fica 
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Comparando a equagao acima com a identidade 1.58b, 


V x V<3> = 0 


vemos que o termo entre colchetes pode ser escrito como o gradiente de alguma 
fungao escalar apropriada, que chamaremos de Assim, temos 



ou 


= (20.232) 

Assim, achamos duas equagoes de onda para os vetores de Hertz, dadas pelas 
expressoes 20.231 e 20.232, que envolvem campos 2J e 3 arbitrarios. Atraves 
de uma transformagao de calibre dos vetores de Hertz e *p m e possivel 
demonstrar que podemos considerar QJ = 0 e 3 = 0 sem perda de generalidade. 
Para tanto, considere a transformagao de calibre 

0' e = 0e + n 0 V x © - Vg (20.233a) 

<90 

y' m = y m - ^ (20.233b) 


onde 0eg sao fungSes bem comportadas da posigao e do tempo. Vamos agora 
utilizar essa transformagao de calibre nas equagoes de onda 20.231 e 20.232 
Precisamos primeiro inverter as relagoes acima, que ficam 



(20.234) 

(20.235) 


Utilizando 20.234 em 20.231, obtemos 


V 2 [^Pe + X 0 — Vfl] — [/Pe + ^oV X 0 — Vfl] — 

-VX<0-Pext 
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que fica 


V 2 01 + / u 0 V 2 (V x 0) - V 2 (V 0 ) 


9 2 0' 


\ v VJ 

a 2 (vx0) a 2 vg 

M0Me -^- + ^~W 


MO 

M 


V x 93 - P, 


ext 


OU 


V 2 0i 


fie 


9 2 0' 

dt 2 


+ MoV x (V 2 ®) — MoM e V x 


a 2 0 


V(V 2 g) + AteV^I - —V x 9} 


5t 2 




onde fizemos uso de 20.226 e tambem de 20.225, 


o 


V 2 (Vg) = V[V • (Vg)] - V x V x (Vg) 


OU 


V 2 (Vg) = V(V 2 g) 


Reunindo os termos em 20.236, achamos 


V, 


ext 


(20.236) 


V 2 0' - ne 


9 2 0' 

dt 2 


+ MoV x 


V 2 ® 


a 2 ® *5 


v 


V 2 g 


fie 


52g 

at 2 


Agora, aplicamos 20.235 em 20.232, 


V 


0m + M 


OU 


V 2 0(n + //V 


5® 

9 2 r - 

p , 901 

at _ 

“ " £ 

+ M dt _ 

2 9® 

03 

to 

i3i 

2 9 3 ® 

dt 

_Me dt 2 

_ ^ e at 3 


Pext (20.237) 


V - A^ext 


dt 


dt 


„ 53 527 A -} 

V —-b “7T“ = “A^ext 


5t 


5t 


ou ainda, 
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™ _„ e ^Sk + 3 

m r^ c oiO ' r* 


V 2 0( 


dt* 


dt 


a 2 e , ® V3 

v ® “ + J ~ T 


■Mex t (20.238) 


Da expressao acima, vemos que, se 0 satisfizer a equacao de onda 


-22 S 2 0 ^ V3 n 

V 0 — fj,a _ „—I--— 0 

/i fl 


ou 



a equagao 20.238 reduz-se a 



(20.239) 


(20.240) 


que e uma equagao de onda independente de 0 ou g. Alem disso, a expres¬ 
sao 20.237 fica 


’—t 

*P ext 


(20.241) 


V 2 0' - = 'P ext (20.242) 

T7 - 

1 # / « 

que tambem e uma equagao de onda que independe de 0 ou g. E possfvel mos- 
trar tambem que a transformagao de calibre 20.233 e equivalente a uma trails^ 
formagao de calibre feita nos potenciais A e V dados pelas equagoes 20,221, d 
que sera deixado como exercicio (veja o exercicio 20.10). Devemos agora obtei 
os campos £ e B a partir de 20.221 e das relagoes 20.2, 


o 


v 2 & 


fie 


d 2 % 

dt 2 


+ fi 0 V x 


V3 

L v J 


V 




V 2 g - 


<9i 2 


Se g satisfizer a equagao de onda 


v 2 e - /u W = 0 


ficamos com 
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B = VxA 


e 20.3, 



dA 

dt 


Iniciamos com o campo eletrico, determinando 


VV = V 



ou 



V(V-ffe) 

€ 


Em seguida, calculamos 


ou 


ou entao, 


dA _ 

d 

' 

dt 

dt 

dt 

L 

dA _ 


dt 

•" 3(2 H 

dA 


'dt 

= M‘ 

dt 2 


+ Mo^ 7 * ^3 


m 


+ Mo 


d(V x 0 m ) 

dt 


+ Mo ^ 




m 


dt 


de modo que o campo eletrico fica 


£ 


V(V • 0 e ) 




d 2 0 

dt? 


/x oV x 


d \p 


m 


dt 


—* 

Para o campo magnetico, precisamos do rotacional de A, ou seja, 


B= Vx 


dt 


m 


OU 


(20.243) 



186 


20. CAMPOS BLETROMAGNETICOS, III: POTENCIAIS, CAMPOS E TRANSFORMAQOES DE CALIBRE 


_ <993 

B = x -p + ijlq V x V x ^3 m (20.244) 

at 

As expressoes 20.243 e 20.244 fornecem os campos eletrico e magnetico em 
termos dos vetores de Hertz, os quais, por sua vez, sao obtidos por meio 
das equagoes de onda 20.240 e 20.242. Tais potenciais podem ser utilizados 
no estudo da emissao de radiagao por multipolos eletricos e magneticos, mas 
aqui vamos preferir empregar os potenciais usuais Y e A alem dos campos £ 
e B. 


Com os vetores de Hertz encerramos por ora o estudo dos potenciais 
retardados. Voltaremos a utiliza-los quando tratarmos da emissao de radiagao 
eletromagnetica no capitulo 24. Antes disso, porem, precisamos estudar algu- 
mas leis de conservagao import antes envoi vendo os campos eletromagneticos. 


20.10 Exercicios 

20.1 Obtenha o potencial vetor magnetico 20.108, 



/ip Qv(t r ) 

4 KR-R-P 


atraves da suposigao de uma densidade de corrente J dada por uma 
fungao delta de Dirac temporal, como em 20,115, 


J(rQ(t)>tr) = QS(t — t r )v(t r ) 

20.2 O fio mostrado na figura 20.6 e percorrido por uma corrente i (t) = kt . 

Calcule o potencial vetor magnetico retardado A na origem dos eixos 

coordenados. Determine tambem o campo eletrico na mesma posigao. 
/ —* 

E possivel calcular B a partir dessa expressao para A? 
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Figura 20.6: Fio para o exercfcio 20.2. 

20.3 Uma particula de carga Q move-se descrevendo uma trajetoria hi- 

perbolica dada por 

rq(t ) = \/b 2 + c 2 t 2 i, -“OO < t < oo 

Existem pontos (x, t ) no espago onde a particula nao pode ser vista? 
Quando ela e vista pela primeira vez? Determine os potenciais de 
Lienard-Wiechert para essa particula, supondo que r esteja no eixo 
x a direita da particula. 

20.4 Demonstre que o campo eletrico 20.118, 



e equivalente ao campo eletrico de Feynman 20.120, 



R? + c dt R? c 2 dt 2 _ R _ 


Em seguida, mostre que o campo magnetico 20.119, 
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B(r,t) = QtO-f -HjjA- + — - ^ — 1 

4n [ [R-R-I3]B? dt [ [r _ R J 

pode ser transformado no campo magnetico de Heaviside 20.121, 

B(r,t ) = - v * ^ — + 1—[ 1 \ 

4ir \ [R - R ■ f3] 2 R? Rdt[R-R.f3\j 

lembrando que todas as grandezas do lado direito das equagoes acima 
sao calculadas no tempo retardado t r . (Para referencias, consulte R. 
P. Feynman, The Feynman Lectures in Physics , v. 1, cap. 28, e v. 2, 
cap. 21, alem de O. Heaviside, Electromagnetic Theory , v. 3.) 

20.5 Uma partfcula de carga Q esta em movimento circular uniforme num 

cfrculo de raio a com velocidade angular u. A orbit a esta no piano xy 

e em t — 0 a partfcula esta na posigao (a, 0). Determine os potenciais 
e campos de Lienard-Wiechert no eixo z. 


20.6 Mostre que, utilizando fungoes delta de Dirac temporais apropriadas 

para as densidades de carga e correntes, e possfvel obter as equa¬ 
goes 20.118 e 20.119 partindo de 20.116, 



e 20.117, 




v 
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20.7 Demonstre a equagao 20.147, 

V x VQ(t r ) = —v x Vt r 

20.8 Um dipolo eletrico tem um momento de dipolo eletrico p de diregao 

fixa no espago. O dipolo esta localizado em v^it) e tem uma velocidade 
v — ^ nao-relativfstica. 

a) Mostre que as densidades de carga e corrente para o dipolo 
eletrico podem ser escritas como 

p(r,t) = -{p- V)5{f-f d {t)) 




b) Ache os potenciais retardados para esse dipolo. Em particular, 
mostre que 



Mo 

Air 


(p X v ) X r p(f • v) + v(f - p) 


2 r 3 


2 r 3 


c) Mostre que o dipolo eletrico em movimento da origem a um 
campo magnetico associado a um dipolo magnetico de momento 
magnetico 


p x v 


alem de um campo eletrico associado a um quadrupolo eletrico 
de momento de quadrupolo de componentes 


Qi,j = 3( x diPj + XdjPi ) - 2 (fd • p)8ij 


Note que ha .momentos de multipolo de ordem mais alta, mas 
eles nao nos interessam no momento. 

d) Ache o campo eletrico quase-estatico, isto e, tome o limite em 
que v —► 0. 
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20.9 

20.10 


e) Mostre que o campo magnetico e dado por 


B(r, t) 


fi 0 3r(f • p) -p 

V x --- 


47r 


r 


Demonstre a expressao 20.197 para a forma quantica da forga de 
Lorentz. 


Mostre que a transformagao de calibre 20.233, 



= 0 e + yUoV X 0 — 




e equivalente a uma transformagao de calibre feita diretamente nos 
potenciais V e A dados por 20.221, 



+ /ioV x 



v.qje 


6 


e determine a fungao A em 20.8, 


A' 

V' 


A + VA 


V 


dA 

dt 


Capitulo 21 


Campos Eletromagneticos, 
IV: Leis de Conservacao 


Neste capitulo vamos estabelecer algumas leis de conservagao asso- 
ciadas com grandezas fisicas de grande importancia, como energia e momen- 
tos linear e angular. Tais leis de conservagao serao necessarias nos proximos 
capitulos, e a partir delas algumas situagoes de aparente incoerencia fisica 
serao resolvidas, como a questao da validade da terceira lei de Newton. Va¬ 
mos iniciar com a lei de conservagao da carga. 


21.1 Lei de Conservagao da Carga Eletrica 

A lei de conservagao da carga eletrica e a primeira e a mais simples das 
leis de conservagao que podem ser obtidas a partir das equagoes de Maxwell. 
Sendo assim, partindo da hipotese de que o Eletromagnetismo classico (e mes- 
mo no dominio relativistico) e descrito corretamente pelas leis de Maxwell 20.1 
ou } de um ponto de vista macroscopico, por 19.20, aqui repetidas, 




V • V = p 

v-s = o 



VxH = 



(21.1a) 

(21.1b) 

(21.1c) 

(21.Id) 
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a lei de conservagao da carga e facilmente derivada considerando-se as equa- 
goes 21.1a e 21.Id, Assim, ela torna-se uma conseqiiencia da formulagao 
teorica vista ate o momento. Ela e, porem, mais do que isso. A conservagao 
da carga eletrica e uma questao bastante investigada experimentalmente e 
ate o momento nao ha indicios experimentais de que a carga eletrica nao seja 
conservada mesmo em processos que envoivem alt as velocidades. E interes- 
sante notar que a conservagao e valida globalmente, ou seja, a carga eletrica 
total do universo nao se altera, mas tambem e valida localmente, isto e, se 
num dado volume V ha uma certa quantidade de cargas, qualquer variagao 
nessa quantidade de cargas deve ser observada como uma quantidade igual 
de cargas que passou para dentro ou para fora do volume V 1 . 

Para demonstrar a lei de conservagao da carga a partir das equagoes de 
Maxwell, iniciamos lembrando que a carga contida num volume V e dada por 


Q(t)= / p(r',t)dV 

Jv 

Derivando a carga com relagao ao tempo, temos 

ou, aplicando a derivada temporal dentro da integral, o que a transforma 
numa derivada parcial, 



A corrente eletrica que atravessa a superficie fechada S de um volume V (para 
fora de V) e dada por 12.19, 


i = (j) J • h dA 

Pela conservagao da carga, a essa corrente corresponde uma diminuigao da 
carga dentro de V, dada por 


1 Algo como: nao bast a que voce, para entrar numa casa, simplesmente suma da frente da 
porta e reapare^a na sala da casa. E preciso que voce abra a porta e passe por ela. 
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dQ 

dt 


de modo que 


dQ 

dt 


b J. ndA 

S 


e entao, utilizando 21.2, 


ou 



b J • n dA 
s 



b J • n dA 

S 


Agora utilizamos o teorema do divergente 1.54, 


f V-AdV = 
v 


A-iidS 



para transformar o lado direito da equagao acima em 

[ ^f-dV = - [ V-JdV 

Jv dt Jv 

ou 



dp 

dt 


+ V • J 


dV = 0 


que, sendo valida para qualquer volume arbitrario V, reduz-se a 


dp 

dt 


+ V- J = 0 


que e a equagao de continuidade 12.21, forma matematica da lei de conser- 
vagao da carga. Podemos passar agora a lei de conservagao de energia no 

Elet romagnet ismo. 
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21.2 Lei de Conservagao da Energia 

Para estabelecer a lei de conservagao de energia para um sistema for- 
mado por cargas e correntes que produzem campos £ e £?, precisamos saber 
a variagao de energia que ocorre no sistema quando as cargas e correntes se 
movem durante um tempo infinitesimal dt sob a agao desses campos, ou seja, 
precisamos determinar o trabalho dW realizado pelas forgas que agem sobre 
as cargas e correntes durante dt . Considerando uma carga pontual Q que se 
move com uma velocidade u, a forga que age sobre ela causada pelos campos 
£ e B e dada pela forga de Lorentz 15.25, 

F — Q£ H” Qv x B 


O trabalho realizado por essa forga durante um deslocamento dt — vdt k dado 
por 


dW = F • dt = {Q£ + Qv x B) • dt 


ou 


dW = (Q£ + QvxB)* vdt 

ou ainda, lembrando que v x B e perpendicular a v ) 


dW = Q£ • vdt 


de modo que a taxa de realizagao do trabalho, ou a potencia dissipada, fica 



Se, ao inves de uma unica carga Q , tivermos, num volume V 7 uma distribuigao 
de cargas com uma densidade p e uma distribuigao de correntes com densidade 
J = py^ a potencia dissipada pelo sistema durante o movimento no tempo dt 
sera 


P= / J-£dV (21.3) 

Jv 

Essa potencia dissipada e a que aparece, por exemplo, nos resistores, como 
efeito Joule. O termo J * £ representa a potencia dissipada por unidade de 
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volume (uma especie de densidade volumetrica de potencia). Ele pode ser 
reescrito se utilizarmos a lei de Ampere-Maxwell 21.Id para eliminar J, isto 

e, 



ou 


J = V x H- 



J-£ = £- 


VxH 


8V 

dt 



£ -(V xH) - £ • 


dV 

dt 



Da identidade 1.58g, 


V-(AxB) = (VxI)-B-(VxB)-A 

temos 

V ■(£x'H) = (Vx£)-H-(VxH)-£ 
ou 

£. (V xH) = (V xS) • 7?- V • {£xH) 


Utilizando agora a lei de Faraday 21.1c, achamos 


£• (VxH) 


dB 

dt 


H -V • {£ xH) 


o que faz com que 21.4 torne-se 


J-£ 


dB - dV 

■H-V -(£xH)-£ • 


dt 


dt 



Agora, temos que 


V = e£ 


B — fiH 
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Se o meio for linear e, alem disso, nao existirem perdas por meio de algum 
tipo de dissipagao nao-ohmica ou por dispersao, is to e, se e e fi nao dependem 
dos campos eletricos ou magneticos, nem da eventual freqiiencia de oscilagao 
desses campos, podemos escrever 


ou 


ou ainda, 


ou entao, 


d_ 

dt 


{S-V) 


~ dV d£ _ 
£ • ~—I—— * T) 


dt 


dt 


9 (p ? dV d£ - 

{£ • V) = £ • — + — • (e£) 


dt 


dt 


dt 


d 

dt 


(£.V) 


v 



£.™ + E. a ^ 


dt 


dt 


d (£.V) = 2£. dV 


dt 


dt 


de modo que 


£ • 


dV 

~dt 




Analogamente, para o campo magnetico temos 


( 21 . 6 ) 


d_ 

dt 


(B-H) 




dt 


dt 


ou 


d 

dt 


{B-H) 


dB ^ . -- dH 

-H+(nH) • 


dt 


dt 


ou ainda, 
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e entao, 


de forma que 


B 



d 

dt 


(B-H) 


dB 

dt 


n + n 


8{iM) 

at 




dB 

at 




Reunindo 21.6 e 21.7 em 21.5, ficamos com 



OU 


J-£ 


a_ 

at 


]-(£ • V + B • ii) 


v-(£xn) 


( 21 . 8 ) 


Os tres termos na equagao acima tern dimensoes de energia por unidade de 
volume por unidade de tempo. Podemos comparar o primeiro termo do lado 
direito com as expressoes 10.53 e 18.58, 

u = • V u = -B * TL 

Zj Zj 


que expressam as densidades volumetricas de energia eletrica e magnetica 
armazenada nos campos, respectivamente. Assim, esse termo representa a 
derivada temporal da densidade volumetrica total de energia eletromagnetica 
armazenada nos campos, ou seja, 


u e i =^(£-V + B-H) (21.9) 

0 segundo termo envolve o divergente do vetor £ x H, Esse vetor e muito 
importante na analise do transporte de energia pelos campos, e ele tern um 
nome especial. Ele e chamado de vetor de Poynting 5, em homenagem a J. 
H. Poynting, que foi o primeiro a investigar suas propriedades, de modo que 



198 


21. CA MPOS ELETROMA GNETICOS, IV: LEIS DE CONSERVA QA O 


S = £xH 


( 21 . 10 ) 


Assim, com o uso de 21.9 e 21.10, a expressao 21.8 fica 


J-£ 


<9u e i 

dt 


V-<S 


( 21 . 11 ) 


ou 


5uel 

dt 


+ V -«S 


J-£ 


Voltando a equagao 21.3 e empregando 21.11, ficamos com 


( 21 . 12 ) 


P 


J • £ dV 


v 


V L 


duel 

dt 


V • S 


dV 


ou 


P=—f / Uei dV - I V • S dV 

dt Jy Jy 

ou ainda, utilizando o teorema do divergente 1.54 para reescrever a ultima 
integral, temos 


P = — — ^ el — (f S - n d, A 

dt Js 

onde nos valemos do fato de que a energia eletromagnetica total armazenada 
nos campos e dada por 


Uel= / Uel dV (21.13) 

JV 

Como o trabalho dW realizado produz uma variagao igual na energia mecanica 
total (energia cinetica mais as energias potenciais) do sistema de cargas e 
correntes, temos dW = dU mec , e assim, 

p dW d U Inec 

dt dt 


Portanto, 
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^U m ec d U e i 

—r ' 


dt 


dt 


f -+ 

j) S • n dA 


ou 


d_ 

dt 


(U 


mec 


+ U e ]) 



S • ndA 


s 


Definindo agora a energia total U do sistema como sendo a soma das energias 
mecanica total e eletromagnetica total do sistema, 


U = U 


mec 


+ U e l 


(21.14) 


ficamos com 


+ <p S • n dA = 0 

dt Js 


(21.15) 


Podemos definir a densidade volumetrica total de energia como sendo a soma 
da densidade de energia eletromagnetica e da densidade de energia mecanica, 
ou seja, 


u — u e i + u mec 


(21.16) 


de mo do que 


U 


u dV 


v 


Com essa definigao, a expressao 21.15 torna-se 


d 

dt 


udV 


L Jv 



+ <p S • h dA = 0 
s 


(21.17) 


ou, utilizando o teorema do divergente 1.54 para reescrever o ultimo termo, 


v 


^-dV+ V-SdV = 0 
dt Jv 


ou ainda, 
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H - V • S 



Como o volume de integragao e qualquer, o integrando deve ser sempre nulo, 
e assim achamos 


o 

-^ + V-S = 0 (21.18) 

As equagoes 21.12, 21.15 e 21.18 expressam de formas diferentes o teorema de 
Poynting , o qual indica que a variagao temporal da energia total armazenada 
por um sistema mecanico-eletromagnetico contido num volume V surge como 
um fluxo de energia (dado pelo vetor de Poynting S ) atraves da superfi'cie 
S que delimita o sistema. Alem disso, elas indicam tambem que e possivel 
converter energia mecanica do sistema em eletromagnetica, e vice-versa, e se 
nao houver perdas atraves de S', o conteudo energetico total do sistema per- 
manece constante. Note que essas expressoes sao validas para meios lineares 
sem perdas nao-ohmicas e sem dispersao (e e /x independentes da freqiiencia 
angular u> de oscilagao dos campos eletromagneticos). Elas sao validas mes- 
mo para meios anisotropicos, nos quais e e /x sao, na verdade, tensores, e as 
relagoes constitutivas entre £ e V e B e H sao dadas por 

V = *e£ (21.19) 



onde e sao tensores de ordem 2, representados pelas matrizes 





€11 

Cl2 

613 

t—1 

CN 

622 

623 

L e 31 

632 

633. 

^11 

/i 12 

/i 13 

/i 21 

/i 22 

/i 23 

M 31 

A i 32 

/i33 


A equagao 21.19 pode ser reescrita como 



21.2. LEI DE CONSERVA QAO DA ENERGIA 


201 



3 





i =1 j =1 


onde e* indica os versores das diregdes x (i = 1), y (i = 2) e z (i = 1). A 
componente i do deslocamento eletrico fica, entao, 



O produto escalar entre £ e V pode ser expresso por 


( 21 . 20 ) 



ou 



ou ainda, 


£-V 



f ' ‘ P ‘ P ' 


1 j =1 


A derivada temporal dessa expressao, considerando que e nao depende de t, 

/ 

e 



3 3 

(£ • V) 

i =1 j=l 





3 3 

e ij£i 

i=l j =1 


dt 


A primeira somatoria envolve termos do tipo 


3 3 



d£i p dS\ _ 3£ 2 


• • 


u 


i=l .7—1 




<9t 


<9i 




dt 


Levando em conta o fato de que e eum tensor simetrico, de modo que 
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podemos reescrever a somatoria acima como 




d£ le , 

-grS2 + e 3 i 



ou, de uma forma condensada, 



2 = 1 j = 1 




2=1 j= 1 


de modo que achamos 


dt 


ou 



2 = 1 j = 1 




i =1 3=1 





2=1 j = l 


que pode ser reescrita como 


Mi 

dt 


1 d 

2 dt 




ou 


1 d 

2 dt 




Lembrando a expressao 21.20, 



temos 
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1 d 

2 at 



ou 


1 d 

2 dt 



que e a relagao 21.6, que ainda permanece valida mesmo quando o material e 
anisotropico. O mesmo acontece com a relagao 21.7, e a prova e deixada como 
exercicio (veja o exercicio 21.1). Tais relagoes foram utilizadas para obter a 
equagao 21.8, da qual derivam as varias formas do teorema de Poynting. A 
situagao muda, entretanto, quando o meio apresenta perdas nao-ohmicas ou e 
dispersivo (sendo ainda linear), isto e, quando e e yu dependem da freqiiencia 
de oscilagao dos campos eletricos e magneticos. Nesse caso, e interessante 

introduzir uma analise de Fourier dos campos, na forma 



POO 

1 £(r, oj)e~ iLjt 

— OO 




poo ^ 

V{r ) uj)e~ lu)t duo 

—OO 


(21.21a) 

(21.21b) 



H (r i t) = 



— OO 

poo ^ 

— OO 


Note que, nas expressoes acima, os campos como fun$ao de r e t sao reais, ao 
passo que, como fungao de r e uj, eles podem ser complexes. Como o meio e 
linear, temos que £>(r, u>) = e(u;)f(r, uj ) e B{r, uj ) ~ /i(o;)??(r, u;), onde e(cj) e 
podem ser complexos e dependem da freqiiencia dos campos. Os campos 
em fungao de r e t sao reais, de modo que, considerando o complexo conjugado 
do campo eletrico 21.21a, temos 

OO 

£(r, uj)e~ iu>t du 

-OO 


OU 
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poo _ 

£* (r, t)= £{r, u))e~ lujt doj 



( 21 . 22 ) 


onde levamos em conta, no ultimo passo, o fato de que £(r, t) e real. Agora, 
escrevemos a expressao 21.21a na forma 





que pode ser reescrita como 


ou 




—oo 


oo 





Comparando com 21.22, achamos 


£* (r, u) = £(r, —u) 

e, de forma similar, 

V *(r, uj) = P(r, —u) 



B* (r , lj) = B(r, -lj) = 7?(r, -w) 

As relagoes acima fazem com que, na relagao 

P(r, lj) — e(uj)£{f^uj) 

a permissividade eletrica siga a condigao e{~uj) = e*(o;), como se ve quando 
tomamos o complexo conjugado da equagao acima, 


l3*(r, a;) = e*(u;)£*(r, a;) 
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Utilizando as relagoes entre os complexos conjugados dos campos, temos 


P(r, —to) = e*(u/)£(r, —to) 

Mas, 

P(f, —cj) = e(—— cj) 

de mo do que 

€*(w) = C(-W) 

e, de forma identica, 




0 fato d eee/i dependerem da freqiiencia de oscilagao dos campos, ou seja, a 
condigao de o meio ser dispersivo, faz com que haja modificagoes no teorema 
de Poynting. Por exemplo, a relagao 21.6, 



deixa de ser valida nessa forma simples. Vamos considerar a derivada temporal 
da expressao 21.21b, 


ou 



rOQ 

1 V (r, u) e~ iu)t du 

— OO 



poo 

' —iu)T)(r ) uj)e~ lut du 

— OO 


Tomando o complexo conjugado de 21.21a, obtemos 




/ 


e efetuando o produto escalar com a expressao acima para a derivada de P, 
temos 
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£ • 


dV 

dt 


oo roo 


£*(u')e 


iuj't 


lujt du duo 1 


—oo J —oo 


OU 


£• 


dV 

dt 


oo roo 


£*{u') • [— iujt(ui)]£(u))e 1 ^^dudui' 


(21.23) 


—oo J —OO 


Agora, substituimos c o por —to\ e vice-versa, nas expressoes acima, de modo 
que achamos 


OO 


£ (f, t) 


£*{t, d{-u>) 


— OO 


OU 


oo 


£ (r, t ) 


£*(r, —u)e 


—iujt 


du 


—OO 


d_ 

dt 


OO 


V(f, t) 


i(—a/)P(f*, —u/)e ^ u>') 


—OO 


OU 


dt 


OO 


P(f, i) 


iu/e(— ui')£(r, —uj')e 


iuf't 


du' 


— OO 


de modo que 


£ • 


dV 

~dt 


oo roo 


£*{—u)e~ iujt • 


— OO o' —OO 


ou, utilizando 


£* (r, uj) = £(r, —a;) 


e*(u>) = e(— cj) 


£• 


<9p 


oo roo 


£(u) • [iu f e*(u , )]£*(u f )e 1 ^ UJ ^ t dudu / 


—oo J —oo 


obtemos 
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Somando essa equagao com a expressao 21.23, achamos 


2£- 


dV 

~dt 


oo roo 


£*(u> 1 ) • [— iue(u))]£(uj)e 1 ^ UJ ^ t duduj / 


—oo J — oo 


oo roo 

—oo J — oo 


OU 


£ • 


5P 

dt 


1 

2 


OO £00 


[— iu)e{uj) + iu/e*(u/)]£’* £{uj)e w ^ du)du) f 


—oo J —oo 


Supondo que as freqiiencias se distribuam num intervalo estreito em torno de 
j, podemos expandir em serie de Taylor o fator iu>'e*(ui 1 ), ou seja, 


d 


iui t*(u )) = icue*(tjj) + i(u/ — u/e*(u/) 

CLUJ 


+ 


i * t 




OU 


u/) — icue*(uj) — i(u — uJ [a;e*(cj)] + 

du L J 


it* 


de modo que o colchetes flea 


+ iu/e*(o/) 


iue(uj) + iu)e*{u>) — i(tj — u/)-^- [we*( uj) + 

CLUJ 


• * 


ou 


icoe(uj) + iuj f e*(uj f ) 


VjJ 


e(oj) — €*(cj)] — [o;€*(cj)] + 

duj 


* * 


ou ainda, como e(cj) — e*(u;) = 2zQ : [e(u;)], 

— icoe{uj) + iue*(uj l ) — 2u>G[e(u;)] — i(u — cu f )-j~ [u;e*(a;)l + 

duo 1 J 

e assim, achamos, em primeira ordem, 


* * 


£■ 


dV 

dt 


1 

2 


oo r oo 


|2o>Q?[e(u;)] — i(iv — ujl )'T~ [we*(w)] 


x £*(J) • dwdJ 


—OO J — OO 
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ou 



oo rco 

/ wG[e(w)]£*(w') • dw dw' 






(w)]£*(w') -£(w)e 


dw dJ 


ou ainda, 




e, finalmente, 


£- 


dV 

dt 


oo roo 


w 9 [e(w)] 5 *(w') • £(u>)e~ i <- u - u/)t duda' 


—oo J — OO 


+ 


d 1 


oo roo 


d 


dt I 2 J-oo dw 




we*(w)l£*(w') * dwdw' 


(21.24) 


De forma identica, e possivel obter uma expressao para o campo magnetico 
como sendo (veja o exercicio 21 . 2 ) 


n 


dB 


oo roo 


dt 


• Z 3 (a>)e -i(w-a/)t dw dw' 


oo J —oo 




d 1 


oo r co 


d 


dt 1 2 y_ DO y_ oc dw 


[w^HjB^w') • J B(w)e" i(u ' _tJ ' )t dwdw' 


(21.25) 


e assim, achamos 

dV - 

f • — + W • 


oo roo 


dt 


dt 


w 3 [e(w)]£*(w') * £ (w)e _i(u '" u ' ,)t dw dw' 


—OO —OO 


+ l:lr /°° I" Arw e *(w)l^(w') . £{u)e-^-^dudJ 


dt\ 2 j_ 


oo J — oo 




oo roo 

+ / / w 3 [/x(w)]£*(w') -tfHe-^-^dwdw' 


OO t/ —oo 


+ 


a i 


oo roo 


c£ 


di 2 


dw L 


w^(w)] 5 *(w') • B(w)e- i(a; - w ' )t duj dw' 


—oo •/ —oo 
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ou 



+ H- 

poo poo ( 

I / w{9[£M]f*(a/)'5(w) 

—oo J —oo '■ 



+ ^{u)]B*(u') -B{u 


d(JJ d J 



Note que, quando ee/i sao reais e independem da freqiiencia, ou seja, quando 
o meio e nao-dispersivo, a primeira integral do lado direito acima se anula 
e a segunda reduz-se a expressao 21.9 para a densidade de energia eletro- 
magnetica. Assim, essa integral representa uma densidade efetiva de energia, 
ao passo que a primeira esta relacionada com a dissipagao de energia por 
calor ou alguma outra forma de radiagao. A densidade efetiva de energia ele- 

tromagnetica fica 


1 

u el, ef X 





(21.26) 


e a expressao 21.5 fica 


J • £ 


V • S 


duel, ef 

dt 


oo r oo 


U)< Q 


[e(cu)]r(c 


— OO <J — oo 


+ 3[/j(u;)]£V) • g(vj))e- i ( u, - u ' )t dwdu)’ 



OU 


du e i, e f 

dt 


+ V -S + J-S 


oo roo 


UX 5 


[e(u;)]£ V) ’ 


+ ,)]#V) • B{ o;))e- i(w “ w,)t dw dJ 


' J 


—oo J —oo 
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O termo J • £ e a taxa de variagao da densidade de energia mecanica, de modo 
que podemos escrever 

d Ucl ' ef . v . S+ d Umec _ 

dt dt 



+ G[/i(c o)]B*(uj f ) • ^ w ^ 1 dw du 


ou, utilizando 21.16, 

q roc roo . 

_ + v.£= -y y w |9[ e ( w )]£V)* 

+ S[/x(cj)]jB*(u/) • B{ a;) ^ dtu dcv / (21.27) 

que expressa o teorema de Poynting para meios dispersivos com perdas nao- 
ohmicas. Vejamos agora alguns exemplos de aplicagao. 


Exemplo 21.1. O cabo coaxial muito longo da figura 21.1 transporta uma 
corrente i quando submetido a uma diferenga de potencial V. Determine a 
potencia transmitida pelo cabo . 



Figura 21.1: Um cabo coaxial para o calculo da 

potencia transmitida por ele. 


Para calcular a potencia transmitida pelo cabo, precisamos inicialmente 
deteminar o vetor de Poynting 21.10, 
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S = £xH 

que e o fluxo de energia por unidade de area e tempo. O campo eletrico entre 
os condutores e determinado por meio de 11.6 (veja o exemplo 11.3), 

^ A . 

2ire 0 p P 

ou, em termos da diferen^a de potencial V, dada por 11.7, 

v= * iR ?i 

27T£o 


temos 


£ 


V 


p In 


Ei 

Ri 


p 


O campo magnetico dentro do cabo coaxial e dado pela expressao 14.25, 


B = ^e 

2irp 


de modo que o campo 7i vale 


Ti 


Po 


27 xp 


0 


e o vetor de Poynting torna-se 


S 


V i - 

px-— 9 


p In 27 vp 


ou 


S 


Vi 


2irp 2 In ^ 


k 


A potencia que passa atraves de uma segao reta do cabo e dada por 


IP 


(S 5 r\ dA 


segao 


segao 
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A 

onde n se gao = k. Temos, portanto, 


ou 



R2 




k pdpdO 



r R2 dp 

Ri P 


ou ainda, 






o que significa que uma potencia P = Vi e transportada pelo cabo coaxial, 
fato esse ja esperado. Essa potencia e transportada pelo cabo ate os outros 
elementos de circuito aos quais ele esta ligado. 


21.3 Lei de Conservagao do Momento Linear 


Continuando com a obtengao das leis de conservagao relacionadas com 
os campos eletromagneticos, vamos voltar a discutir um problema interessante 
ja visto na segao 20.7 (pagina 133) que trata da forga de Lorentz entre duas 
cargas eletricas em movimento, dada pela expressao 20.137, 



qQ J (R- 

-RP)( 1- 

P 2 ) 

47Te 0 1 

[ 

R-R-p 

3 

+ fd q X 

~(P x R)(l — 

P 2 ) 


[R-R-p] 3 


+ 

+ 


RX [(R-R0) X f ] 

[R- R-/3] 3 


0xR)(R-Z) 

[R-R- 


+ 


-x R 

C 


[R-R-P] 2 


lembrando que a carga Q esta localizada na posigao rg(£) e que ela tern uma 

velocidade v = c/3 e uma aceleragao a = ca> enquanto a carga <?, que sofre 
a forga dada acima, esta localizada em r q (t) e tern velocidade v q = cj3 q . A 

distancia entre as cargas e dada por R(t r ) = \R(t r )\ = \vQ(t r ) — r q (t r )|. De 
acordo com a expressao acima, a forga produzida por Q sobre q nem sem- 
pre e igual e oposta a forga produzida por q sobre Q, numa clara violagao 
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da terceira lei de Newton! Um exemplo simples consiste em considerar duas 
cargas, Q\ e Q 25 estando ambas em movimento retilmeo uniforme com veloci- 
dades ortogonais entre si. Vamos supor que Q\ esta em movimento na diregao 
x positiva, enquanto Q% move-se na diregao y positiva. As cargas produzem 
campos eletricos que se orientam como na figura 20.4, isto e, eles sao radiais a 
partir da posigao atual das cargas. A forga eletrica produzida por Qi sobre Q 2 
esta na diregao da linha que une as cargas e tern mesmo modulo mas sentido 
oposto ao da forga produzida por Q 2 sobre Qi, em acordo, portanto, com a 
terceira lei de Newton. As cargas produzem tambem campos magneticos, co¬ 
mo mostra a figura 20.5, e esses campos circulam em pianos perpendiculares 
a diregao de movimento das cargas. O campo magnetico gerado por Q 1 sobre 
Q 2 produz uma forga magnetica orientada na diregao x, ao passo que o campo 
magnetico de Q 2 produz uma forga magnetica sobre Q\ orientada na diregao 
y (os sentidos dependem dos sinais das cargas). Conseqiientemente, as forgas 
magneticas que agem sobre elas nao sao iguais, contrariando a terceira lei de 
Newton. 

Cabe aqui perguntar qual e a real importancia da terceira lei de Newton, 

que estabelece que uma forga agindo num corpo A produzida por B tern como 

reagao uma forga agindo em B produzida por A. Essa reagao tern a mesma 

intensidade que a forga inicial, mesma diregao mas sentido oposto, e ela age 

/ 

ao mesmo tempo que a forga de agao. E essa lei de grande importancia na 
Fisica? A resposta e simples: a terceira lei de Newton estabelece a conservagao 
do momento linear num dado sistema. Este e um dos principios basicos fun¬ 
damentals de toda a Fisica, estando ligado a questao da invariancia das leis 
fisicas quando os sistemas sofrem translagoes entre dois pontos. As leis ffsicas 
sao as mesmas em locais diferentes do uni verso, ou seja, ha uma unica Fisica 
que descreve os fenomenos naturais. Se nao fosse desse modo, cada galaxia, 
cada planet a, cada pais teria sens proprios fenomenos, suas proprias leis, e o 
desenvolvimento cientffico tornar-se-ia impossivel. Cientistas de lugares dife¬ 
rentes nao teriam como discutir seus experimentos, pois as leis fisicas que os 
descreveriam nao seriam as mesmas, e nao haveria confiabilidade nos resulta- 
dos obtidos por eles. Em ultima analise, cada cientista teria que desenvolver 
a sua propria Fisica, e isso e irreal. Portanto, algo esta sendo esquecido na 
questao referente as forgas eletromagneticas entre cargas e a conservagao do 
momento linear. 

O que esta faltando na discussao da conservagao de momento linear 
relacionado com fenomenos eletromagneticos e a verificagao de que, do mes¬ 
mo modo como os campos armazenam energia, eles tambem transportam 
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momento linear (e angular). Isso inclusive ja foi dito quando discut imos, no 
capitulo 3, o modo pelo qual a forga eletrica age entre duas cargas pontuais. 
La introduzimos o conceito dos fotons, que sao responsaveis pela troca de 
momento linear (e energia) entre as particulas, e dissemos que, quando a in¬ 
ter agao e entendida em termos desses fotons, a terceira lei de Newton volta 
a ser valida, Assim, o que se observa e que os campos eletromagneticos tern 
momento linear associado a eles, e esse momento pode ser transferido para 
as cargas quando ocorrem interagoes entre el as e os campos. Ha, pois, uma 
lei de conservagao para o momento, e nosso objetivo agora e obter essa lei de 
conservagao. Para tanto, partimos da forga de Lorentz 15.25, 

F = Q£ + QvxB 

que e a forga que age sobre uma particula de carga Q. Se tivermos um volume 
V em que as cargas definam uma densidade de cargas p, a forga total sobre 
essas cargas sera 


ou 


F = / (pS + pvxB)dV 

Jv 


F = / ( p£ + JxB)dV 

Jv 

onde nos valemos do fato de que J = pv. Utilizamos agora as equagoes de 
Maxwell 21.1a, 


V •'D = p 


e 21.Id, 


VxH = 



para eliminar p e J da expressao acima para a 


forga total, ou seja, 




xB 



ou 
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F 




Agora, temos que 


de onde extrafmos 


£(V -V) + {V xH)xB 


dV 

dt 


xB 


dV 


d 

dt 


(VxB) 


dV - dB 
xB + Vx 


dt 


dt 


dV ~ d . dB 

x B = — (V xB) - Vx 


dt 


dt 


dt 


Com o uso da equagao de Maxwell 21.1c, 


Vx£ 


dB 

~dt 


obtemos 


dV 

dt 



^-(VxB) + Vx(Vx£) 


e assim, a forga flea 



ou 


£(V-V) + (V xH)xB- 




{VxB)-Vx(V x£) 




v 


£(V -V) -Vx (V x£) - Bx(V x 





xB) dV 


Considerando que as cargas estao no vacuo, podemos escrever V = cq£ e 
B = hqH. Temos, entao, 



v 


e 0 <f(V • £) - e 0 £ x (V x £) - 


1 


fJ-o 


Bx(VxB) 


dV 




{£ xii)dV 
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Vamos somar o termo 


—jB(V • B) = 0 

Mo 

na primeira integral, para torna-la mais simetrica. Note que o termo acima e 
nulo por causa da equagao de Maxwell 21.1b, 

V • B = 0 

Alem disso, utilizamos tambem a expressao 21.10 para o vetor de Poynting, 

S = £xH 


de modo que achamos 




— \B(V-B)-Bx(VxB)} 
Mo 


\dV 

(21.28) 


A forga total que age sobre as cargas esta relacionada ao momento mecanico 
total, atraves de 



dP 


mec 


dt 


Assim, temos 


dP 


mec 


dt 


+ 


d 

dt 


eoHoS dV 


v 


1 


e 0 [f (V - 5)-5x(Vxf)]+ — [B(V • B) - B x (V x B) 


v 


Mo 



Todos os termos na equagao acima tern unidade de forga, de modo que po- 
demos identificar a integral do lado esquerdo com o momento linear eletro- 
magnetico transportado pelos campos, ou seja, 


Pei = / e 0 fi 0 S dV 


v 


(21.29) 
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sendo que o integrando e a densidade volumetrica de momento linear eletro- 
magnetico, isto e, 

Pel = e 0lM)S = ~2 (21.30) 

onde fizemos uso do fato de que eo^o = 75 - Com as definiQoes acima, temos 


dP mec , dP e i 


dt 


dt 


1 


eo\£{V-£)-£ x(Vx£)l + — [£(V • B) - B x (V x B)) 


v 


IMS 



ou 


P mec ”P 

e 0 [£(y-£)-£x{Vx£)] + ^-[B(V-B)-Bx(VxB)] j dV 

Definindo agora o momento linear total de um sistema como sendo a soma 
dos momentos mecanicos e eletromagneticos, temos 

P = Pmec + Pel (21-31) 





e assim, 


dP 

dt 


v 


e 0 [£(V-£) -£x(Vx£)] + 


— \B(V-B)-Bx(VxB)] 

Ho 


| dV 
(21.32) 


Precisamos reescrever agora o lado direito da expressao acima. Para isso, 
vamos precisar de algumas expressoes adicionais. Comepamos com 


V-£ = 


d£ x d£y d£ z 

dx dy dz 


e 



218 


21 . CAMPOS ELETROMAGNETICOS, IV: LEIS DE CONSERVAQA O 



alem de 




ou ainda, 


£x(Vx£) = 



* 

1 




Vamos escrever a componente na dire§ao x do fat or £(V • £) — £ x (V x £), 
isto e, 
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£(V-£)-£x(Vx£) 


J X 

_ d£ x d£ y 

£x^- + £x— 


dx 


dy 


+ £ 


d£ 


X 


V 


dy 


+ £ 


d£ z . „ d£ x 


X 


dz 


+ £ 


dz 


„ d£y „ 

£„ - £ 


y 


dx 


A expressao acima pode ser reescrita atraves de 


d 


dy 


(£ x £ y ) - £ 


d£ 


+ £ 


d£ 


X . 


V O 1 '-'Z Q 

dy dy 


d£ 

z dx 


d d£ x _ d£ z 

— (£ x £ z ) = £z-^- + £x-q^ 


Alem disso, temos tambem que 

+ £ v + ^ 2 ) = 2e x 


d£ x 

dx 


+ 2S, ^ + 2£ 3£ * 


dx 


dx 


de mo do que 


^ 1 i el 

2 dx 


(£ x + £y + 


d£ x _ d£ 


dx 


+ £ 


y 


dx 


+ £ 


d£ 


y . 


dx 


d O, 1 O ,„2 , o2 , c2 


dx 




d£ x „ d£ v „ d£ z 


2 dx 


dx 


£~-^-£ 


y 


dx 


dx 


Portanto, reunindo as expressoes acima, temos 


£(V -£)-£ x(Vx£) 


J X 


d (£?) + + 


d 


dx 


dy 


dz 


(£x£z) - X+ £ y + £ z ) 


2 dx 


ou 


£(V •<?)-£ x(Vx^) 


J X 


B (Sh + %-(£A) + £(«*£.) 


1 5 


<9x 




dz 


2 cte 


(£•£) 
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Os tres primeiros fatores do lado direito da equagao acima podem ser escritos 


como 



d . _ _ , d . _ 2 . d 


(£x£p) 


dx 


(£J + 


dy 


(£ X £y) + 


d 


dz 


(£ x £z) 


onde usamos a convengao de que x\ x, X 2 ■*-> y e x$ z. Assim, 


£(V-£)-£x(Vx£) 






2 dx 


Por fim, o ultimo fator pode ser inclufdo na somatoria se utilizarmos uma 
fungao delta de Kronecker definida por 2.13, 


5 


a,/3 


1 , a = /3 

0, Q! / |8 


de modo que temos 


£(V-£ )-S x(Vx£) 


y! j'£dx,p) 


j % T” OXn 
0=1 p 


2 


e, em geral, a componente na diregao a e 


£(V-£)-£x(Vx£) 


y.-£r(&£f>-U-£ 


j a - OXg 

0=1 p 


2 


(21.33) 


O fator B(V • B) - B x (V x B) relacionado ao campo magnetico tem uma 
expressao semelhante (veja o exercicio 21.4), ou seja, 


J3(V-B)-Bx{VxB) 




J a dxg 

0=1 p 


2 


(21.34) 


Vamos introduzir o tensor das tensoes de Maxwell atraves de 2 

T a ,p = e 0 (£ a £p <W) + (B a Bp ~\b-B 5 a , p 


(21.35) 


2 f 

Note que o tensor das tensoes de Maxwell e um tensor de ordem 2. 
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Combinando agora as expressoes 21.33 e 21.34 (com os coeficientes apropria- 
dos), temos 


eo 


£(V-£)-£x(Vx£) 


+ 


1 r 


MO L 


£(V-£?)-Bx(Vx5) 


a 


d 



1 11 
eo[e a £ 0 -~£-£6 aJ3 ) + — [B a Bp - -B • B6 a>p 


e utilizando a definicao 21.35 para o tensor de Maxwell, obtemos 


eo 


£(V-£)-£* (V x £ ) 


+ 


1 r 


Mo L 


B(V-B)-Bx(VxB) 


a 


d 



T 


a,/3 


Vamos explicitar o lado direito da expressao acima. 


d 



T a ,3 


d 8 

I /V 7 1 + • r\ I a, 


dx 


a,x 


dy 


8 

y + dz a ' z 


A expressao acima corresponde a componente a da divergencia do tensor de 


Maxwell T , ou seja, 


[V-T] 


a 


dx a ' x 


5 t 

+ dy T 


ol,v 


d ^ 

+ ^“ T 
oz 


a,z 


(21.36) 


e assim, podemos escrever 


eo 


£(V -£) - (Vx£) 


+ 


1 


Mo L 


B(V • 8) — 5 x (V x B) 


a 


[v-ti 


e tambem 


3 Lembrando que a divergencia de um tensor de ordem n resulta num tensor de ordem 
n — 1. Assim, a divergencia de um tensor de ordem 2, como e o caso do tensor de Maxwell, 
resulta num tensor de ordem 1, ou seja, num vetor. A divergencia de um vetor produz um 
tensor de ordem zero, ou seja, um escalar. 
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eo 


£(V-£)-£x(Vx£) 


+ 


1 


Mo L 


B(W ■ B) - Bx(W xB) 




V-T (21.37) 


Vamos retomar a expressao 21.32, 




1 


e 0 [£(V -£)-5x(Vx£)]+ — [B(V -B)-Bx(VxB) 


v 


Mo 



Utilizando a equacao 21.37, temos 



j > 

f V-T dV 

v 


Aplicando agora o teorema do divergente ao lado direito da equagao acima, 
obtemos 



T • h dA 



(21.38) 


que estabelece uma lei de conservagao para o momento linear total do sistema 
formado pelas cargas e pelos campos eletromagneticos por elas produzidos. 

A taxa de variagao temporal do momento linear total e dada pelo fluxo de T 
atraves da superficie S que delimitao volume V no qual estao as cargas. Como 
o lado esquerdo da expressao acima tern unidade de forga> o tensor das tensoes 
de Maxwell tern unidade de forga por unidade de area. Mais precisamente, a 
componente T a j$ e a forga por unidade de area orientada na diregao a agindo 
num elemento de superficie cujo versor normal esta orientado na diregao /3. 

Assim, os componentes “diagonals” de T (T^, T yy e T zz ) sao pressoes, ao 
passo que os outros componentes (T xy , T XZ) etc.) representam cisalhamentos. 

Vamos definir agora uma densidade volumetrica de momento linear 
mecanico p mec , de modo que o momento linear total mecanico seja obtido 
mediante 



mec 


Pmec 

V 


(21.39) 
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Utilizando a equacao 21.30, 


Pel = e 0^oS — ~2 

c 

a densidade volumetrica total de momento linear (eletromagnetico + meca- 
nico) e dada por 

P Pmec d" Pel Pmec d - (21.40) 

de modo que o momento linear total e obtido por meio de 

P = f pdV (21.41) 

Jv 

Substituindo esta expressao em 21.38 e utilizando novamente o teorema do 
divergente, ficamos com 


ou 



' V-T dV 
v 


dp 


V 



- V-T 



Como o volume V e qualquer, o integrando deve ser sempre nulo, ou seja, 



(21.42) 


Comparando esta expressao com a equatjao de continuidade 12.21, 



0 


vemos que —T faz o papel da densidade de corrente J, isto e, —T e um 
fluxo de momento atraves da superficie S' que delimita o volume V. Mais 

especificamente, por causa da natureza tensorial de T, a componente — T a ^ 
representa o fluxo de momento orientado na diregao a cruzando um elemento 
de superficie orientado na diregao {3. 
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Exemplo 21.2. Um cabo coaxial de comprimento L como o do exemplo 21.1 
transporta uma corrente i quando submetido a uma diferenga de potencial 
V. Alem dissOj o condutor de raio Ri tem uma densidade linear de carga 
positiva Xj ao passo que o condutor de raio i?2 iem uma densidade linear—X. 
Determine o momento linear armazenado nos campos. 

O cabo coaxial do exemplo 21.1 e reproduzido na figura 21.2. 



Figura 21.2: Reprodugao do cabo coaxial da figura 21.1. 


Os campos na configuragao acima sao obtidos diretamente das leis de Gauss 
e Ampere usuais, e eles ficam 





de mo do que o campo 7 i, vale 




e o vetor de Poynting torna-se 



A 

27reop 
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ou 



Ai 


47T 2 6q P 2 



A densidade volumetrica de momento linear eletromagnetico e dada pela 
equa^ao 21.30, 


Pel = = 




2 


de mo do que 


_ mqAI f 

Pel 4 tt 2 p 2 

0 momento linear eletromagnetico e obtido por meio da expressao 21.29, 



ou 


ou ainda, 


ou entao, 


ou 



R 2 



27T 





/ioAi 

4tt 2 p 2 


k p dpdOdz 



f R2 dp 

Ri P 



PqXx 
47r 2 


A j- 

2ttL k[lnp 


^2 



jUoAi L 
27T 




Assim, os campos eletromagneticos associados ao cabo coaxial da figura 21.2 
tem um momento linear associado, cujo valor e dado pela expressao acima. 
Note que o cabo como um todo nao esta se movendo. Em particular, seu centro 
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de massa nao esta se movendo, de modo que seu momento linear total deveria 
ser nulo. Isso indica que deve haver um momento linear mecanico no sistema 
que compense exatamente o momento linear eletromagnetico acima, fazendo 
com que o momento linear total seja nulo. Esse momento linear mecanico 
“escondido” de fato existe, e ele tern origem relativistica. No proximo exemplo 
vamos tratar desse momento linear. 


Exemplo 21.3. Para entender o surgimento do momento linear mecanico 
que compensa o momento linear eletromagnetico no exemplo acima, vamos 
considerar um circuito retangular simples como o mostrado na figura 21.3. 

* 

t 

- > 



t 









Figura 21.3: Circuito retangular para demonstragao do 

momento linear mecanico “escondido”. 


0 circuito apresentado na figura 21.3 e um modelo para um dipolo 
magnetico. Por todos os quatro segmentos do fio circula uma corrente eletrica 
i constante. Quando um campo eletrico £ uniforme e aplicado ao fio confor- 
me indicado na figura, as cargas positivas (supostas nao-interagentes entre si) 
aceleram no ramo esquerdo do circuito e desaceleram no ramo direito. Nosso 
objetivo agora e determinar o momento linear das cargas no circuito. 
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0 modelo acima e bastante simples e certamente nao e realista. Apesar 
disso, os resultados que sao obtidos por meio dele sao os mesmos que os 
extraidos de outros modelos mais complicados. Para o calculo dos momentos, 
precisamos nos preocupar apenas com os segment os superior e inferior do fio, 
ja que o momento das cargas no lado esquerdo e cancelado pelo momento das 
cargas no lado direito. Vamos considerar que N sup cargas estejam localizadas 
no ramo superior, movendo-se com velocidade const ante i7 sup para a direita, 
enquanto N[ n f cargas estao se movendo para a esquerda com velocidade Ui n f 
no ramo inferior do circuito. A cor rente i por todo o circuito e a mesma, de 
mo do que 


dQ 

dt 


dQ d£ 
d£ dt 


Xv 


onde A e a densidade linear de cargas positivas. Considerando que o valor de 
uma das cargas seja g, podemos escrever 


A 


(7 Asup 


a 


segmento superior 


j gA inf 

V n 


segmento inferior 


para a densidade linear de cargas nos segmentos horizontais do fio. Assim, 


i 




sup 


V 


qN[ n f 


a 


sup 


a 


Vini 


ou 


— 

q 

onde x indica tanto o ramo inferior quanto o superior. Classicamente, o mo- 
mento linear de uma particula de massa m e dado por p = mv. Portanto, o 
momento linear das A sup particulas do ramo superior e dado em modulo por 


Psup,classico 


A sup Vgup 


max 

q 


ao passo que o momento linear (em modulo) das N- m f particulas do ramo 
inferior vale 



228 


21. CA MP OS ELETROMA GNETICOS , IV: LEIS DE CONSERVA QA O 


Pinf,classico 


™N- m f •Uinf - 


max 


q 


de modo que o momento linear total, que e a subtragao dos dois momentos 
lineares acima, por causa das suas orientagoes, e nulo, ou seja, 


max max n 

Pclassico ~ Psup.classico Pinf.classico “ = U 

q q 

que e um result ado classico esperado, ja que o circuit o nao se move e o seu 
momento linear total deveria ser mesmo nulo. Por outro lado, se tratarmos 
o sistema de um ponto de vista relativistico, temos que o momento linear e 
dado pela expressao F. 60 , 


P 


rriov 



v 

c 


2 


2 


que em modulo fica 


p ~ 'yrriQV 

onde mo e a massa de repouso da particula (o nosso m) e 7 e dado por 


1 



De acordo com a expressao relativistica acima, o modulo do momento linear 
no ramo superior vale 


Psup,rel. — ^'Tsup-^Ysup ^sup 


Tsup Tnax 

q 


ao passo que o momento linear (em modulo) no ramo inferior vale 


Pinf } rel. — -^inf ^inf 


rmxrnax 

q 


o que resulta num momento linear total 
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P rel. — Psup,rel. Pinf,rel. 


7 sup mat 7infmai 


Q 


Prel. = (7. 


sup 


7inf) 


Q 

max 

Q 


(21.43) 


que e nao-nulo, ja que as cargas no segment0 superior do fio se movem com 
velocidade maior do que aquelas no segmento inferior. 

0 trabalho realizado pela forga eletrica nos segmentos verticals pode 
ser relacionado com a energia das particulas nos ramos horizontais. Para isso, 
precisamos da relagao F.68, 


K — W = me 2 — moc 2 

onde mo e a massa de repouso da particula (0 nosso m). O trabalho realizado 
pela forga eletrica ao transferir uma carga q no segmento esquerdo do fio por 
uma distancia b e dado por 


w = 

Fb = qSb 

A energia cinetica de uma carga no 

ramo inferior vale 

K inf,rel. 

m-infC 2 me 2 

— 

2 2 

Tinf me — me 

^inf,rel. 

(7inf - l)mc 2 

ao passo que, no ramo superior, temos 

-Ksup,rel. — 

m sup c 2 — me 2 

— 

7su P me 2 me 2 

■^sup,rel. 

(Tsup l)mc 

de modo que a diferenga de energia 

e dada por 

= -f^sup,rel. 

. ^inf,rel. 

= (Tsup - 

l)mc 2 — (7inf — l)mc 2 

A-^rel. (Tsup 

7inf )mc 2 
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Essa diferenga de energia e justamente o trabalho realizado pela forga eletrica, 
ou seja, 


W = AK 


ou 


qSb = (7su P - lm{)mc 2 


e assim, obtemos 


Tsup T inf — 


qSb 
me 2 


Retornando agora a equagao 21 . 43 , ficamos com 


q£b mai 

Prel. = o 

me/ q 


ou 


Sabi 

Pre\. ~ 9 

Note que ab e a area do retangulo, de modo que 

Prel. — 

O produto Ax e o modulo do momento de dipolo magnetico do circuito, que 
esta orientado perpendicularmente ao piano da pagina, entrando nela. Alem 
disso, o momento linear esta orientado na diregao horizontal para a direita, 
enquanto o campo eletrico esta na diregao vertical para cima. Reunindo essas 
observagoes, podemos escrever, vetorialmente, 



( 21 . 44 ) 


Conseqiientemente, um dipolo magnetico num campo eletrico externo adqui- 
re um momento linear mecanico, mesmo que seu centro de massa esteja em 
repouso. Esse momento “escondido” tern origem relativistica e compensa o 
momento linear eletromagnetico contido nos campos eletromagneticos do sis- 
tema. 
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E interessante demonstrar que o momento linear mecanico “escondido” e contrabalangado 
por um momento linear eletromagnetico contido nos campos. Para ver isso, vamos considerar que 
o campo eletrico da figura 21.3 seja um campo eletrostatico gerado por uma distribuigao localizada 
de cargas eletricas (nao mostradas na figura) e que, portanto, esteja relacionado a um potencial 
eletrico atraves de 


£ = -VV 

Alem disso, a corrente percorrendo o momento magnetico tem associada a ela uma densidade de 
corrente J, e ela produz um campo magnetico B. O momento linear armazenado no campo eletro¬ 
magnetico e obtido atraves de 21.29, 



e^iM^SdV 

V 


ou 


P c i = CQfi.Q / £xHdV 

Jv 


ou ainda, 


Pci = -eoMo / VVxHdV 

Jv 


Agora, utilizamos a identidade 1.58f, 


V X (®A) = (V^) X A + ^(V x A) 


para escrever 


Vx (V7?) = (VV) xH + V(V xH) 


ou 


(VV) xH = Vx (VH) - V(V X 7?) 

de modo que o momento linear eletromagnetico torna-se 

P cl = -como f VX (V7?) dV + eoMo / V(V xH)dV 

Jv Jv 


A identidade 1.64c diz que 
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VxBdV = hxBdA 

V Js 


Alem disso, a lei de Ampere-Maxwell 21. Id, 


VxH=J+ 


dV 

dt 


pode ser utilizada para substituir o campo magnetico pela densidade de corrente. Note que na 
situagao eletrostatica o deslocamento eletrico V independe do tempo, de modo que temos a lei de 
Ampere usual, 


V xH — J 


e o momento linear eletromagnetico flea 

P c l = —go Mo (j) x (V7Y) dA + Go Mo j ^ J 

As integrais.sao feitas sobre todo o espa^o, de modo que a superffeie S se encontrano infinito. Como o 
elemento de area dA cresce de uma forma proporcional a r 2 , se o produto VH for proporcional a r~ n , 
sendo n > 2, a integral de superffeie se anula. Como o campo eletrico e gerado por uma distribuigao 
localizadade cargas, o potencial eletrico e, no mfnimo, dominado pelo termo de monopolo, que varia 
com . O campo magnetico do dipolo magnetico, por sua vez, e dominado pelo termo de dipolo, 
que varia com r ~o que indica que o produto 'V'H tern uma dependenciacom a distancia na forma 
r -4 , fazendo com que a integral de superffeie se anule no infinito. Resta, portanto, 

Pel = eoMo [ VJ dV 

Jv 

Agora, podemos supor que as dimensoes do dipolo sejam tais que o potencial eletrico varie suave- 
mente na posigao do dipolo, de modo que podemos expandir o potencial numa serie de Taylor em 
torno da posigao do dipolo, ou seja, 


V(f) ~ V(0) + [W]o -r 

sendo que o dipolo, por hipotese, encontra-se em f — 0, e consideramos os dois primeiros termos da 
serie de Taylor 2.9 para expandir o potencial eletrico. Utilizando essa expansao, o momento linear 
eletromagnetico torna-se 


Pel = eoMo / [V(0) - £(0) • f ] JdV 

Jv 
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ou 


p 


el 


= eoMoV(O) [ JdV - e 0 p o E(0) ■ f fJdV 

Jv Jv 


A equagao 15.59 diz que 


JdV = 0 


V 


Alem disso, a expressao 15.63, valida para um vetor A qualquer, estabelece que 


A ■ [ fJidV = [nix A] i 
Jv 


de modo que 


A* I fJdV = mxA 

v 


e entao 


£ • / fJdV = m X £ 

v 


o que faz com que o momento linear eletromagnetico fique 


Pci = -eoMonaX £(0) 


ou 


Pel = - 


m X £(0) 


Lembrando que o momento linear mecanico escondido e dado pela expressao 21.44, 


m x £ 


p = 


notamos que eles sao iguais a menos de sinal, de modo que o momento linear total torna-se 


P — Pci H - Pmec 


mx£(0) m X E 
-+ -:r- = 0 


Assim, o momento linear total se anula, conforme esperado. 
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Exemplo 21.4. Considere duas cargas de valor Q localizadas no eixo z em 
z ~ ±d. Determine a forga entre as cargas por meio do tensor das tensoes de 
Maxwell } considerando como superftcie de integragao o piano xy, 

Para calcular a forga entre as cargas, vamos precisar da expressao 21.38, 


dP 

dt 


T-ndA 



lembrando que, por 21.31, 



Pmec d* Pel 


e que, de acordo com 21.29, 


Pel = / e 0 poS dV 

Jv 

Como (lembrando a expressao 21.10) 

S = £ xH 


e as cargas estao paradas, nao ha campo magnetico, nem vetor de Poynting, de 
modo que o momento linear eletromagnetico e nulo e o momento linear total 
e dado apenas pelo momento mecanico. Assim, a expressao 21,38 reduz-se a 


dP 


mec 


dt 



T-ndA 



As cargas estao localizadas em rg = ±d k. O campo eletrico gerado por uma 
carga pontual e dado por 


€ 


Q 


/ 


4?T6o f — f 


/ 


de modo que o campo eletrico gerado pelas cargas vale 


£ 


Q 


47TC0 


r + d k f 

T 


d k 


(A 


f+ d k| 3 


r 


d k| 


3 


A A A 

ou, considerando que r = xi + yk + zk, 
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£ 


Q 


AtTCq 


^ A A A 

x i + y j + (z + d )k x i + y j + (z — a )k 

+ 


_ [ x 2 + y 2 + (z + d) 2 


.. 3 
2 


[x 2 + y 2 + (z — d) 2 


e, no piano xy, temos z = 0, de forma que 


£ 


Q 


xy 


47T60 


zi + yj + dk ( xi + y } — dk 

3 


. [a: 2 + y 2 + d 2 ] 2 [s 2 + y 2 + d 2 ] 2 J 


ou 


£ 


Q 


si + yj 




27reo x 2 4 - y 2 + d 2 ] 


3 

2 


A forga orienta-se na diregao z, e precisamos calcular 


(21.45) 


T • n dA] = T ZX dA x + T zy dA y + T ZZ dA 


Como a area e dada por 


n dA = dydx k 

Precisamos nos preocupar apenas com a componente T zz> ou seja, utilizan- 

do 21.35, 



ou 



Assim, 



Como o campo eletrico 21.45 nao tem componente z, ficamos com 
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OU 


[T • n dA] 


£o 

2 


Q 


X 


L47t 2 6q [ x 2 + y 2 + d 2 ] 


+ 


<3 


y 


47r 2 " 2 


o 




2 + y 2 + d 2 } \ 


dydx 


ou ainda, 


r <-> 

[T 


n 


dA] 


Q 


8ir 2 eo 


x 2 + y 2 


x 2 + y 2 + d 2 ] J 


dydx 


Assim, a forga entre as cargas fica 


OO poo 


F, 


Q 


—OO J —OO 


87T 2 6o 


x 2 + y 2 


_ x 2 + y 2 + d 2 J 


dydx 


ou 


F 


Q 


OO POO 


87T 2 e 0 /_ 


oo 


—oo 


x 2 + y 2 


l [x 2 + y 2 + d 2 J 


dydx 


A integragao acima pode ser feita em coordenadas polares, de modo que 


p 2 — x 2 + y 2 


dA = pdpdO 


e entao, 


F 


Q 


oo /.27T 


87r 2 eo 


0 do 


p 


p 2 + d 2 J 


pdpdO 


A integral em 0 e imediata, e temos 


F 


Q 2 /* p J dp 


Agora, fazemos a substituigao 


p - dtg<p 

Pl = 0 -4 01 = 0 


dp = d sec 2 (j) dcj) 


p2 = oo 


</>2 


7T 

2 


de modo que 
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on 


on ainda, 


ou entao, 



f 2 d 3 tg 3 <f> d sec 2 cf> d<p 
o [d 2 tg 2 <fc + d 2 ] 3 



77 


2 tg J (f) sec' 2 <p d(j) 
d 6 sec 6 (j) 



77 


Q /I 

tg (j) cos 4> d(f) 



77 


sen 3 <f> cos (j) d(f) 


que e resolvida mediante 


e entao, 


ou 


ou ainda, 




Q 2 

167reod 2 



ou, finalmente, 
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Q 2 

F =--- 

2 167reod 2 

a _ 

que e a forga que age sobre a carga Q situada em z = —d k. Esse e um 
resultado esperado, ja que a forga entre as duas cargas e dada em modulo por 


F Z = Q£ 




47T6o (2 d) 2 


ou seja, 


F z -Q£ - l6neod 2 

A 

e como elas tern mesmo sinal; a forga e repulsiva, e sobre a carga em z = —d k 
a forga orienta-se na diregao negativa do eixo z. 


21.4 Lei de Conservagao do Momento Angular 

Ja vimos que os campos eletromagneticos transportam energia e mo¬ 
mento linear. Essas grandezas tern leis de conservagao associadas, e num sis- 
tema eletromecanico podem ocorrer transformagoes entre as formas mecanicas 
e eletromagneticas dessas grandezas. Assim, nao deve ser surpresa o fato de 
os campos tambem transportarem momento angular, o que ja foi inclusive 
comentado no exemplo 18.3 estudado no volume II. Nosso objetivo agora e, 
portanto, determinar a lei de conservagao do momento angular num sistema 
formado por particulas e campos eletromagneticos. Para determinar essa lei, 
partimos da definigao usual para o torque produzido por uma forga aplicada 
num dado ponto, ou seja, 


T = f x F 

No nosso caso, a forga em questao e obtida da expressao 21.28, 
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considerando que precisamos da densidade volumetrica de forga, ou seja, 


—w 

f 


eoMo 


dS_ 

dt 


1 


+ € 0 [£('V •£)-£x(Vx£)l+ — B(V •B)-Bx(VxB) 


MO 


Assim, para a densidade de torque, temos 

t = rx f 


ou 


■ i b 

t = rX 


eoMO 


8S 

~dt 


+ e 0 [£(V • 5 ) - £ x (V x £)] 


+ 


1 


Mo 


[B(V • £) - B x (V x £)] 


Com o uso de 21.30, 


'—» 

Pel = e 0M0<5 


s 


e 21.37, 


eo 


£(V-£) -5 x (Vx£) 


+ 


1 


Mo L 


B(V-B)-Bx(V xB) 




V * T 


achamos 


t 


fx ^l + rx V-T 

dt 


(21.46) 


O torque total no sistema e dado pela integral da expressao acima, ou seja, 



240 


21. CAMPOS ELETROMAGNltTICOS, IV: LEIS DE CONSERVAQAO 


f = / t dV 

Jv 

e ele esta relacionado a variagao temporal do momento angular (mecanico) 
total do sistema mediante 



Podemos definir uma densidade volumetrica de momento angular mecanico 
por meio de 



mec 


f Imec dV 
V 


Assim, reunindo as expressoes acima, temos 



ou 


ou ainda, 


f tdV- 

v 





(21.47) 


de modo que obtemos 


r 

t 


d~\ 


mec 


dt 


Ret or nan do a equagao 21.46, obtemos 


C^mec , ^Pel V7 nr 

- + r x —— = r x V * I 


dt 


dt 


Podemos escrever agora 
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O termo 


f e i = fx p el = e 0 no fx S = Conor* (£*H) (21.48) 

e a densidade volumetrica de momento angular eletromagnetico. Note que 
as posigoes f nao dependent de t, de modo que a derivada temporal e nula. 

Assim, ficamos com 



e achamos 


ou 


d\ 


mec 


dt 




= f x V * T 



= r x V * T 


Definindo a densidade volumetrica total de momento angular como sendo a 
soma das densidades mecanica e eletromagnetica, temos 


t — Imec + Ul (21.49) 

de forma que 

Af 4-K 

£!- = fx V-T (21,50) 

dt 

Precisamos agora reescrever o lado direito da expressao acima para obter 
uma forma mais compact a e semelhante as out r as leis de conservagao obtidas 
anteriormente. E interessante introduzir uma notagao em termos de indices 
para efetuar as operagdes envolvendo tensores e vetores. Um vetor qualquer 
v pode ser escrito em coordenadas retangulares como 


AAA 

v = v x i + Vy j + v z k 
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ou tambem, 


v = v x e x + v y e y + v z e z 

onde e a indica o versor da diregao a. Podemos ainda escrever 

v = Vi%i + V2%2 + ^ 3^3 

sendo que agora estabelecemos que x —► 1, y —> 2 e z —> 3. A expressao acima 
pode ser condensada em 


3 

V = Vi&i = (21.51) 

i=l i 

onde, na ultima forma, esta implfcito o fato de a somatoriaem % varrer todos os 
valores possiveis desse mdice . A notagao acima e extremamente conveniente, 
pois, se o numero de dimensoes do espago for alterada, a forma funcional acima 
permanece, e apenas a faixa de variagao do mdice i muda. De fato, Einstein 
propos mais uma simplificagao para a expressao acima, considerando que, 
quando o mesmo mdice aparece repetido, isso significa que deve-se efetuar 
uma soma sobre esse mdice. Assim, de acordo com a notagao de Einstein, a 
expressao para um vetor fica, simplesmente, 

V = Vi&i 

e o fato de o mdice i aparecer repetido na expressao acima indica que uma 
soma sobre todos os valores possiveis para ele deve ser feita. Eventualmente 
iremos utilizar a notagao de Einstein, mas, no momento, vamos preferir a 
forma dada em 21.51. Vetores sao tensores de primeira ordem, e o tensor das 

tensoes de Maxwell e um tensor de segunda ordem. Nesse caso, um tensor T 
qualquer de segunda ordem pode ser escrito formalmente como 

^ ^ ^ AA AA A A 

T = T xx ii + T xy ij + T X2 ik 

+ Ty X ji + Tyyfi + Ty Z jk + T ZX ki + T Z y jj + T ZZ kk 


ou 


4 


Ou seja, i — 1, 2 e 3, em seqiiencia, em tres dimensoes. 
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T — Txx&x&x + TmiS 


xy'-'X^y H - 


xz&x&z H“ T 




x 


+ Tyy&y&y 


+ Ty Z QyQ Z + T ZX &Z&X 4 " T Z y&y&y + T ZZ B Z B 


zyyy 


ou ainda, em termos de somas, 

3 3 

? = E E T >i^i = E T ««i% 

i =1 J =1 ij 

onde novamente esta implicito, na ultima expressao, o fato de as somas se 

/ 

estenderem por todos os valores possiveis de % e j. E facil perceber que um 
tensor de ordem n tern n indices livres. Por exemplo, um tensor de terceira 
ordem em tres dimensoes e expresso por 




3 3 3 


i =1 j =1 k= 1 



Os tensores de segunda ordem podem ser escritos tambem em termos de 
matrizes quadradas, na forma 



Til Ti2 Ti 3 

T 21 T 22 T 23 

T 31 T 32 T 33 


Note que um tensor de segunda ordem tern, em geral, 9 componentes, e 
um tensor de terceira ordem tern 27 componentes. O tensor das tensoes de 
Maxwell, por exemplo, e um tensor simetrico, de modo que, das suas 9 compo¬ 
nentes, apenas 6 sao independentes. Para ver isso, partimos da definigao 21.35, 
ou seja, 

Ta,/J = eo (SaSf, -\S'£ 5«,p) + (BaBp -\B'B Safi) 

Quando substituimos a por f3 e vice-versa na expressao acima, achamos 



As expressoes acima sao iguais, de modo que 



(21.52) 
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o que caracteriza o tensor das tensoes de Maxwell como sendo simetrico. 
Retornando ao nosso problema inicial, que e reescrever a expressao 21.50, 


91 

dt 


fxV-T 


observamos que vamos precisar tambem do operador V escrito em termos de 
somas. Ele e dado em coordenadas retangulares por 

? d ? d - d 
V — l——h j ——H k 


dx 


dy 


dz 


ou 


V 


. ^ _ a d 

e x o-(■ e y -1“ — 


dx 


dy 


dz 


ou ainda, 



Podemos agora iniciar o desenvolvimento de que necessitamos. Vamos escrever 
nossas grandezas relevantes como sendo 



Vamos calcular primeiramente o fator 

T j k&j&k 

■ 



OU 



O termo • ej e nao-nulo apenas quando £ = j, e, nesse caso, ele vale L 
Podemos escreverj portanto, 


• e,- = 5gj 
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onde Sij e a delta de Kronecker. Assim, ficamos com 


V * T 



e, ao efetuar a soma sobre o indice resta 



Agora, precisamos calcular 


f X V * T — 



ou 




v dTjk 

f X V • T = 7 s x i-q— X 


Aqui, precisamos da expressao 15.53 para o produto vetorial de dois vetores, 
isto e, 


a X 6 — ^ ^ £ ij k Q*i bj &k 


i,j,k 


em que o tensor de Levi-Civita e e dado por 15.51, 

r 0, i = j ou i — k ou j = k ou i = j = k 

£ijk = < +1, i = 1, j = 2, k = 3 ou qualquer permutagao par 

[ — 1, qualquer outro caso 

Portanto, temos, lembrando que e* tern componente apenas numa unica di- 
regao, 


©i X &k 


a 

~ £ikm 


de modo que 


t x V • T 



ST, 


Xo 


jk 


i,j,k 


dXj 


£ikm, 


(21.53) 
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Vamos calcular agora a grandeza 


Txr 


£ T 


A A 


jk^j&k 


j,k 


X 



Xi&i 


ou 


ou ainda, 


Txf=^ xtJ jk&j ek x %i 




T X r — ^ ^ XjTjk£kim&j& 


m 




Agora, vamos calcular 


V ■ (T X f ) 



d 




L i 


dxe 


2_, x i"Ijk£kim&j& 


m 


ij>k 


Oil 


s t,j 


V • (T x r ) 


Ee, 



d 


e j 


hjXi 


dxp 


( x iljk) £kim&m 


ou ainda, efetuando a soma sobre £, de modo que resta apenas o termo em 
que l = j, 


V • (T x r) 



8 


dxj 
i,j,k 3 


(XjT jk)£kirn& 


m 


A grandeza acima pode ser reescrita como 




V • (T x r ) 



Xn 


dTjk v—v _ dx 


^ 9Xn 
lyjyk 3 


~£kim&m + T 


jk 


dXj 

h3>k 3 


£kim&m 


Como as coordenadas retangulares sao independentes entre si, a derivada 
parcial de uma com relagao a outra e nula quando elas sao diferentes, caso 
contrario, ela tern valor unitario, isto e, 
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Alem disso, como e facil verificar da definigao do tensor de Levi-Civita, ele e 
um tensor anti-simetrico pela permutagao de dois indices, ou seja, 



Obtemos, portanto, 




V • (T X r ) 


^ ^ p. £ikm&m 4 “ ^ ^ T jk$i jEkim&m 

hjyk ij>k 


ou, efetuando a soma em 




V • (T Xr) 


^ ^ ^ ^ T ik£kim& 


dXj 

ij,k 3 


m. 


i,k 


A segunda somatoria e, na realidade, nula. Quando i = fc ou i = m ou fc = m, 
o tensor de Levi-Civita e nulo. Restam apenas os termos em que todos os tres 
indices sao diferentes. Por exemplo, se m = 3, temos os termos 


T 12^123 + T21&213 — T12 — T21 

O termo acima e nulo, pois o tensor das tensoes de Maxwell e simetrico, ou 
seja, 



e essa anulagao ocorre para todas as outras componentes da segunda so¬ 
matoria acima. Resta, portanto, 


V • (T x r) 



dT jk 

OXj 


Comparando agora com a expressao 21.53, 



£ikm 
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vemos que 


V • (T x r) 


= —t x V • T 


ou, definido o tensor 


M = Txr (21.54) 


temos 


f x V • T = -V * M 


o que faz com que a expressao 21.50 se torne 



-V • M 


ou 


^- + V-M = 0 (21.55) 

at 

que e a lei de conservagao do momento angular para um sistema eletro- 
mecanico escrita na forma diferencial. Ela pode ser comparada com a lei de 
conservagao do momento linear 21.42, 



com a equagao de continuidade 12.21, 




e com a lei de conservagao da energia 21.18, 


du 

dt 


+ V-<S = 



Para obter a forma integral da lei de conservagao do momento angular, va- 
mos relacionar o momento angular total do sistema eletromecanico com a 
densidade volumetrica de momento angular, ou seja, 
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e vamos integrar a expressao 21.55 num volume V, isto e , 



m 

dt 


4 —> 


+ V • M 


dV = 0 


(21.56) 


ou 




' V-MdV 
v 


ou entao, 



1 I dV = - 
v 


M-ndA 



e agora, utilizando 21.56, achamos 


dL 

dt 


M-ndA 



(21.58) 


que e a lei de conservagao do momento angular total para um sistema eletro- 
mecanico escrita na forma integral. Vejamos agora uma aplicagao interessante 
da lei de conservagao do momento angular. 


Exemplo 21.5. Um problema interessante envolvendo a conservagao do mo¬ 
mento angular e uma variagao do paradoxo do disco de Feynman. Ele consiste 
em considerar um solendide muito longo, de raio Ren espiras por unidade 
de comprimento, que e percorrido por uma corrente i. Duas cascas cilmdricas 
tambem muito longas sao dispostas de forma coaxial com o solendide. Uma 
delas tern raio R a menor do que o do solendide, e flea, portando, dentro dele. 
A outra tern um raio Rb maior do que R, de modo que essa casca se situa 


5 Por completeza, o momento angular 


total eletromagnetico e dado por 


Lei = / lei dV 


V 


( 21 . 57 ) 
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por fora do solenoide. A casca menor tem uma carga Q distribuida de forma 
homogenea sobre sua superficie } ao passo que a casca externa tem uma carga 
—Q. A figura 21.4 ilustra o problema acima. 


Z A 





> 



Figura 21.4: Solenoide e duas cascas esfericas, 

para demonstragao da conservagao 
do momento angular. 


v 

A medida que a corrente que percorre o solenoide diminui, as cascas cilmdricas 
comegam a girar, adquirindo momento angular. A questdo que se apresenta 
consiste em explicar de onde veio esse momento angular. 

Para explicar o motivo do giro das cascas cilmdricas na experiencia aci¬ 
ma, precisamos necessariamente considerar o momento angular armazenado 
inicialmente nos campos. Ha uma densidade de carga na superficie da casca 
cilmdrica menor, dada por 


Q 

a = -——— 

2'KR a L 

onde Leo comprimento das cascas e do solenoide. Utilizando a lei de Gauss, 
e possivel determinar o campo eletrico na regiao entre as cascas como sendo 
(veja o exercicio 21.6) 
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£ 


Q 


2neo Lp 


P, 


R a ^ P ^ Rb 


Note que dentro da casca menor e fora da casca maior o campo eletrico e nulo 
O solenoide produz, no seu interior, um campo magnetico dado por 14.8, 


- N fj,Qi k f 

B = —-— = fj, ora k, 

Jj 


p^R 


que corresponde ao campo Tl 


H = n\ k, 


p ^ R 


Assim, a densidade volumetrica de momento linear, dada por 21.30, 


Pel = COMO'S = CopoS x H 


ou seja, 


ou 



Cq/4) 


Q j 

-P 

X 

ni k 

2'kcqLp 





A densidade de momento angular eletromagnetico e dada por 21.48, 


ou seja, 


ou 



= ? X Pel 



PoQni * 
2nLp 



de modo que o momento angular eletromagnetico armazenado nos campos e 
dado pela expressao 21.57, 
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r e , dv 



ou 




Mo Q —kpdpdddz 

27 tL 


ou seja, 




27 tL 


e entao, 



jxoQn\(B? - R 2 a ) p 

2 


(21.59) 


que e o momento angular total do sistema antes de a corrente ser alterada. 
Quando a corrente diminui, ocorre uma variagao do fluxo magnetico atraves 
da area do solenoide e aparece uma corrente induzida e um campo eletrico 
induzido, que descreve circunferencias em torno do solenoide. Esse campo 
pode ser obtido por intermedio da lei de Faraday 18.6, 


</ £-d£ = —t- / B-hdA 

Jc dt Js 

lembrando que o campo magnetico so existe dentro do solenoide. Quando 
estamos fora do solenoide, a expressao acima fica, considerando uma circun- 
ferencia de raio p como curva de integragao, 


d f 

0 • pdd 0 — —r / IM)nx k • k dA 

dt Js 

ou, como £f e constante nessa curva de integragao, 

d 

^ = ~it 




ou ainda, 
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d_ 

dt 


r o" 

ujbunmR 


ou entao, 


e, vetorialmente, 



/ iquR 2 di 
2 p dt 



po nR 2 di 

2 p dt 




Note que, como a corrente diminui, f t e negativo, o que faz com que o campo 

eletrico oriente-se no sentido do versor 0, como pode ser confirmado mediante 
a aplicagao da lei de Lenz ao sistema. Na regiao interna ao solenoide, deve- 
mos ter cuidado com o fluxo magnetico que atravessa a area definida pela 
circunferencia, pois ele e uma fragao do fluxo magnetico total. Temos, entao, 



2n 

A A 

fiQni k * k pdpdO 


ou 



27Tpioni 



ou ainda, 


e, vetorialmente, 


Sd 


Sd 


po np di 
2 dt 


ponp di 

2 dt 


A 

e , 


p ^ R 


O campo que age na casca cilindrica menor vale 


- ponRa di ~ 

Sd = - 2 ~dt e 


2 dt 
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e produz uma forga eletrica sobre uma carga elementar dQ na casca, dada 


por 


dFd — dQ8d 


sendo que dQ — odA — a R a dOdz , ou seja, 


dF d 


crfionRa dOdz di * 

u 


2 


dt 


resultando nura torque elementar dado por 


dTd = r x dFd = ( R a P + 2 k) x 


cr/ionR?, dddz di 


2 


dt 


e 


ou 


dT d 


afionRdOdz di 


2 


dt 


(R a k- z p) 


de modo que o torque total e dado por 




L 

2 



27r 


crponRA dOdz di 


2 


dt 


(R a k- z p) 


ou 


T d 


crponRa di 


2 


dt 


(2n) 


A 

R a zk 


2 


p 


L 

2 


L 

2 


o que resulta em 


T d 


o di 

cr {lomr R a L— k 


ou, como 


a 


Q 


2irLR a 


ficamos com 




Q 


2tt LR a 


_•> di - 

p 0 nirR a L— k 
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ou 


T d 


Ql^onR 2 di 


2 


dt 


k 


0 torque esta relacionado ao momento angular mediante 


T 


dl 

dt 


ou, de outra forma, 


- r - r 

L- L 


0 


T dt 


o 


Considerando que o momento angular inicial das duas cascas e nulo e que a 
corrente diminui ate se anular, o momento angular final da casca interna e 
obtido por meio de 


t 


•-d 


QuonRl di ^ 


o 


2 


dt 


ou 


L d 


Qjj,onR 2 a 

2 


o 


k 


d\ 


X 


de modo que 


L _ f 

d 2 


O campo eletrico induzida na casca cilmdrica externa vale 


( 21 . 60 ) 




/io riR 2 di 
2 dt 


e 


e a forga eletrica correspondente e, lembrando que dQ f = cr ! dA = a f Rbdddz , 


onde a r e a densidade superficial na casca externa, 


dF f = dQ’S 


a'/jbonR 2 dddz di - 

u 


2 


dt 


resultando num torque elementar dado por 
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dft = fx dFf = (RbP + zk)x 


o' uquR? dddz di ~ 


2 


dt 


0 


ou 


dT f 


a'ponR 2 dddz di 


2 


dt 


(R b k - z p) 


de modo que o torque total e dado por 


T 


/ 



2tt 


a' pquR? dddz di 


2 


dt 


(R b k- zp) 


ou 


T/ 


a' ponR 2 di 


2 


dt 


(2?r) 


R b z k 


2 


P 


L 


L 

2 


o que result a em 


T/ 


/ t~i2 t~> r r 

a no nixR R^L— k 

dt 


ou, como 


(7 


/ 


Q 


27 rLRb 


ficamos com 


T 


/ 


27 t LRb 


Q n di « 


dt 


de modo que o torque torna-se 


- QiianR? di - 

T/ = —--k 


2 


dt 


o que faz com que o momento angular adquirido pela casca externa seja 


L 


/ 


Qli^nR? di - 


o 


2 


dt 


k dt 
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ou 


L 





e entao, 

l f : pnR 2 \^ (21.61) 

Note que os momentos angulares dados pelas expressoes 21.60 e 21.61 sao 
momentos angulares mecanicos. A soma desses dois momentos angulares vale 

f QiiqtlR i - 

L d + L/= - k - k 

ou, como L mec = l d + Cf e o momento angular mecanico total do sistema, 

r Q^nx{R 2 a - R 2 ) r 

*-mec — n ^ 


que pode tambem ser escrito como 

Qix 0 ni(R 2 - Rl) « 

i-mec — 2 K 

que e igual ao momento angular inicialmente armazenado nos campos, dado 
pel a expressao 21.59, 



HoQnijR 2 - Rp ^ 

2 


ou seja, 


Lmec, final Lei, inicial 

Note que inicialmente nao ha momento angular mecanico porque as duas 
cascas estao paradas, e que no final nao ha momento angular eletromagnetico 
porque o campo magnetico se anula. Assim, podemos escrever 


Lmec, final “h 9 Lei, inicial d" 9 
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e como ci soma do momcnto angular niGcanico com o ©iGtromagnctico rcsulta 
no momento angular total do sistema eletrornecanico, temos 



e o momento angular total do sistema e conservado. No caso do momento an¬ 
gular, nao ha nenhum momento angular “escondido”, e as cascas cilindricas 
efetivamente giram. No caso do momento linear, se urn sistema nao esta se 
movendo num referencial inertial, seu momento linear total (a soma dos mo- 
mentos totais mecanicos e eletromagneticos) deve ser nulo, mas no caso do 
momento angular nao ha essa necessidade, e a proxima segao inicia justamente 
com a discussao de um caso em que nada se move, nem gira, nao ha correntes 
e, mesmo assim, existe um momento angular armazenado nos campos. 


21.5 Quantizagao da Carga Eletrica e Monopolos 

Magneticos 

Uma das grandes questoes da Fisica atual e o motivo da quantizagao 
da carga eletrica, que so se apresenta, na forma livre, em multiplos inteiros 
da carga eletrica de um eletron, lembrando que dentro dos protons e neutrons 
existem quarks, os quais tem cargas fracionarias de valores (em modulo) \e 
e |e, mas que nao podem ser encontrados fora dos nucleos atomicos. Nao ha, 
em princfpio, pelo menos com o nosso conhecimento atual, nenhum motivo 
para que a carga eletrica nao possa ser observada em qualquer quantidade, 
o que faz com que hipoteses para explicar esse fato sejam desenvolvidas. A 
mais relevante delas foi proposta, de forma teorica, por Paul Dirac, em 1931, 
e envolve a suposigao da existencia dos monopolos magneticos. Assim, se as 
cargas magneticas existirem na Natureza, a quantizagao da carga eletrica (e 
da carga magnetica, como conseqiiencia imediata) e automaticamente expli- 
cada. A argumentagao de Dirac e relativamente complexa, e vamos introduzir 
aqui o assunto de uma forma um pouco diferente, estudando um problema 
interessante. 


Exemplo 21.6. Um dipolo de Thomson e um sistema formado por uma car¬ 
ga eletrica Q e um monopolo magnetico Q, separados por uma distancia d. 
ambos estaticos. 0 campo eletrico produzido pela carga eletrica Q e dado por 
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£ = Q r-f Q 
47 re 0 |r — tqI 3 

enquanto o campo magnetico produzido pelo monopolo e, fazendo as devidas 
equivalences, 


g_ Mo Q r-rg 

4tt |r — rg| 3 

Vamos determinar o momento angular armazenado no campo eletromagnetico 
desse sistema. 

Para simplificar o problema, vamos colocar a carga eletrica na origem, 
de modo que vq — 0, e assim o campo eletrico torna-se 

- Q r _ Q y 

47reo r 3 47reo r 2 

O monopolo magnetico pode ser colocado na posigao vq. Assim, temos 


ou, definindo 




r — vq 



R 


r 


r Q 


temos 


B 


PoQ R 


A densidade volumetrica de momento angular e dada por 21.48, 


lei = rx p el ■ eoporx S = eopofx (8xH) 
de modo que, substitui'ndo o campo eletrico, temos 


lei = Moeor x 



xH 


ou 
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Pela expressao 1.19a, temos 



o que faz com que possamos escrever 


r x 



(r • n )r — (r • f )7? 


(21.62) 


ou 



(r-H)r-H 


(21.63) 


Para reescrever a expressao acima de uma forma mais apropriada, precisamos 
mostrar que 


(2-V)/(r)f = 



o que e feito em seguida. 


(21.64) 


Demonstragdo . Para mostrar a relagao 21.64, vamos utilizar coordenadas es- 
fericas. Nesse caso, temos 



e 

d 0 d 4> d 

^ * dr + r 36 + r sen 6 3<j> 

de modo que temos 

3 6 3 4 > 3 

dr r 39 r sen 6 3<p 



ou 
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Assim, temos 



a$ d 

r d9 



a<t> d 

r sen 0 d<p 


(S. V)/(r)f 


d CLQ d 

&r - -1-77T + 


^(j) 


d 


dr 


r dd r sen 6 d(j) 


f(r)r 


Note que /(r) depende apenas de r. Alem disso, o versor r tem derivadas com 
relagao a 9 e <fi (veja a pagina 823 do Volume I). Ficamos, portanto, com 

^ df „ , agf(r)d r a+ftr) dr 
{a ■ V)/(r) r = a r — r H-— + 


dr 


dO 


rsenO d(f) 


ou 


x~j\ I?i 9f . Q .0 f (r) * o^/(r) 

(a * V)/(r) r = a r — r H-0 H— -- sen# cp 


dr 


r 


rsenO 


ou ainda, 


a a 

^ < 9 / - , t ( ^ 0 + a <? 4> 

(a • V)/(r) r = a r — r + /(r)- 


Agora, temos que 


a \ a a 

a • r)r = a T r 



A A 

a — (a • r)r = a# 0 + 4> 


de mo do que 


(a-V)/(r)f = 



(a - r)r + f(r) 



que e a relagao 21.64, como queriamos demonstrar. 



Utilizando a relagao 21.64, e considerando f(r) = 1 e a = 7i, temos 


262 


21. CAMPOS ELETROMAGNETICOS, IV: LESS DE CONSERVAQAO 


(it- v)f = l[w- (H-f)f] 


OU 


7?-(7?-r)f = (7?- V)f 


Retornando para 21.63, achamos 


x[ 


r x 


n] 


(•n • v)f 


e, utilizando essa expressao em 21.62, obtemos 


Ui 


4 7i"r 


(H * V)f 


ou 


lei 


Q_ 

47T 


(jB * V)f 


O momento angular eletromagnetico total vale 


Lei = / <el dV 

v 


ou 


Lei 


V 


Q_ 

Air 


(B-V)rdV 


e entao, 


Lei 


Q_ 

Att 


(B-V)rdV 


v 


Agora, utilizamos a relagao 1.64b 


(V-C+C- V)BdV = <f B(C 

v Js 


de modo que, fazendo B = r e C — B, temos 


ns) dA 
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ou 



e assim. 


Como 


' (B-V)rdV= <p y(B • h s ) dA — [ (V-B)rdV 

V Js Jv 


Lei = T~ [ (V-B)rdV-O- l v{B-h s )dA 

4?r Jy 4lX J S 


B 


MoQ r 

4n R 3 


e, da equagao 4.18, 



temos 


V • B = 47 tS(R)^ = fioQ8(R) 

47T 

Alem disso, ns = f $• Substituindo todas as expressoes acima na equagao do 
momento angular, temos 


L 




f fjL 0 Q6(R)rdV- 

v 



r 



voQ R 

4rr R 3 




ou, lembrando que a fungao 5(R) faz com que R deva ser avaliado em R — 
r — VQ = 0, ou seja, em r — fq, temos 

r A j oQQ - noQQ f „Rcos6 

Ul = — ra -l6^T s r -R^ d ' 4 

ou, como a definigao do angulo solido dQ e dada por 



cos 8 dA 

R? 
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ficamos com 


c nQQfe _ mQQ f t dQ 

47T tq 167r 2 Js 

A integral acima e na verdade nula, ja que o versor r e orientado na diregao 
radial e tem uma media angular nula (veja o exercicio 21.7). Resta, portanto, 

r _ l^oQQ rQ 

el 47r ro 


cujo modulo e 



Mo QQ 

Air 


Note que o momento angular orienta-se na diregao do vetor fg, ou seja, apon- 
ta da carga eletrica para o monopolo magnetico. Alem disso, esse momento 
independe da distancia entre a carga eletrica e o monopolo. Em Mecanica 
Quantica, o momento angular e encontrado em unidades semi-inteiras de h , 
de modo que temos, portanto, 



ou 


= n h (21.65) 

2?r 

onde n — 1,2,..., o que indica que a carga eletrica, e a magnetica, sao 
encontradas apenas em valores discretos. Assim, a existencia de monopolos 
magneticos (de fato, a existencia de um unico monopolo no universo) explica 
o fato de a carga eletrica se apresentar apenas em quantidades multiplas da 

carga do eletron. 

E interessante ressaltar que a discussao acima e apenas uma das for¬ 
mas de apresentar a quantizagao da carga eletrica. Um outro modo, tambem 
interessante, consiste em considerar o potencial vetor magnetico A, Confor- 
me vimos anteriormente, supondo a existencia de um monopolo magnetico 
localizado na origem, o campo magnetico gerado por ele e dado por 

^oQ_L 

47r r 2 
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Lembrando que B = Vxi, uma possivel expressao para o potencial vetor 
magnetico que gera o campo acima e 

r_ MoQ(l - CQS 

47rr sen 8 

conforme podemos demonstrar explicitamente, considerando o operador V 
em coordenadas esfericas, de modo que temos 




r 

r sen 8 







como A = Aft, </>. temos apenas 


B=VxA= 


r 

r sen 8 



/j.oQ(1 - cos 0) 

send —---— 

47rr ) sen 8 



\ 


d 

VoQ (1 - cos 9)' 


dr 

rp - 

Attt sen 8 

j 


ou 


ou ainda, 



r //o Q sen 8 
r sen 8 An rr 


B 


Vo Q . 

- f 

47r r 2 


que e o campo magnetico do monopolo magnetico. O problema com o poten¬ 
cial vetor 21.66 e que ele e singular em 8 = 7r, ou seja, no eixo z negativo. 
Assim, para a regiao do eixo z negativo e preciso utilizar uma outra expressao 
para A para obter o campo magnetico B. Partindo da expressao ja conhecida, 
podemos utilizar as seguintes equagoes: 
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MoQ( 1 - cos 9) 


Airr sen 9 




9 < 7r — a 



AioQ(l + cos0) 
47r r sen 9 



9 > a 


(21.67a) 

(21.67b) 


O potencial vetor Aj pode ser utilizado em todo o espaQO exceto num cone 
de abertura ir — a em torno do eixo z negativo, ao passo que An pode ser 
empregado para calcular o campo magnetico B em todo o espago exceto num 
cone de abertura a em torno do eixo z positivo. Ambos sao responsaveis por 
produzir o mesmo campo magnetico B y que e o campo do monopolo magnetico. 

Na regiao a < 9 < n — a, os dois potenciais podem ser utilizados. o que 
indica que eles devem estar relacionados por uma transformagao de calibre 
do tipo dado pela expressao 20.6, 


A f ~ A + VA 


Para determinar A, observamos que 


An ~ Ai - 


iqQ(1 + cos 9) ^ 
47rr sen 6 


/i 0 Q(l - cos 9 ) 
47rr sen 9 


4 > 


ou seja, 


An = Aj — 


Mo Q 

2nr sen 9 



de modo que identificamos 



2irr sen 9 



Agora, em coordenadas esfericas, temos 


a 



<fi dA 

r sen 9 d(j) 


ej> dA 

r sen 9 d<p 


no Q 

2irr sen 9 


<t> 


o que indica que 
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ou 


<9 A _ noQ 

d(j) 2rc 

e entao, por meio de uma integragao elementar, 

. _ /to Q4> 

2tt 

Quando uma particula de carga Q fica sujeita ao campo magnetico do mo¬ 
nopolo magnetico, sua fungao de onda quantica depende do calibre utilizado. 
Assim, na regiao em que qualquer uma das formas 21.67 pode ser^utilizada, a 
particula e descrita por ipj quando utilizamos o potencial vetor Ai, e por ipn 
quando An e considerado. A relagao entre elas e dada por 20.212 (consulte 

a segao 20.8), 


0j/(r, t) = exp 



'ip I (A t) 


e assim, 


ip 11 (r, t) - exp 


in.pQQ<P 

27 xh 


ipl(r, t) 


Agora, devemos levar em consideragao o fato de que tanto tpi quanto ipu 
devem ser unfvocas em se tratando do angulo 0, o que significa que as fungoes 
para 0 = 0 e 0 = 27r devem ser iguais. Para 0 = 0, temos 


0//(r,i) 


exp 


i^oQQ ■ 0 

27 tH 


ip I (r, t) - ip! (f, t) 


Para 0 = 27r, achamos 


tpliirA) 


exp 


i^oQQ(2Tr) 

2-nh 


ipi(f, t) 


ou 


ip 11 (r, t) 


exp 


il-ioQQ 


h 


0/(r, t ) 
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No entanto, como demos uma volta completa no angulo </>, e preciso que a 
exponencial tenha valor unitario, ou seja, 


exp 



o que so ocorre quando 


HoQQ 

n 


2im 


sendo que n e um numero inteiro. A expressao acima pode ser reescrita como 


27r 

que e a expressao 21.65, obtida agora de uma outra forma, devida a T. T. 
Wu e C. N. Yang. Podemos partir agora, finalmente, para uma discussao 
simplificada da quantizagao de Dirac. Para Dirac, um monopolo pode ser 
entendido como sendo o final de uma linha de dipolos que se estende ate o 
infinito ou o final de um solenoide de raio R bastante pequeno e cujas espiras 
estao bem justas umas as outras. O solenoide, assim como a linha de dipolos, 
tambem se estende ate o infinito. As duas interpretagoes sao apresentadas na 
figura 21.5. 

O potencial vetor magnetico de um dipolo magnetico situado na origem 
e dado pela expressao 16.23, 



Ho m x r 
Air r 3 


de modo que, em geral, para um dipolo elementar localizado em r', temos 


dA 



Agora, na segao 15.10.1 definimos operacionalmente a intensidade de polo 
magnetico |S| como sendo dada pela expressao 15.71, 



onde |S| faz o papel da carga magnetica, se ela existisse isolada. Como estamos 
supondo que isso seja possfvel, entao podemos escrever, para o nosso caso, 
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Figura 21.5: Duas representatives para o monopolo 

magnetico. A esquerda, o fim de uma 
linha infinita de dipolos. A direita, o fim 
de um solenoide infinito. 


m = |Q| d m 

de modo que um elemento de dipolo magnetico pode ser escrito como 

dm = Qd£ 


sendo Q o valor positivo da carga magnetica que forma o dipolo. Assim, o 
potencial vetor magnetico desse dipolo elementar fica 


clA 




3 


O potencial vetor gerado pelo monopolo magnetico da figura 21.5 e dado pela 
integral da expressao acima, considerando a curva C descrita pela linha de 
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dipolos ou pelo solenoide ligado ao monopolo, ou seja, 



( 21 . 68 ) 


Esta expressao fornece o potencial vetor magnetico em todos os pontos do 
espago, com excegao dos pontos pertencentes a curva C, quando entao ele 
e singular, como vemos em seguida. Vamos supor, para simplificar, que o 
monopolo esteja localizado na origem e que a curva C se estenda pelo eixo z 
negativo. Assim, esperamos obter o potencial vetor dado pela expressao 21.66, 


X /JoQ(l-cosfl) - 

— -j ~ <P 

47 rr sen 0 

o qual, como ja dissemos, e singular em 9 = 7r, isto e, o eixo z negativo. Para 
realizar a integragao, vamos precisar das grandezas 


d£ = dz k 



r 


r 


x\ + y] + (z 


r 


r 


t 


\/x 2 + y 2 -f (z 



di x (r — r l ) = 

d£x (r — f / ) = 


. A A A 

(dz k) X x i + y j + (z — 

A A ^ 

(rcj - yi)dz 



Assim, achamos 



o 


—oo 


(xj — U i)dz' 


x 2 + y 2 + (z 



3 

2 


OU 



A A 

A*oQ(xj -yi) 

47r 


o 

dz ! 


—oo 




3 

2 


Fazemos agora uma troca de variaveis, dada por 
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e obtemos 


ou 



^oQ(xj -y i) 

47T 




A A 

lM)Q{xj - yi) 

47T 



OO 




Agora, fazemos mais uma troca de variaveis, definindo 



Da relagao acima, temos 



de modo que achamos 


tgai 


X- 



tg 012 


x z + y 

OO 

x 2 + y 



OO 


o que indica que a 2 = f • Voltando a integral, temos 


Ac 


MoQ(xj 


47T 



7 r 
2 


v/ a; 2 + y 2 sec 2 a da 


[(.t 2 + y 2 )(l + tg 2 a)_ 


- 3 
2 


OU 
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sec 2 a da 
sec 3 a 


e entao, 



A A 

voQjxj -yi) 

4n(x 2 + y 2 ) 


/ 2 

f cos o: aa 

C*! 


de mo do que 



A A 

MoC(zj - yi) 

47r(x 2 + y 2 ) 


[ 


sen a 


2 

G!l 


ou 



A A 

wQ(a:j -yi) 

47r(x 2 + y 2 ) 



— sen a\ 


Como 


temos 



z 

sen ai = —===== 

\Jx 2 + y 2 + z 2 


e assim, 



z 


\/x 2 + y 2 + 



Agora, lembramos que as coordenadas retangulares estao relacionadas as co- 
ordenadas esfericas atraves de 1.35, 


x = r sen 8 cos <fi 
y — r sen 6 sen (f) 
z — r cos 8 
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alem de termos, por 1.36a, 



sem esquecer que, por 1.38, 

a A A 

i = sen 9 cos <p r + cos 9 cos (p 0 — sen <p <P 

A A A 

j = sen 9 sen <p f + cos 6 sen <pd + cos <p <p 
k = cos Or — sen 9 0 


Em coordenadas esf ericas, o potencial vet or torna-se 



ou 



HoQ 1 - cos 9 
47r r sen 2 9 

l sen 2 9 cos <p sen <fi r + sen 9 cos 9 cos (p sen <p 0 + sen 9 cos 2 <p cp 


A 2 

sen 2 9 sen <b cos cj> ? — sen 9 cos 9 sen cos 4>0 + sen 9 sen q> 



ou ainda, 

Ac = wQ(i-c°^) j 

Airr sen 9 

que e o potencial vetor 21.66, conforme esperavamos. Note que ja demons- 
tramos que esse potencial origina corretamente o campo magnetico de um 

monopolo magnetico. 

Considerando que o potencial vetor 21.68, 



1 d£x 
c 




/ 



produza o campo magnetico de um monopolo magnetico, surge a questao da 
arbitrariedade da localizagao da curva C que descreve a linha de dipolos ou o 
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solenoide que termina no monopolo. De fato, o campo magnetico do monopolo 
nao pode depender da localizagao dessa curva, o que indica que, utilizando 
uma curva C', teriamos 



que produz um potencial vetor diferente, mas o mesmo campo magnetico. Isso 
pode ser facilmente entendido se subtrairmos um potencial do outro, ou seja, 


ou 







onde a integral agora e num percurso fechado definido pelo contorno formado 
pelas curvas C e C", conforme se ve na figura 21.6 abaixo. 



Figura 21.6: Duas curvas C e C f e area definida por elas. 

A integral acima ja foi efetuada no exemplo 16.10. Partindo da equagao 16.37, 
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e comparando com o resultado dado pela equagao 16.35, 


B 



onde fleo angulo solido subentendido pela area S quando vista pelo ponto 
de observagao P (veja as figuras 16.7 e 21.6), vemos que 


de forma que 



Ac — Ac ~ 



(21.69) 


ou 




ou ainda, 



Comparando essa expressao com a relagao 20.198, 


A' = A + VA 


vemos que usar uma curva C particular corresponde apenas a usar um deter- 
minado calibre para o potencial vetor magnetico, o que mantem os campos 
inalterados. A transformagao de um calibre noutro e dada pela fungao 

_ /iqQR 
4t r 

e, de acordo com a segao 20.8, a fungao de onda quantica de uma particula 
sujeita a um campo eletromagnetico mantem-se invariante frente a uma trans¬ 
formagao de calibre se ocorrer (veja a equagao 20.212) 
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= exp 



0c {r, t ) 


e assxm, 


0C' (r, t ) = exp 


iHoQQfl 

AttH 


0C (r, t) 


Quando a particula atravessa a superficie S da figura 21.6, o angulo solido 
varia abruptamente de 47T. Assim, temos que ter 


exp 


i^oQQ(Q + 47r) 

47 xh 



~iHo QQfl' 

— exp 

Airfo 

L J 


para manter a unicidade da fungao de onda. A expressao acima pode ser 
reescrita como 



yj-oQQQ' 


it^oQ Q* 


i^o QQ& 

exp 

47 xh 

exp 

h 

= exp 

47 rh 


ou 


exp 


ipoQQ 

ft 



o que leva a 


n 


2irn 


sendo que n e um numero inteiro. A expressao acima pode ser reescrita como 


2i r 



que e a expressao 21.65, obtida por meio da argumentagao de Dirac. Note que 
ela esta baseada na invariancia dos campos atraves de uma transformagao de 
calibre, na independence das grandezas observaveis da posigao da curva C 
descrita pela linha infinita de dipolos ou pelo solenoide infinito que termi- 
na no monopolo magnetico, e tambem nas propriedades de transformagao e 
unicidade das fungoes de onda quanticas. 
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A discussao acima acerca da quantizagao da carga eletrica e magnetica 
encerra nosso estudo a respeito das leis de conservagao relacionadas aos cam- 
pos eletromagneticos, Podemos agora passar ao nosso proximo assunto, as 
ondas eletromagneticas. 


21.6 Exercicios 


21.1 Mostre que a relagao 21.7, 


dB 

dt 




permanece valida mesmo quando Jl e visto como um tensor, e o ma¬ 
terial e anisotropico. 


21.2 Obtenha a expressao 21.25 seguindo os passos que levam a expres- 

sao 21.24. 


21.3 Determine a forga magnetica entre os dois hemisferios de uma cas- 

ca esferica de raio R carregada com uma densidade superficial ho- 
mogenea a e girando com uma velocidade angular u;, utilizando o 
tensor das tensoes de Maxwell. 


21.4 Demonstre a expressao 21.34, 


B(V-B)-Bx(VxB) 





21.5 Obtenha as formas macroscopicas das leis de conservagao de energia 

e momento linear em termos de S, V, B e H. Em particular, mostre 
que a densidade de energia e dada por 



1 

2 


(S -V + B-H) 
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21.6 

21.7 


e que 


Pci = P x 23 


Determine o campo eletrico produzido pelas cascas cilmdricas do 
exemplo 21.5. 


Most re que a media angular do versor r, 



e nula. Sugestao: transforme r para coordenadas retangulares. 



Parte VI 


RADIACAO 




Capitulo 22 


Ondas Eletromagneticas, I: 

Propagagao de Ondas 

lJ ma das principals conseqiiencias das equagoes de Maxwell e a pre- 
visao da existencia de ondas eletromagneticas relacionadas com as variagoes, 
ou ondulagoes, dos campos eletromagneticos. Tais ondas tern caracteristicas 
especiais que as diferenciam das ondas mecanicas numa corda ou das ondas 
sonoras, por exemplo, pois nao necessitam de um meio de propagagao que de 
suporte a elas. Por outro lado, alguns aspectos sao comuns a todas as ondas, 
como a possibilidade de transferir energia de um ponto a outro sem trans¬ 
ference de materia. Assim, iniciaremos nosso estudo apresentando algumas 
propriedades gerais associadas com ondas. Note que as ondas eletromagneticas 
sao um assunto de grande relevancia tanto do ponto de vista cientifico como 
tecnologico, pois grande parte de nossa interagao com o ambiente que nos cer- 
ca e realizada atraves de algum tipo de onda eletromagnetica. As transmissoes 
de radio e televisao e o calor que chega ate nos (na forma de radiagao infra- 
vermelha) vindo do Sol sao apenas dois exemplos de ondas eletromagneticas. 
De fato, nosso principal sentido fisiologico, a visao, e o nosso mais importante 
meio de obtengao de informagoes acerca do mundo ao nosso redor, e ele esta 
baseado na interpretagao da luz visfvel que chega ate nos, e que e apenas mais 
uma forma de onda eletromagnetica. 
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22.1 Equagao da Onda e Conceitos Iniciais 


Para estudar ondas eletromagneticas, precisamos inicialmente definir 
alguns termos, que aparecem na figura 22.1. 



Figura 22.1: Altura y de uma onda numa corda como fungao: 

a) de x. e definigao do comprimento de onda A; 

b) de e definigao do perfodo T. 


Definigao 22.1. O comprimento de onda A e a distdncia espacial que separa 
dois pontos consecutivos de uma onda que tern a mesma configuragdo espacial 
Isto ocorre com os dois pontos a, que sao chamados cristas, os dois pontos b, 
que sao chamados vales } e os pontos c, como mostra a figura 22.1. a. Entre um 
ponto a e um ponto b } existe uma diferenga de meio comprimento de onda f 
ou Define~se tambem o numero de onda k como sendo 



2?r 

T 


Definigao 22.2. 0 perfodo T e o intervalo de tempo que separa dois pontos 
consecutivos de uma onda com a mesma configuragdo temporal. Observando 
a figura 22.1.b, vemos que os pontos a } os pontos b e os pontos c apresentam 
a mesma configuragdo temporal, e o intervalo de tempo entre eles e T . Entre 
um ponto a e um ponto b, o intervalo de tempo e meio periodo, ou ~. 
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Definigao 22.3. A freqiiencia v 6 o numero de vezes que a onda passa por 
um certo ponto na unidade de tempo. Elo e no verdade o inverso do penodo , 

ou seja, 



1 

T 


Define-se tambem a freqiiencia angular u por 



2ru 


Alem disso, a velocidade de propagagao da onda e dado por 



Definigao 22.4. 0 valor mdximo, em modulo, que a variavel y pode assumir 
e chamado amplitude A. 


As ondas podem ser classificadas em longitudinais, quando a vibra§ao 
ocorre na mesma diregao da propagagao, como no caso do som, ou transver¬ 
sals, quando a vibragao ocorre numa diregao perpendicular a de propagagao, 
como no caso da luz. Alem disso, as ondas podem ser mecanicas, quando preci- 
sam de um meio material para se propagar, como e o caso de uma onda numa 
corda, ou eletromagneticas, quando o meio de propagagao e desnecessario, 
caso de todas as formas de luz e radiagao eletromagnetica. 

Antes de obter uma equagao diferencial que descreva as ondas eletro- 

* 

magneticas. vamos deduzir uma forma mais simples para essa equagao, consi- 
derando uma onda mecanica numa corda. Partimos de um pequeno segmento 
dessa corda, como mostra a figura 22.2. Nessa figura, temos uma visao muito 
ampliada de um pequeno segmento da corda. Essa corda esta presa pelas ex- 
tremidades e e sujeita a uma tensao F grande, de forma que, em repouso, ela 
fica bem esticada. Isso permite supor que a tensao e constante em todos os 
pontos da corda. Alem disso, vamos considerar que os deslocamentos trans¬ 
versals, ou seja, os valores de y, sejam pequenos, que e o que ocorre na maioria 
dos instrumentos musicais de corda (na figura, eles estao muito ampliados, 
para efeito de clareza). Com estas suposigoes, o tratamento matematico fica 
bastante facilitado, sem grande perda de generalidade fisica. 
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Figura 22.2: Visao ampliada de um elemento de comprimento 

dl de uma corda pela qual passa uma onda. 

Para efetivar o estudo, vamos considerar que o segmento d£ da corda es- 
teja sujeito as leis de Newton, ja que ele e efetivamente formado por particulas 
que estao sujeitas a essas leis. Assim, na diregao a:, a resultante das forgas 
deve ser 

F cos 9( x + dx ) - F cos 0 (a: ) 

No entanto, os angulos 6 sao muito pequenos (estao exagerados na figura, 
para clareza), e podemos aproximar os cossenos dos angulos pelo primeiro 
termo de sua serie de Taylor, que vale cos# w 1. Isto resulta em 

F cos 0( x +dx) ~ F cos 9( X ) « F - F = 0 

e assim, na diregao x , a resultante e nula e nao ha movimento acelerado nesta 
diregao, o que condiz com o fato de que a onda e transversal 1 . 

Vejamos agora a diregao y . Neste caso, a resultante e 

F sen Q( x+dx ) - F sen 6( x) 


1 O sistema poderia estar se movendo com uma velocidade constante na diregao x. Mas, 
neste caso, poderfamos considerar um referencial inercial que tambem se move com a mesma 
velocidade, e dai a corda estaria em repouso, na diregao x, neste referencial. 
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Como os angulos sao pequenos, poderiamos aproximar os senos dos angulos 
pelo primeiro termo da serie de Taylor do seno, que e sen # ~ #. No entanto, a 
tangente tambem tem como primeiro termo tg # ~ #. Entao, podemos aproxi¬ 
mar o seno pela tangente, ou seja, sen# ~ tg#. Isto e feito porque a tangente 
num dado ponto e igual a derivada da fungao neste ponto, o que torna esta 
substituigao mais interessante. Assim, lembrando que y = usamos 


sen # « tg # = 


dy = df{x y t ) 
dx dx 


o que resulta em 


Fsen6 {x+dx) - Fsen# (T) « F 


'df(x,ty 


1 - 

r* 

1_ 

dx 

x+dx 

dx J 


J X 


Lembrando que a definigao de derivada e 


dg(x) 

dx 


lim 

dx —>0 


g(x + dx ) - g(x) 


dx 


vemos que, considerando o termo entre chaves como g(x + dx) — g(x), este 
termo fica 2 


i 

0? 

I_ 


Qd 

IT 

i 

dx 

x~\-dx 

dx J 

~df(x,ty 


IT 

_i 

dx 

x-\-dx 

L ox J 


d 


X 


dx 


df(x, t ) 


dx 


dx 


-1 X 


d 2 f(x,t) 
dx 2 


dx 


Portanto, a resultante na diregao y e 


F sen 9( x+ dx) ~ F sen 0 (x ) 


ax 2 


que e uma aproximagao muito boa da forga que age sobre o segmento na di¬ 
regao y. Esta forga, pela segunda lei de Newton, e igual a massa do segmento 
vezes a sua aceleragao. A massa do segmento, considerando uma densidade 



2 Multiplicando a definigao da derivada por dx, e abstraindo o limite, temos 



= dx lim 


g(x 4- dx) - g{x) 


g(x 4- dx) - g(x) 


dx 


dx 


r^J 
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linear de massa fx constante, e dm = fxd£ : onde die o comprimento do segmen¬ 
ts. Da figura 22.2, podemos escrever dx = dicosQ. Como cos# ~ 1, dx « d£, 
e assim, 


dm = fxdx 

A aceleragao do segmento e a derivada segunda de y = /(#, £), que da a altura 
da corda, com relagao ao tempo, mantendo-se x fixo, ou seja, 


_ d 2 f(x, 

dt 2 

Reunindo todas as expressoes, temos a segunda lei de Newton para o segmento 
da corda, 






ou, fazendo as simplificagoes, 


d 2 f(x , t) _ fi d 2 f(x , t) 

dx 2 F dt 2 



que e a equagao da onda na corda, num referencial inercial (para que a 2^ lei 
de Newton seja valida) e num sistema unidimensional, pois a onda propaga- 
se apenas na diregao x. Esta equagao diferencial parcial governa todas as 
ondas que se propagam numa corda, desde que a tensao F seja grande e os 
deslocamentos transversais, pequenos. Alem disso, apesar de ter sido deduzida 
para a corda, esta equagao e absolutamente geral, valendo para qualquer onda 
unidimensional em qualquer meio. O que muda sao as condigoes auxiliares, 
que fazem com que ondas de varios tipos sejam possiveis, e a fungao /(#,£), 
que, no caso da corda, e a altura da onda, 

E interessante notar que a grandeza % na equagao 22.1 tern as seguintes 
dimensoes: 



M 

1 

i 

i— 1 

rp 2 

" 1 ; 

F_ 

M ' 

MLT " 2 ' 

" L 2 “ 

y2 
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ou seja, as dimensoes sao as mesmas do inverso do quadrado da velocidade. 

^ o 

De fato, a velocidade de propagagao da onda e dada pela expressao 



e, portanto, quanto mais esticada ou mais fina for uma corda, maior sera a 
velocidade de propagagao da onda. A equagao da onda, com esta definigao, 
fica 


d 2 f(x , t ) _ 1 d 2 f(x,t ) 

dx 2 v 2 dt 2 

e, em tres dimensoes, a equagao de onda homogenea torna-se 



V 2 /(r. t) - 


1 d 2 f(r,t ) 
v 2 




sendo que, em geral, a forma nao-homogenea da equagao da onda e 


~ ~2 8 f Qp ^ = i) (22.4) 

/ 

onde g{f % t) e o termo nao-homogeneo (o termo de “fonte”). E importante 
notar que as fungoes f(x^t) que podem ser solugoes de 22,2 tern todas a 
forma funcional 


/OM) = f(x - vt) 


:onforme podemos mostrar explicitamente, considerando as derivadas dessa 
fungao. Vamos definir y = x — vt. e iniciamos calculando 



df(y) dy 

dy dx 
dy dx 



3 A onda pode se propagar tanto para a direita como para a esquerda. Por isso, os dois 
sinais sao permitidos. 
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df_ _ df_ 

dx dy 



Alem disso, temos tambem 


d 2 f 

a 

\df 


dx 2 

az 

dx 


4 

a 

df 

dy 

4 

ay 

.dy. 

dx 

a 2 / 

_ d 2 f 



dx 2 

dy 2 

§• 


5/ 

df(y) dy 


at 

dy 

dt 


— 

df a , 

d^dt^ X 

- vt ) 

a/ 

df 

1 I 


at 

dy 



de mo do que 





dt 

d 

dy 


dt 


V 


df 


dy 


dy _ dt 






2 


Assim, achamos 

dx 2 v 2 dt 2 dy 2 v 2 dy 2 


ou 


_ JL^!Z = n 

<9x 2 u 2 dt 2 

que e a equagao de onda 22.2. Note que, como a velocidade aparece elevada 
ao quadrado na equagao de onda, solugoes do tipo 
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f(x, t ) = f(x + vt ) 

tambem sao solugoes possfveis para a equagao de onda, cuja solugao geral se 
torna 


f{x y t) = f(x — vt) + h(x + vt) (22.5) 

A expressao f(x — vt) considera o valor positivo de u, ao passo que h(x + vt) 
refere-se ao valor negativo. Assim, f{x—vt) indica uma onda se propagando no 
sentido positivo do eixo x com velocidade v , enquanto h(x + vt) esta associada 
com uma onda propagando-se com velocidade v no sentido negativo do eixo. 
Uma forma bastante importante para a fungao f(x — vt) consiste em 


f (x, t) — Acos\k(x 


v 


t) + 5 


( 22 . 6 ) 


em que o argumento do cosseno e chamado de fase , 5 e a constante de fase , k e 
o numero de onda e v — Xu e a velocidade da onda. Quando x — vt — ^ a fase 

r 

e nula, e esse ponto corresponde ao maximo central. Assim, ^ e a “distancia 
entre o maximo central e a origem da contagem dos tempos, ou seja, o atraso 
da onda em relagao ao infcio da contagem dos tempos. Lembrando que 



2t r 

T 


e que 



temos 


CJ 

k 



ou seja, 


uj — vk 

Assim, a expressao 22.6 pode ser escrita como 



f{x , t) — A cos {kx — cot + 5) 


(22.8) 
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A relagao de Euler diz que 

e ld = cos 9 + i sen 9 

Port anto, a parte real da exponencial complexa corresponde a 

= cos 9 

Assim, comparando essa expressao com a equagao 22.8, podemos escrever 

f(x,t) = &[Ae i{kx ~“ t+sy 

ou 

f{x,t) = ^.[Ae i5 e^-^' 

Vamos definir agora a fungao de onda complexa 

fix, t) = ae i{kx ~ wt) (22.9) 

onde a = Ae l ° . A fungao de onda f(x, t) e a parte real de $(x, t), ou seja, 

f(x,t) = 3?p(x,t)] 

Note que e mais facil manipular exponenciais do que senos e cossenos, por 
isso a forma complexa 22.9 e mais utilizada do que a forma 22.6. Apos obter 
e bastante simples considerar sua parte real para extrair f(x ) t ). 

A onda descrita pela expressao 22.9 se propaga na diregao do eixo x, 
e oscila na diregao j/, conforme mostra a figura 22.2, ja que estamos conside- 
rando uma onda em duas dimensoes. descritas pelos eixos x e y. Nesse caso, 
podemos escrever a fungao de onda de forma vetorial, mediante 

#(x, t) = ae i(kx - wt) j 

A 

em que a diregao de vibragao e indicada pelo versor j. Em tres dimensoes, uma 
onda transversal que se propaga na diregao z, conforme mostra a figura 22.3, 
pode vibrar em qualquer diregao perpendicular a diregao z. Como exemplo, na 

figura 22.3.a vemos a onda vibrando na diregao x, de modo que ela e descrita 
por 


b 
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Figura 22.3: Uma onda transversal propagando-se 

na diregao do eixo z vibrando na diregao 
x, em (a); na diregao y, em (b); e numa 
diregao qualquer indicada por um versor 
normal n, em (c). 


$ x (z, t ) = ae^ 2 -^ i 

ao passo que a onda representada na figura 22.3.b vibra na diregao y, sendo 
represent ad a por 


$y(z,t) = be i(fc *" wt) j 

em que b e um coeficiente em geral complexo. Por fim, a onda da figura 22.3.c 
vibra numa diregao indicada pelo versor ft da figura, que esta no piano xy e 
faz um angulo 9 com a diregao x. Note que 
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h • k = 0 


e que 

A A 

h = cos#i + sen#j 

A onda da figura 22.3.c pode ser escrita como 

3(z, t ) = ce i(fcz_wt) n 

sendo c um coeficiente possivelmente complexo. A expressao acima pode ser 
escrita tambem como 

t) = (cos 0 i + sen 0 j ) 


ou 


3(z, t) = (ccos Q)e i ( kz - U)t '* i + (csen^)e <(fcz-wt) j (22.10) 

o que indica que a onda transversal da figura 22.3.Cj que se propaga na diregao 
z e vibra na diregao definida pelo versor n, pode ser decomposta em duas 
outras ondas, uma vibrando na diregao x e outra na diregao y. Os vetores h e 

a 

k definem um piano, e esse piano e o piano de vibragao da onda. O versor n e 
chamado de vetor de polarizagao da onda e define a diregao em que ela vibra. 
0 angulo 6 e o angulo de polarizagao. Assim, qualquer onda propagando-se 
numa dada diregao pode ser considerada como sendo a combinagao de duas 
outras ondas, as quais vibram, ou estao polarizadas , nas outras duas dimensoes 
perpendiculares a diregao de vibragao. A onda da figura 22. 3. a esta polarizada 
na diregao x , enquanto a onda da figura 22. 3 . b esta polarizada na diregao y. 
Essas ondas sao chamadas de ondas linearmente polarizadas porque a vibragao 
ocorre sempre numa mesma diregao 4 . Note que a onda dada por 22.10 e 
formada pela combinagao de duas ondas linearmente polarizadas nas diregoes 
x e y que tem amplitudes diferentes, mas mesma fase, ou seja, elas estao se 
superpondo em fase, como pode ser visto se lembrarmos que c = Ce , e assim. 
escrevermos 

3(z,t) = (Ce iS cos0)e <(fc * -wt) i + (Ce i5 sene)e i(fcz_wt) j 


4 


A onda da figura 22.3.c esta linearmente polarizada na diregao n. 
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ou 





i + (C sen 9) e 




ou ainda, 


f(z, t ) = Cie i(fcz " u;t+<s) i + c 2 e i{kz -“ t+s) j 

A fase da onda e dada pelo argumento da exponential, e ela e igual para as 
duas ondas, de modo que elas estao em fase. Podemos ainda escrever 

# (z, t) = (Cl 1 + Cl ]) e Kkz-urt+6) 

como sendo a expressao mais geral para uma onda transversal linearmente 
polarizada. Quando 9 = j, G\ = C 2 . Quando 9 = 0, C 2 = 0 e a onda tem 
apenas a polarizagao na diregao ao passo que, quando 9 — a onda tem 
apenas a polarizagao y. 

A combinagao de duas ondas linearmente polarizadas com mesma fase 
(propagando-se na mesma diregao) produz uma onda linearmente polarizada, 
independentemente das amplitudes das ondas que estao sendo superpostas. 
Podemos estudar agora o caso de duas ondas linearmente polarizadas em 
diregoes perpendiculares entre si que tem fases diferentes, mas mesma ampli¬ 
tude. Tais ondas podem ser descritas, por exemplo, mediante 

%(z, t) = Ae i(kz - ujt+5 *'> i 



? y (z,t) = Ae^ 2 -^ 5 ^ j 

que pode ser reescrita, se considerarmos 5 y = 6 X + a, como 



ou 


t 



i(kz—ujt+5 x ) 



A superposigao das duas ondas linearmente polarizadas resulta em 
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J(Z, t) = ; (Z, t ) + 3y{z, t ) 


ou 



que pode ser escrita como 

§(z, t) = A (i + e ia j)e i ( fcz_wt+5 ») 

O caso particular mais importante da superposiQao acima corresponde a ter- 
mos a = ±5, ou seja, as ondas estao defasadas por um angulo de 90°. Nesse 
caso, temos 





cos 


, ft 


7T 

±- 

2^ 

+i sen 

zb — 

[ 2 J 



e a onda fica 



( 22 . 11 ) 


ou 

7{z^ t) = A(i ± i j) [cos (kz — ut + + i sen (kz — ut + 5 X )] 

o que resulta em 

—* A A 

3(z y t) = A cos (kz — ut + S x ) i + iA sen (kz — ut + 5 X ) i 

A A. 

it zA cos(/cz — ut + £ x ) j =F A sen(/cz — ut + j 
A onda fisica e obtida considerando a parte real dessa expressao, ou seja, 

-* A A 

f(z y t) — A cos (kz — ut + 5 X ) i A sen(fc 2 — ut + 5 X ) j 

que e formada pela superposigao de duas ondas, ou seja, 

f x (z, t) — A cos(kz — ut + 5 X ) 
f y (z } t) = -fA sen (kz — ut + 5 X ) 
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Note que, considerando um ponto fixo do espago, o vetor de polarizagao da 
onda dada por essas equagoes descreve um circulo a medida que o tempo 
passa, e o sentido de giro do vetor depende do sinal da componente Para 
ver isso, e apenas para simplificar, vamos considerar uma posigao do espago 
em que ocorra kz = — 5 X , de modo que ficamos com 

f x (z,t) = A cos cot f y (z,t) = ±A sen cot 

Quando f y tern sinal positivo, temos a onda 

f(z, t) = A cos cot i + A sen cot j 

que e representada na figura 22.4.a. O vetor de polarizagao dessa onda gira 
num circulo no sentido anti-horario com velocidade angular co quando a onda e 

observada no sentido eixo z positivo — origem. Essa onda e dita circularmente 

/ 

polarizada a esquerda , seguindo uma nomenclatura utilizada em Optica, ou 
uma onda com helicidade positive ja que a projegao do seu momento angular 



(a) (b) 


Figura 22.4: Diagramas para ondas circularmente polarizadas. Em 

(a), a onda e circularmente polarizada a esquerda (tern 
helicidade positiva). Em (b), ela e circularmente 
polarizada a direita (helicidade negativa). 


Quando f y tern sinal negativo, temos a onda 
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f(z , t) = Acosuti — Asenut j 

que e mostrada na figura 22.4.b. 0 vetor de polarizagao dessa onda gira com 
velocidade angular u no sentido horario quando a onda e observada no sen- 
tido eixo z positivo — origem. Essa onda e dita circularmente polarizada a 
direita (de acordo com a Optica), ou uma onda com helicidade negative pois 

y 

a projegao do seu momento angular no eixo z e negativa. E importante ressal- 
tar que os sentidos de giro do vetor de polarizagao das ondas descritas acima 
foram obtidos considerando uma posigao fixa no espago e variando o tempo. 
Se fixarmos o tempo e variarmos a posigao, o giro ocorre no outro sentido, de 
modo que uma onda que tern um vetor de onda que gira no sentido contrario 
ao dos ponteiros do relogio com o passar do tempo, mantendo-se uma posigao 
de observagao fixa (onda circularmente polarizada a esquerda), gira no sentido 
dos ponteiros do relogio ao variarmos a posigao de observagao e fixando-se um 
dado instante de tempo (onda com helicidade positiva). A mesma analise vale 
para o caso da onda circularmente polarizada a direita (helicidade negativa). 

Podemos agora analisar o caso geral de superposigao de ondas linear- 
mente polarizadas, que envolve duas ondas com amplitudes e fases diferentes, 
dadas por 


? x (z, t ) = Ae i{kz ~ Mx) i 


$ v (z,t) = j 


Como fizemos anteriormente, consideramos 5 


y 


5 X + a, e assim, 


$ v (z,t) = £e i< V( fe * _wt+ **)j 

A superposigao das duas ondas linearmente polarizadas resulta em 

&(z, t ) = Ae i( - kz ~ ut+5 ^ i + Be ia e iikz - Wt+5 *) j 


que pode ser escrita como 


§{z, t) = (Al+ Be ia })e i{kz ~ Mx) 


ou, explicitando as exponenciais, 
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?(z,t ) 


[A i + B( cos a + i sen a) j] [cos(A :2 - cot + 5 X ) + i sen (kz -u>t + 5 X )] 


e entao, 


3 ^z , t) = A cos (kz — cut + 5 X ) i + B cos o; cos(fcz — cvt + 5 X ) j 

a a 

+ iB sen a cos (kz - tot + 5 X ) j + Ai sen (kz -u)t + 5 x ) i 


A A 

+ Bi cos a sen(kz — ut + 5 X ) j — B sen a sen (kz — cut + 8 X ) j 


cuja parte real e 


j A 

/(z, t) — A cos (kz — cut 4- 5 X ) i 


A A 

+ B cos a cos( kz — cut + 5 X ) j — B sen a sen (kz — cut + S x ) j 


que e a superposigao de 


f x (z , t) — A cos {kz — cut + 5 X ) 

f v (z, t) = B cos a cos {kz — cut + 8 X ) — B sen asen(kz — cut + 5 X ) 


Da primeira equagao, extrafmos 


cos (k 


cut + 5 X ) 


fx(z,t) 

A 


e, substituindo essa expressao na segunda equagao, temos 

f y (z, t) — B cos - B sen a\jl - 


ou 


ou ainda, 


A& 


B cos af : 


Bsena\ /A 2 


Af\ 


B cos af x 


B sen a \ [A 2 


f 2 

J X 


Elevando essa expressao ao quadrado, temos 
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2 AB cos af x fy + B 2 cos 2 af 2 



ou 


B 2 cos 2 af 2 + B 2 sen 2 af 2 — 2AB cos af x f y + A 2 f 2 = A 2 B 2 sen 2 a 
ou ainda, 


B 2 f 2 - 2AB cos af x fy + A 2 f 2 - A 2 B 2 sen 2 a 

A equagao acima e a equagao geral de uma elipse no piano f x f y com semi- 
eixo maior fazendo um angulo ~ com o eixo f x . Um caso particular simples de 
verificar essa afirmagao consiste em considerar a = , de modo que temos, 

dividindo tudo por A?B 2 , 



que e uma equagao de elipse com semi-eixo maior situada paralelamente ao 
eixo f x (considerando A > B). Nesse caso, o vetor de polarizagao da onda 
num ponto fixo do espago descreve uma elipse com o passar do tempo, e a 
onda e dita elipticamente polarizada , como mostra a figura 22.5. 



Figura 22.5: Vetor de polarizagao para uma 

onda elipticamente polarizada. 
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Ate o momento tratamos de ondas em tres dimensoes que se propagam 
paralelamente a uma dada dire^ao, no caso a direcjao z. Em geral, a onda pode 
se propagar numa diregao arbitraria definida por um versor k (nao confundir 
com o versor k de coordenadas retangulares e cilmdricas), e o numero de onda 
k associado com a onda pode ser escrito na forma de um vetor, o vetor de 

onda fc, dado por 


_£ A 

k — kk 

Assim, uma onda complexa de freqiiencia angular u> numa posigao f do espago 
e descrita por 


5F(f, t) = (22-12) 

onde o fator k -re a generalizagao de kz, conforme mostra a figura 22.6. 



> 


y 


Figura 22.6: Vetor de propagagao de onda em tres dimensoes. 


E importante demonstrar que a equagao 22.12 e solugao da equagao de on 

da 22.3, 


V 2 /(r, t) - 


1 d 2 f{r,t) 
v 2 dt 2 



conforme podemos verificar explicitamente. Em coordenadas retangulares, a 
equagao de onda para a fungao de onda H r (r, t) flea 


d 2 J d 2 J 1 d 2 3 

dx 2 5y 2 ^ dz 2 v 2 dt 2 
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ao passo que temos tambem, considerando k = k x i + k y j + k z k, 



Assim, temos 


d7 

dx 

d7 

dx 




i(k x x+k y y+k z z~tvt+8) 



d 2 J 

dx 2 
d 2 X 

dx 2 


<9 


dx 


[Aik 


X 


i(k x x-\-k y y-\-kz z—ut+5) 


] 


e i(k x x+k v y+k z z-u>t+S) 


De modo similar, as outras componentes espaciais tornam-se 


d 2 7 _ 
dy 2 
d 2 7 _ 
dz 2 

A derivada temporal de 7 fica 


e i(k x x+k y y+k z z—wt+S) 


e i(kx x +kyy+k z z—wt+5) 


d7 


d 


dt dt 
d7 




i(k x x+k y y+k z z~Lut+5) 


) 


dt 


AirjpiikxX+kyy+kz z-ut+5) 


e entao, 


d 2 X 
dt 2 



d 2 3 

dt 2 


Auj 2 pi(kxX+k v y+k z z—wt+6) 


Substituindo as expressoes na equagao de onda, achamos 



A e * (kx x+ky y+k z z-wt+5) 
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ou 



o que resulta em 


ou 



UJ 


V 


2 


2 



ou ainda, 



que e a relagao 22.7 entre a velocidade da onda, a freqiiencia angular e o 
numero de onda, lembrando que a onda pode se propagar em dois sentidos 
diferentes, para uma mesma diregao, e por isso os dois sinais sao permitidos 
na expressao acima. A onda descrita por 22.12 e uma fungao de onda, e e 
importante notar dessa expressao que ela esta associada a uma onda com uma 
freqiiencia angular uj bem definida, sendo chamada de onda monocromatica. A 
forma acima para a equagao de onda monocromatica e particularmente util, 
ja que uma onda qualquer pode ser escrita em termos de uma combinagao 
linear dessas ondas na forma 


i r°° 

J(f,*) = -t=/ dk (22.13) 

v 2 tt J —oo 

onde A, to e 5 podem ser fungoes de k. Vejamos agora as ondas eletro- 
magneticas, que sao o ponto central de nossa discussao atual. 


22.2 Ondas Eletromagneticas Planas no Vacuo 

Nosso objetivo agora e deduzir as equaQoes de onda para as ondas ele- 
-tromagneticas. Vamos iniciar considerando ondas no vacuo ou meios como o 
ar, que tern valores de permissividade e permeabilidade praticamente iguais 



302 


22 . ONDAS ELETROMAGN&TICAS, I: PROPAGAQAO DE ONDAS 


aos do vacuo. A situagao mais simples envoivendo ondas eletromagneticas 
consiste em considerar uma onda propagando-se no vacuo numa regiao em 
que nao haja cargas nem correntes. Nesse caso, as equagdes de Maxwell 20.1 
tornam-se 


V-£ = 

= 0 

(22.14a) 

V • B = 

- 0 

(22.14b) 


dB 


V x £ = 

dt 

(22.14c) 

'— t 

di 


VxB = 


(22.14d) 


Vamos considerar agora o rotacional da equagao 22.14c, isto e, 


V x (V x £) 


Vx 


dB 

~dt 


Pela propriedade 1.58c, temos 


V X (V X £) = V(V • £) - V 2 £ 


de mo do que 

V(V • £) - V 2 £ = [V x B 

onde trocamos a ordem em que as derivadas espaciais e a derivada temporal 
sao feitas porque elas envolvem coordenadas independentes umas das outras. 
Fazendo uso das relagoes 22.14a e 22.14d, ficamos com 


ou 



V 2 £ 




que pode ser comparada com a equacao de onda 22.3, 



(22.15) 
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onde vemos que a velocidade da onda descrita pelo campo eletrico vale 



1 

l^o e o 


cujo valor numerico e aproximadamente v = 3 x 10 8 m/s, que e o mesmo valor 
medido para a velocidade da luz no vacuo. Assim, escrevemos 



(22.16) 


Podemos voltar a utilizar as equagoes de Maxwell 22.14 para determinar a 
equagao diferencial para a componente B do campo eletromagnetico. Para 
isso, tomamos o rotacional da equagao 22.14d, 


V x (V x B) = /io^oV x 



que flea, utilizando a identidade 1.58c, 

V(V • B) - V 2 B = /i 0 eo^[V X £] 
ou, empregando as equagoes 22.14b e 22.14c, 



ou ainda, 



(22.17) 


de modo que a velocidade de propagagao do campo magnetico tambem e dada 
por 


V — i 


1 

p 0^0 


e ambos os campos £ c B que formam a onda se propagam com a mesma velo¬ 
cidade, e essa velocidade corresponde a velocidade da luz c. Hoje em dia esse 
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fato nao causa surpresa, ja que e sabido que a luz e uma forma de onda ele- 
tromagnetica, mas na epoca em que Maxwell obteve essas relagoes nao havia 
essa identificagao da luz com ondas eletromagneticas, ate porque outras for¬ 
mas de ondas nao tinham ainda sido produzidas. 0 valor obtido por Maxwell 
para a velocidade da onda eletromagnetica foi calculado em 1861, ao passo 
que a primeira experiencia em que se produziram ondas eletromagneticas di- 
ferentes da luz ocorreu em 1887. Ela foi realizada por Heinrich Hertz, que 
produziu ondas conhecidas atualmente como ondas de radio, as quais tern 
baixas freqiiencias e grandes comprimentos de onda, o que faz com que os 
modos de detecgao dessas ondas sejam diferentes dos usados para a luz. Os 
equipamentos de Hertz consistiam num transmissor simples formado por um 
circuito contendo um resistor de resistencia 1Z , um capacitor de capacitancia 
C que era descarregado na resistencia e fios ligando esses dois elementos. Con¬ 
sider ando a indutancia C dos fios, o circuito acima e um circuito RLC (veja 
o apendice G) oscilante amortecido, que emitia ondas eletromagneticas na 
faixa de 10 8 Hz, com comprimento de onda de cerca de 1 m. Essas ondas de 
radio eram recebidas num receptor formado por uma espira com uma fenda 
estreita na sua circunferencia, de modo que a recepgao da onda induzia cam- 
pos eletricos sobre a espira e, quando a tensao era suficientemente alta, uma 
descarga eletrica aparecia na regiao da fenda. Hertz conseguiu ainda verificar 
fenomenos de reflexao, refragao e superposigao das ondas de radio produzidas 
por ele, reforgando a evidencia de que elas e a luz tinham comportamento 
semelhante. 


No sistema internacional de unidades (SI), a velocidade da luz, no vacuo, e representada 
por c, e e definida como sendo c = 299792458 m/s exatamente. Em geral, pode-se aproximar este 
valor por c = 3x 10 s m/s. O metro (m) e definido, entao, como sendo a distancia que a luz percorre 
no vacuo num intervalo de tempo de 1/299792458 segundos. Alem disso, no SI a permeabilidade 
magnetica no vacuo tern valor hq = x 10” 7 T.m/A exatamente, e a partir dos valores de fiQ e c 
a permissividade eletrica eo © obtida, valendo 


e 0 = 8,854187818 x 1CT 12 C 2 /N.m 2 


conforme ja dissemos no Volume I. 


Retornando a questao das ondas eletromagneticas no vacuo, temos quf& 
tais ondas sao solugoes das equagSes 22.15, 
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e 22.17, 



As ondas monocromaticas sao descritas por uma freqiiencia angular u> e por 
um vetor de onda k que indica a diregao e sentido de propagagao da onda, 
sendo que eles estao relacionados pela expressao 22.7, 



que fica, para o vacuo, 


u> = ck 

Em coordenadas retangulares, as possfveis solugoes das equagoes diferenciais 
sao dadas pela expressao 22.12, e eles fleam, para o campo eletrico, 

£(r, t) = £ 0 e i( *' f_arf+<5) = (22.18) 

_^ — * — + ■ C 

onde So e a amplitude do campo eletrico (um vetor real constante), £o = Se w 

“A 

e a extensao complexa de <fo 5 incorporando a constante de fase 5 da onda, e 
£ e o campo eletrico complexo, cuja parte real resulta no campo eletrico real, 

isto e, 


£ (r, t ) = K[£(r, t) 

0 campo magnetico tem uma solugao semelhante, isto e, 

B(f, t) = B 0 e i(£,f?_art+a) = S 0 e i( * ,f?-Wt) (22.19) 

onde Bo e a amplitude (real) do campo magnetico, Bo = Be ia e a extensao 
complexa de Bo, incorporando a constante de fase a da onda, e B e o campo 
magnetico complexo, cuja parte real resulta no campo magnetico real, ou seja, 

B{f,t) = 5?[B(r, t) 
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As equagoes de Maxwell impoem restrigoes auxiliares as solugoes 22.18 e 22.19. 
Note que as equagoes na forma 22.14 sao validas para a parte real dos campos 
complexos. Como a parte imaginaria deles difere da parte real pela substi- 
tuigao de um cosseno por um seno, elas tambem valem para a parte ima¬ 
ginaria, e para a combinagao das duas, ou seja, valem igualmente para os 
campos complexos. Assim, por 22.14a, temos 


V • £ = 0 


Considerando coordenadas retangulares, obtemos 


V • £ 


d ~ d d 

i- -hi—-b k 


dx 


dy 


dz 


• {£o, J + £o,yj + 


ou 


V • £ 


£ 


d 


0,x 


dx 


+ £ 


d 


0,y 


dy 


+ £ 


d 


0,z 


dz 


i[(k x x-\-k y y+k z z)—wt] 


ou ainda, 


V- £ 


fc,£o,x + kyE 0 , y + k z E 0 <z ]e^ x+k yy +k ^-^ 


que pode ser escrito como 



que se reduz a 


w 

V • £ = 




ou 


k • £ = 0 (22.20) 

ou seja, k _L £, isto e, o campo eletrico (complexo) oscila num piano perpen¬ 
dicular a diregao de propagagao da onda, de modo que o campo real tambem 
exibe esse comportamento. Podemos fazer agora a mesma analise para o cam¬ 
po magnetico, partindo da equagao de Maxwell 22.14b, 


V • B = 0 
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que conduz facilmente, seguindo os passos feitos acima, a expressao 


fc-B = 0 (22.21) 

de modo que k _L B, e o campo magnetico tambem oscila num piano per¬ 
pendicular a diregao de propagagao. Isso esta de acordo com o fato de que 
as ondas sao transversals. Note que, se considerarmos pianos perpendiculares 
a diregao de propagagao. veremos que, como a projegao k • r de r sobre k 
e constante para qualquer ponto descrito pelo vetor f que pertenga a este 
piano, as ondas acima definem pianos em que £ e homogeneo, e essas ondas 
sao chamadas de ondas planas. Existem outros tipos de ondas, como as ondas 
esfericas. Entretanto, numa pequena regiao do espago qualquer onda pode ser 
aproximada por uma onda plana, bastando para isso que o comprimento de 
onda das ondas seja muito menor do que o seu raio de curvatura. 

As outras equagoes de Maxwell fornecem relagoes adicionais as obtidas 
acima. Para a lei de Faraday 22.14c, que se torna 


V x £ 



precisamos calcular o rotacional de £ e a derivada temporal de B. A derivada 
temporal e imediata, ja que 


a® 

dt 


d 

dt 


[B 0 e 




que fica 


ou 


a® 

dt 




d'B 

~dt 


iuj'B 


( 22 . 22 ) 


Para o rotacional de £, temos, em coordenadas retangulares, 


V x £ 


r d 


dx 


de £ 

, temos 

c d 

r d ] 

J — 

+ 

dy 

dz 


X {£o,xi + £oj + £o, z k}e i ^ x+k y y+k ^-^ 


OU 
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V x £ 


k£ 


d 


o ,y 


dx 


j£o, 


d 


dx 


- d t. d 

kSo ^-?;—^ i So ,z 


ou ainda, 


dy 


dy 


+ j So, 


d 


X 


dz 


i £ 


d 


0 , 2 / 


dz 


i[(k x x+k y y+kz z)—wt] 


V x £ 


d 9 V ( d d\? 

So ,2~ _ So,y— )i+ ( £o,Xn - So)j 


«9y 


dz 


dz 


dx 


+ £ 


d 


0,y 


5a; 


£(),x 


5 


dy 


k 


![(fci+fcjy+fc z z)- ait] 


ou entao, 


V x £ 


(iky£. 0t 


^fcz£o,y)l “H (^'^zSojX ^^a^SojZ^j 

J 

H“ ifcy£o,ac)^ 


,2[(fc x X+fcy2/+/Ca2)—Wt] 


Agora, vamos calcular 


k x £ = (k x i + fcj, j + k z k) x {£ 0;X i + So,„] + So,z 


que fica 


A; x £ 


(^yS 0 , 


fczSo,i/)i + (k z £o, 


X 


j 


■ 

+ (/Cx£o,y ^t/£o,x)^ 


[ (/c x x H-/c y y+/c r 2 ) —o;t] 


Portanto, temos 


Vx£=ifcx£ 


(22,23) 


Assim, reunindo as expressoes 22.22 e 22.23 na lei de Faraday, temos 


ik x £ = 


ou 
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k x £ = 

de mo do que 

3 = -fcx£ (22.24) 

LO 

ou, como a fragao acima e a velocidade da onda eletromagnetica, ou seja, c, 
temos 


‘B = -kxE (22.25) 

c 

Assim, da relagao acima temos £ 1 B, e os campos oscilam perpendicular- 

mente entre si e tambem com relagao a diregao de propagagao. Os campos e o 

vetor k definem diregoes mutuamente perpendiculares, e eles estao orientados 

seguindo uma convengao dextrogira na ordem £ —» 23 —> fc, ou uma permu- 

/ 

tagao par dessa ordem. E importante notar tambem que eles oscilam em fase, 
ja que, considerando que £ e dado por 22.18, 

£(r, t) = 8 Q e t{ - hr ~ wL+&) 

e indicando a diregao de polarizagao do campo eletrico por n, temos 

£(r, t) = £ 0 +<5) h 


de modo que o campo magnetico fica 


B = -k x £ 

C 


OU 


B = ^. e i(k-r-ut+6) 

c 

Comparando com a solugao 22.19, 

B(r,i) = B 0 e i &’ i, - ut+a) = 

temos S — a : indicando que as ondas estao em fase, e 



310 


22. O NDA S ELETROMAGNETICAS, I: PR.OPAGA QA O DE ON DA S 


-* S 0 * 

B 0 = —kxn 

c 

Em modulo, a relacao 22.25 acima indica que 



e, considerando as partes reais, 


B = - (22.26) 

c 

Dado o valor numerico de c no SI, a expressao acima indica que o campo 
magnetico e muito menos intenso do que o campo eletrico numa onda eletro- 
magnetica propagando-se pelo espago. A quarta equagao de Maxwell, dada 
por 22.14d, 


VxB = ii° € °lu 

nao fornece nenhuma restrigao adicional, ja que, seguindo os passos apresen- 
tados acima, obtemos 





e assim, 


dt 

dt 



ik x B = —ifioeotoS 


(22.27) 


ou 



ou ainda, 
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. - 1 - 
k x = —£ 

c 


ou seja, £ I B, e, em termo do modulo, ja considerando as partes reals, 



Os campos eletrico e magnetico para uma onda eletromagnetica monocroma- 
tica de freqiiencia angular u bem definida sao dados pelas partes reals dos 
campos complexos, de mo do que 




B(f. t) = Bq cos (k * f — tut + 5) = 





c 


Esses campos definem a onda eletromagnetica, que e caracterizada pela fre- 

o 

qiiencia angular lj = 2t tv e por um comprimento de onda A = -j-. Algumas das 
faixas de freqiiencias e comprimentos de onda podem ser vistas na tabela 22.1, 
e na tabela 22,2 aparecem as faixas para a luz visivel. As ondas descritas pelos 
campos acima tern uma densidade de energia eletromagnetica associada dada 

por 21.9, 


u e , = l -{£-V + B-H) 

ou, considerando que T> = t^E e B — jJioH para o vacuo, 

Uei = l(eo £ 2 + — B 2 ) 

2 \ Mo ' 


Como existe a relagao 





£ 2 


Mo c 


2/ 


temos 
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V (Hz) 

radiagao 

A (m) 

10 18 -10 22 

raios 7 

io- 9 -io - 13 

10 16 -10 18 

raios-x 

io - 7 -io -9 

10 15 -10 16 

ultravioleta 

ur 6 -icr 7 

10 14 -10 15 

luz visivel 

10 -5 -10 _G 

l„. — 1 

o 

to 

1 

h- 1 

o 

h- 1 

infravermelho 

10 -3 10 -5 

10 n -10 12 

micro ondas em EHF 5 

lCTMO -3 

10 9 -10 n 

radar 

1-UT 2 

10 7 -10 9 

TV em UHF 6 e VHF 7 , radio FM 8 , faixa do cidadao 

10 2 -1 

10 5 -10 7 

radio AM 9 , OC 10 

10 4 -10 2 

10 2 -10 5 

radio em VLF 11 

10 7 -10 4 

10-10 2 

corrente alternada (c. a.) 

10 8 -10 7 


Tabela 22 . 1 : Espectro eletromagnetico. Note que 

alguns intervalos sao aproximados. 


OUj 



+ 


Fc i£o\ 


Fo 


de mo do que 


U e ] = e 0 £ 2 


5 EHF = Extremely High Frequency (freqiiencia extremamente alta). 
_ 

UHF = Ultra High Frequency (freqiiencia ultra-alta). 

7 VHF = Very High Frequency (freqiiencia muito alta), 

8 FM = Frequency Modulation (freqiiencia modulada). 

9 AM — Amplitude Modulation (amplitude modulada). 

OC — ondas curtas. 

VLF = Very Low Frequency (freqiiencia muito baixa). 


li 
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v (xlO 14 Hz) 

10,0 
775 
6,5 


5,6 

5,1 

4.9 

3.9 
3,0 


Cor 


ultravioleta proximo 
azul visivel mais curto 

azul 


verde 
amarelo 
laranja 
vermelho visivel mais longo 


infravermelho proximo 


A(xlO 7 m) 
3,0 


4,0 


4,6 


5,4 
5,9 

M 

10,0 


Tabela 22.2: Espectro eletromagnetico da luz visivel. 

Note que, apesar de a intensidade do campo magnetico ser menor, sua con- 
tribuigao para a energia eletromagnetica armazenada na onda e igual a do 

campo eletrico. Explicitamente, temos 

u e i = eo^o cos 2 (k ' r - cut + 5) (22.28) 

Essa densidade de energia e transportada pela onda, e o fluxo de energia por 
unidade de area e tempo e dado pelo vetor de Poynting 21.10, 

s = £xn 


que fica, para o nosso caso, 



ou 


5 


1 _ ^ 

—£q cos(k • f — <jot + 5) x 
Mo 



— u>t + S) 


ou ainda, 



- £q x (k x £q) cos 2 (fc • f — uit + 5) 

Mo c 
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extrafmos 



M o^o 




2 


Alem disso, pela relagao 1 . 19 a, 



temos 


So x (k x So) = (So • fio)fc - (fb * 


—t a 

Como Sq _L fc, ficamos com 


So X (A; X <S 0 ) 



Portanto, o vetor de Poynting fica 




tot + 5 ) Si k 


ou 


S = ceo^o cos 2 (fc • v — cot + £) k 
ou ainda, utilizando a densidade de energia dada por 22 . 28 , 

w a 

S = cu e i k 

O result ado acima pode ser entendido facilmente se considerarmos que a onda 
eletromagnetica propaga-se com velocidade c na diregao e sentido definidos 

a 

pelo versor k . Vamos considerar uma superffcie S na qual e definida uma 

a 

area dA orientada de forma perpendicular ao versor /c, conforme mostra a 
figura 22 . 7 . 

Pela area dA passa um certo fluxo de energia num intervalo de tempo 
dt . Nesse tempo, a onda percorre uma distancia d£ = cdt , de modo que o 
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Figura 22.7: Representagao do fluxo de energia 

transportado pela onda atraves de 
uma superficie de area A. 


volume do paralelepipedo da figura vale dV — cdtdA . A energia contida nesse 
volume fica. entao. 


dU e i = u e i dV = u e i cdtdA 

O fluxo de energia por unidade de area e tempo ficaj portanto, 

c _ dUel _ 

S ~dAdt~ CUel 


e esse fluxo propaga-se na diregao e sentido do versor k , de modo que o vetor 
de Poynting flea sendo 


S = cu e i k 

tue e o result ado obtido anteriormente. Alem de transportar energia eletro- 
magnetica. a onda tambem tem um momento linear associado, dado por 21.30, 


Pel — 




2 
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ou seja, 


ys. 

- u e i k 

Pel = - 

c 

ou, explicitamente, utilizando 22-28, 



(22.29) 


As densidades de energia e momento linear dadas em 22.28 e 22.29 sao fungoes 
instantaneas do tempo que oscilam em torno de um valor medio ou efetivo. 
Esse valor medio e importante, pois, se o comprimento de onda e o perfodo da 
onda eletromagnetica forem pequenos, como ocorre com a luz, por exemplo, 
sao esses valores que sao obtidos em medidas macroscopicas. Assim, e inte- 
ressante considerar seus valores medios sobre um ciclo de oscilagao da onda. 
0 valor medio de uma grandeza x durante um ciclo e dado por 



T 

x dt 


o 


de mo do que, lembrando que T = 


2tt 

id * 



2tt 

uj 


€q£q cos 2 (k • r — ujt + S) dt 


ou 



2tt 


uj 


cos 2 (fc • r — cut + 5) dt 


Vamos definir 


y = k • r — tut + S 

t = 0 => yi — k • r + 5 



J/2 = k • f — 271 + 5 = J/l — 27T 


e assim, a integral torna-se 



f~ cut + 5) dt 
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Como 


temos 


cos 2 8 = 


1 + cos 29 
2 


ou 



2tt 

uj 


cos 2 (k ' r — cut -h S) dt 


1 


c o 


V2 1 + cos 2 y 





2tt 


LJ 


cos 2 (fc • r — ujt + 5) dt 


1 


2iO 



V2 

Vi 


ou ainda, 


2tt 

uj 


cos 2 (k • f— tut + 5) dt 


1 


o 


2cj 


V2-yi + 


sen 2 y 2 — sen 2yi 

2 


ou entao. 


2 tt 

u; 


cos 2 (fc • r — tot + S) dt 


1 


o 


2cj 


2/i - 2 tt - yi + 


sen 2(yi - 27t) - sen 2yi 

2 


de modo que 



2tt 


cos 2 (fc • r — wi + 5) dt 


1 


2cj 


27T + 


sen(2yi — Air) — sen2yi 


2 


Mas 


o 




sen(2yi — 4n) = sen 2yx cos Air — sen 4n cos 2y\ — sen 2y\ 


Portanto, 


2tt 

Ll? 


0 



cut + dt 


7T 


e 
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2tt 

UJ 


iO I ^ 9 / T* -* , r\ 7 CJ7T 

— / cos (k • r — ut + o) at = -- 

27T ,/q 27T Cl? 


ou 


1 1 
— I cos 2 (A: * uji + 5) di = - 

2 


(22.30) 


o que faz com que a densidade media de energia torne-se 


( u el) 


gQ^O 

2 


enquanto o vetor de Poynting medio fica sendo 


(S) = c(Uel) k 


ou 




A 



ao passo que a densidade media de momento linear fica 



ou 



A potencia media por unidade de area transportada pela onda e chamada de 
intensidade X , ou seja, 


1=(S) = 



(22.31) 


Quando a onda incide numa superficie que a absorve completamente, 
o momento eletromagnetico que ela transporta e transferido para o mate¬ 
rial. Utilizando a figura 22.7, podemos determinar a quantidade de momento 
transferida por unidade de tempo. A densidade media de momento linear e 
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e o volume do paralelepipedo da figura e dV = c dtdA , de modo que ele contem 
uma quantidade 


(Pel) - (Pel)^ = ^ k C dtdA = e ° £ ^ tdA k 

le momento linear eletromagnetico. Esse momento e transferido completa- 
nente para o material ja que ele e um absorvedor perfeito, de modo que a 
forga media que age nele e dada por 



e a pressao exercida por essa radiagao, chamada de pressao de radiagao , e 
dada pela forga media (em modulo) por unidade de area, ou seja, 


= Sr = ^ = 7 (22 32) 

Quando o material no qual a onda incide e um refletor perfeito, ela retorna e o 
seu momento linear eletromagnetico mantem o modulo, mas troca de sentido 
e de sinal. Por causa disso, o momento linear adquirido pelo material e o 
dobro do valor calculado acima, e a pressao de radiagao tambem dobra. 


As transferencias de energia e momento linear que ocorrem entre a onda eletromagnetica e 
um material que absorve essas grandezas podem ser entendidas de um modo qualitative simples. 
Vamos considerar um campo eletrico orientado na diregao a;, um campo magnetico na diregao y 
e uma onda propagando-se na diregao z positiva. Quando essa onda atinge um dado material, os 
eietrons dele ficam sujeitos a uma forga de Lorentz produzida pelos campos. A forga eletrica age na 
mesma diregao que o campo eletrico e faz com que os eietrons se movam na diregao x. O campo 
magnetico, por sua vez, produz uma forga perpendicular tanto a velocidade quanto ao campo, de 
modo que ela fica na diregao z. Considerando a situagao mais simples, em que os eietrons estejam 
em ressonancia com os campos externos, a forga eletrica e a sua velocidade na diregao x estao em 
fase e orientam-se no mesmo sentido. Desse modo, a forga eletrica produz um trabalho sobre os 
eietrons mesmo quando e feita a media temporal durante um ciclo de oscilagao do campo. Esse 
trabalho vem da energia transport ada pela onda, que e transferida por meio da forga eletrica. Por 
outro lado, a transference media de momento linear realizada por essa forga durante um ciclo de 
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oscilagao do campo eletrico e nula, ja que a forga durante meio ciclo aponta num sentido do eixo 
e no meio ciclo seguinte o sentido se inverte. O momento transferido num semi-ciclo e extraido no 
semi-ciclo seguinte, e a media e nula. 

No que diz respeito a forga magnetica, ela nao realiza trabalho, pois e sempre perpendicular 
ao deslocamento da carga. Assim, ela nao participa da transferencia de energia entre a onda e os 
eletrons do material. Entretanto, como a velocidadedos eletrons esta em fase com os campos, quando 
ha a inversao do sentido da velocidade, o campo magnetico tambem se inverte, de modo que a forga 
magnetica produzida sobre a carga mantem o mesmo sentido durante todo o ciclo de oscilagao do 
campo magnetico. Alem disso, esse sentido e o mesmo de propagagao da onda, de modo que a forga e 
exercida no material. Essa forga agindo durante um certo intervalo de tempo produz a transferencia 
de momento linear entre a onda e os eletrons do material, e ela e o mecanismo responsavel pelo 
aparecimento da pressao de radiagao, ja que a forga age sobre uma certa area do objeto. 


E importante estabelecer de um modo mais formal a pressao de ra¬ 
diagao em termos de grandezas ja conhecidas. Lembrando a discussao feita 
logo apos a apresentagao da equagao 21.38, notamos que o tensor das tensoes 

4—b 

de Maxwell T tern unidade de forga por unidade de area, sendo que suas com- 
ponentes diagonals representam pressoes, e as outras componentes, fora das 
diagonals, representam cisalhamentos. Assim, para selecionar a forga exercida 
pelo campo eletromagnetico por unidade de area orientada na diregao normal 
a uma superficie, devemos considerar a expressao 



—n • 1 • n 


Vejamos agora algumas aplicagoes. 


(22.33) 


Exemplo 22,1. Para ter uma ideia da ordem de grandeza das densidades de 
energia } momento linear e pressao de radiagao exercidas pelas ondas eletro- 
magneticaSj vamos considerar que a intensidade media recebida na superficie 
terrestre seja de X = 1300 W/mr e vamos determinar (u e /) ; (p e /) e P. 

A densidade media de energia pode ser obtida da intensidade X, que e 
o modulo do vetor de Poynting, atraves de 

X 

c c 




e ela fica 
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<u e l) = 3VW = 4) 33 x 10-6 J/m3 

que e tambem o valor da pressao de radiagao dada por 22.32, 

P rad = 4,33 x 10 -6 N/m 2 
A pressao atmosferica no nivel do mar vale 

Patm = 1,015 x 10 5 N/m 2 


de modo que a razao entre elas fica 



1,015 x 10 5 
4, 33 x 10- 6 


= 2,34x 10 10 


ou seja, a pressao exercida pela radiagao e praticamente desprezfvel quando 
comparada com a produzida pela atmosfera (no nivel do mar), tornando mui- 
to dificil verificar seus efeitos. Apesar disso, em 1900, P. N. Lebedev detectou 
pela primeira vez a existencia dessa pressao. Ela entra como um dos fatores 
responsaveis pela forma da cauda dos cometas quando eles estao proximos 
ao Sol, e tambem produz efeitos indesejaveis sobre os satelites que orbitam 
a Terra, provocando pequenas alteragoes nas orbitas deles, as quais precisam 
ser devidamente corrigidas, principalmente quando os satelites envolvidos sao 
responsaveis por sistemas de posicionamento global (GPS), pois esses siste- 
mas sao extremamente precisos e minimas alteragoes nas orbitas dos satelites 
podem produzir erros de posicionamento bastante grandes para uma dada 

aplicagao em quest ao. 

A pressao de radiagao tambem foi importante nos primeiros estagios 
de formagao do universo, logo apos o big bang, em que havia uma grande 
densidade de energia e momento eletromagnetico concentrados num univer¬ 
so relativamente pequeno. Aplicagoes atuais incluem a fusao nuclear, em que 
lasers potentes bombardeiam particulas de pequenas dimensoes visando au- 
mentar bastante as suas temperaturas e induzir o processo de fusao. Uma 
outra aplicagao, talvez mais futurista, consiste em utilizar grandes paineis 
como “velas” para aproveitar o “vento” solar numa viagem espacial. Como as 
forgas sao pequenas, apenas se a viagem for suficientemente longa as veloci- 
dades adquiridas podem ser apreciaveis. 

A densidade media de momento linear e obtida por meio de 
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e ela vale 



4, 33 x 10“ 6 
3 x 10 8 


= 1,44x10 14 N.s/m 3 


Exemplo 22.2. Considere uma onda eletromagnetica plana monocromatica 
propagando-se no sentido positivo do eixo z. O campo eletrico oscila na di- 
regao e o magnetico, na diregdo y. 

a) Determine o tensor das tensoes de Maxwell . 

O tensor das tensoes de Maxwell e dado pela equagao 21.35, 

T a ,p = e 0 (s a Sp - -£ ■ £ 5 a J) + — - -B- B S atf3 ) 

A onda e definida pelos campos 

Sir, t) — £ x (r ‘ t)i — £ Xo cos (kz — cot — 5) i 



B(r,t) = B y {f,t) j = 


£ yo cos (kz — cut — 5) j 


Para a componente T xx , temos 



£v£ 


x^x 


i - - 

—£ * £ o xx 




ou 



Lembrando a equagao 22.26, que relaciona os modulos dos campos eletrico e 
magnetico, 



c 
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temos 


Como 


temos 




1 

Mo Co 






ou 



A componente T xy vale 




B x B y — 


-B-B5 

2 



OU 



e, como o tensor das tensoes de Maxwell e simetrico (veja a expressao 21.52) 
temos 



A proxima componente e que fica 



f £ 

OyGy 


2^ * ^^yy 



B B 

UyUy 


\B-B5yy 



ou 
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Utilizando a relagao 22.26, a equagao acima torna-se 



Vamos calcular agora a componente T XZi ou seja, 







B-B5 XZ 



que se anula, assim como a componente T xz . A proxima componente e T yz: 
que vale 



-B-B5 

2 




e ela tambem se anula, de modo que T zy — 0. A ultima componente e T zz , ou 
seja, 




SX 


Z'-'Z 






OU 



ou ainda, empregando novamente a relagao 22.26, achamos 



Assim, o tensor das tensoes de Maxwell fica sendo 


T = 


0 0 
0 0 
0 0 


0 

0 



b) Determine a pressao de radiagao exercida pela onda numa superficie per¬ 
pendicular a diregao z de propagagao da onda. 

A pressao de radiagao e dada pela equagao 22.33, 

p rp.d - -n • T • n 
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e como a normal a superficie esta na diregao z, e T so tem componente T zz > 
temos 


P rad = -k • T • k = e 0 sl 

/ 

que e o valor instantaneo da pressao de radiagao. E importante tambem cal- 
cular o valor medio temporal, obtido durante um ciclo de oscilagao da onda, 
dado por 


T* 

(Prad) ~ 7^ J P raddt = (€q£ x ) = C()(£ x ) 

Para calcular essa media, vamos antecipar a relagao 22.49, que sera demons- 
trada na proxima segao, is to e, dadas duas fungdes reais / e 5 , de amplitudes 
complexas e So? o valor medio do produto fg e dado por 


(fg) = ^[JoSS] - 

Como nossos campos sao reais e tem amplitudes reais £ Xo e B yoi achamos 



que concorda com o valor determinado anteriormente na equagao 22.32. 


22.3 Ondas Eletromagneticas Planas em Meios 

Dieletricos 

Na segao anterior estudamos o comportamento das ondas eletromagne¬ 
ticas no vacuo na ausencia de fontes (cargas e correntes). O proximo passo 
consiste em verificar o que ocorre quando as ondas eletromagneticas planas se 
propagam em meios dieletricos lineares, caracterizados por uma permissivi- 
dade e e uma permeabilidade /i, supostos inicialmente reais, de modo que nao 
ha dissipagao no meio. Nesse caso, as equagoes de Maxwell 19.20 tornam-se 
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v-v = o 

V-B = 0 


Vx£ = 
VxW = 



dt 

dV 

dt 


Como V — e£ e B — jiH ) essas equagoes ficam 


V 

•£ = 

= 0 

(22.34a) 

V 

• B = 

= 0 

(22.34b) 

Vx6 

dB 
” ~ dt 

(22.34c) 

V x S = 

d£ 

(22.34d) 


Note que a unica diferenga entre as equagoes acima e as expressoes 22.14 
e a substituigao de /xo e o por na equagao 22.14d, resultando na expres- 
sao 22.34d. A primeira conseqiiencia desse fato e que a velocidade das ondas, 
que vale, de acordo com a expressao 22.16, 


torna-se 


1 


c 


M 0^0 



(22.35) 


que pode ser relacionada a velocidade da onda no vacuo atraves de 




o 

W)Co 


ou 






tie y 
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ou ainda, 



lie 


(22.36) 


0 fator 



jie 


(22.37) 


e chamado de indice de refragao do material, sendo em geral um numero real 
maior ou igual a 1, o que indica que a onda eletromagnetica e mais lenta num 

meio isolante do que no vacuo. 


Cabe perguntar, se a onda eletromagnetica e mais lenta no meio isolante, voce acha que isso 
significa que os fotons ficam mais lentos nesse meio? 

A velocidade da onda no meio pode ser escrita como 

V = - (22.38) 

n 

Todos os resultados obtidos anteriormente para o vacuo podem ser transpor- 
tados para o caso em que o meio e isolante atraves da modificagao de €q por 
e, fio por ii e c por v. Assim, os campos tornam-se 

£(r, t) = £ 0 cos (k • f— ut + 5) (22.39) 

e 

A ’—* 

B ( f. t) = Bo cos (k • r — u)t + 6) — -- cos (k * r — tot + 5) (22.40) 

v v 

com k sendo dado pela relagao 22.7, 

cj = vk 


ou 



v 


(22.41) 
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onde fizemos uso das expressoes 22.35 e 22.38. A densidade de energia eletro- 
magnetica fica 



Como existe a relagao 



temos 



e £ 2 + 


fie£ 




ou 




2 


cujo valor medio e 



O vetor de Poynting 21.10, 


S = £xH 


fica, para o nosso caso, 


5 = -£ x B 

enquanto o vetor de Poynting medio fica sendo 

(S) = 'L’(llei) k 


ou 



A onda transporta um momento linear dado por 21.30, 


22.3. ONDAS ELETROMAGNETICAS PLANAS EM MEIOS DIELETRJCOS 


329 




ou seja, 


Pel 


U e l k 


V 


e a densidade media de momento linear fica 



ou 




A 



A intensidade da onda e dada por 22.31, 


I=(S) = 



e a pressao de radiagao, que pode ser obtida da equagao 22.32, torna-se 



Lembrando que B = vemos que a razao entre os modulos dos campos vale 

£ £ 

B = ? = v 

V 

Utilizando a expressao 22.35, a expressao anterior pode ser reescrita, recor- 
dando que B = fiTi, como 


ou 



_ 1 _ 

jie 




e 
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A grandeza 



(22.42) 


e chamada de impedancia do 


meio 12 . No vacuo, o valor da impedancia e 



Z 


vacuo 


— ~ 377 Q 


(22.43) 


E importante notar que as solucoes 22.39, 



e 22.40, 


B(f, t) — Bq cos (k •?— u>t + 6) 


kx £ 


o 


v 


cos (k • r — oot + (5) 


para os campos eletromagneticos que produzem uma onda plana foram obti- 
das considerando que o vetor de onda k nas expressoes 22.18, 



e 22.19, 


B(f, t) - S 0 e <( * -?_wt) 

e um vetor real, de modo que essas ondas sao ondas planas homogeneas, ou 
seja, os pianos de amplitude constante, ou fase constante, sao paralelos entre 
si. As ondas podem ser planas mas nao-homogeneas, e nesse caso devemos 

VS 

considerar a possibilidade de o versor k ser complexo, podendo ser escrito 
co mo 


k — k$R + ikc% 


A A A 

onde %ea parte real de fc e ^ e a imaginaria. Assim, a fungao exponencial 
nas expressoes acima se torna 


A impedancia tem unidade de resistencia eletrica. Ela se comporta como uma resistencia 
eletrica efetiva, mas pode ser uma grandeza complexa. Para maiores informagdes, consulte 
o apendice G. 
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i{k-f—uit) _ i[fc(fcK+ifcs>)'r-wt] 

i(k-r-ut) _ e -kkcs'r e i(kk$rf-uJt) 


ou seja, existe um termo oscilante associado a parte real de fc, mas agora 
aparece um fator exponencial real, que pode ser crescente ou decrescente 
(amortecido), associado a parte imaginaria de k. Nesse caso, a onda resultante 
deixa de ser homogenea. Alem disso, devemos satisfazer a relagao 

A A 

k • k = 1 


o que implica que 


✓s ^ ^ ^ . 

H- ik<3) • (fcsR “I - 



ou 



de mo do que 




fcsR • fco = 0 

Essa ultima expressao indica que k sr e sao ortogonais, de forma que um 
deles, por exemplo /csr, pode ser colocado no eixo z> e o outro (&q), orientado 
no eixo x. A penultima equagao e satisfeita, em geral, quando utilizamos 

fungoes hiperbolicas, lembrando que 

cosh 2 9 — senh 2 9=1 


a 

Portanto, escrevendo para k 


A. 




cosh 9 k +i senh 6 i 
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vemos que as duas condigoes acima sao satisfeitas e que o caso geral de uma 
onda plana homogenea propagando-se no eixo z ocorre quando 9 = 0. Deve- 
mos respeitar tambem a condigao 22 . 20 , que, em termos de k, fica 

k • £ = 0 


ou, utilizando a expressao para k, 

(cosh 6 k + i senh 0 i) • £ = 0 

“—A 

Podemos escrever £ como sendo 


£ = £o(ai + bj + ck) 

onde a, b e c sao constantes complexas, e entao, 

(cosh 9k + isenhfli) * £o(ai + bj + ck) = 0 


ou 


£oc cosh 6 + ita senh 9 = 0 


ou ainda, 


c cosh 9 + ia senh 9 = 0 
A expressao acima e resolvida se 

a = cosh 9 
c = —i senh 9 


de forma que £ fica 


£ = £o(cosh#i + b j — i senh 0 k) 

que condiz com o caso 9 = 0 , em que a onda se propaga na diregao z e o 
campo eletrico (e tambem o magnetico) oscila no piano xy. Note que, quando 
9 7 ^ 0 e a onda e nao-homogenea, £ c S tem componentes na diregao do ver- 
sor k, o que nao acontece quando ela e homogenea. Ondas nao-homogeneas 
ocorrem quando os meios sao condutores, assunto que veremos na segao 22 . 4 . 
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Antes, porem, devemos estabelecer um modo simples de obter medias tempo- 
rais envolvendo grandezas complexas. Para isso, vamos considerar as funQoes 

complexas 

3~(r, t) = Joe 1 ^^ 

S(r > t) = S 0 e < ( £ - ? - wt) 

* A ^ 

cujas partes reais sao, lembrando que 5Fo = foe 1 e So = 9oe 9 > 

/(f. t) = fo cos(fc • f - wi + 5/) 

</(f, t) = go cos(fc • r - wi + 

Nosso objetivo e calcular a media temporal do produto f(r , t)g(r , £), ou seja, 
determinar 


(fg) = {fo cos (k • f — cot + 8f)go cos (fc * f — u;i + <J 5 )) 


(22.44) 


Aqui e util relembrar a relagao 22.30, 


1 f T -* 1 

cos 2 (fc • f — cot + 5) dt — — 
T ''' £ 


o 


que estabelece que 


T 


(cos 2 (fc • r — u)t + 5)) 


If 1 -* 1 

— I cos 2 (k • f — tut + 5) dt = — 

j _ / / \ 


o 


ou, de forma geral, 


(cos 2 9(t)) 


1 

2 


(22.45) 


Portanto, como 



temos 


ou 


(cos 2 9) + (sen 2 9) = (1) 
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(sen 2 9{t)) 


‘-5 


1 

2 


Alem disso, vamos precisar tambem de 


(cos 9(t) sen 6(t)) 


1_ 

T 


T 


cos 9(t) sen0(i) dt 


o 


sendo que 9(t) = k • r — u>t + 8. Agora, definimos 


u 


sen 2 9 


LO 



du — 2 sen 9 cos 9 


dt 


dt 


sen 9 cos 9 dt 


du 
2 cj 


Retornando a integral, ficamos com 


(cos 9{t) sen 9(t)) 


1 


U2 


du 


T -Im 2 a; 


ou 


(cos0(£) sen0(t)) 


1 

T 


u 


2a; 


u 2 


Ui 


ou ainda, 


(cos 9(t) sen 0(i)) 


1 


2ujT 


[sen 2 0(T) — sen 2 0(0)] 


Como a fungao seno e periodica de perfodo T, temos 


sen 2 0(T) = sen 2 0(0) 


ou 


(cos0(t) sen0(t)) = 0 


(22.46) 


(22.47) 


Agora, podemos retornar ao problema inicial, que consiste em calcular a media 
dada pela expressao 22.44. Podemos reescreve-la como 
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ou 


(fg) = fo9o [cos 8f cos 5 g (cos 2 (k • r-uit)) 


cos 5f sen 5 g (cos(k - r — wt) sen (k • f— ujt )) 
sen 5f cosS g (sen(k • f — ujt) cos(fc • r — u>t)) 


+ sen Sf sen 5 g (sen 2 (k • r — ud))j 


Utilizando agora as equagoes 22.45, 22.46 e 22.47, ficamos com 


(fg) 


fo9o r 

2 


cos Sf cos S g + sen Sf sen 5 g 


ou 


(f9) 


fo9o 

2 


cos(<5/ - Sg) 


(22.48) 


Agora, lembramos que 


% = foe i5f 

9o = goe i5 ° 

de modo que o produto jFoSo, onde So denota o complexo conjugado de So, 
fica 


^oSo = foe f goe 


i6 f ~ i5 9 


OU 


cuja parte real e 


?oS 


* 

0 


fo9o^ Sf 


moSo] = fogo cos(Sf - Sg) 


Assim, voltando a equa^ao 22.48, obtemos 
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(fa) = jKpoSS) 

que estabelece a media temporal de um produto de fungSes reais em termos 
das amplitudes complexas dessas fungoes. E interessante notar que a parte 

espacial das fungoes, isto e, o fator e lk ' T , nao aparece no resultado final. Alem 
disso, o resultado anterior se mantem se conjugarmos o primeiro fator ao inves 
do segundo, ou seja, de uma forma geral, 

(f9) = \moS*o\ = i^[^So] (22.49) 

e a demonstragao da segunda parte da igualdade fica como exercfcio para o 
leitor (veja o exercfcio 22.1). E possfvel mostrar tarnbem que 

(fg) = ( 22 . 50 ) 

ou seja, a media do produto das fungoes reais e dada pela parte real do 
produto das fungoes complexas, tomando o complexo conjugado de uma delas 
A demonstragao tarnbem fica como exercfcio (veja o exercfcio 22.2). Com o use 
da expressao 22.49, a media temporal da densidade de energia dada por 21.9 

u e i = l -{£-V + B-H) 


torna-se 



\{E -V + B-H) 

£ 


ou 


ou ainda, 

(u e i) = ^[£o-©o + ®o-j : CS' 

que pode ser reescrita, mediante a expressao 22.50, como 

(u e i) = ^»[£-5* + S-^C*] (22.51; 
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ou ainda, como 




e*£ • £* + 



B • 23* 


Outra grandeza importante e a media do vetor de Poynting 21.10, 


S = £ xii 


que se torna 


(S) = (£xW) 


ou 



(22.52) 


ou ainda, em termos das amplitudes complexas dos campos, temos 



(22.53) 


22.4 Ondas Eletromagneticas Planas em Meios 

Condutores 

Apos o estudo da propagagao de ondas em meios dieletricos, o proximo 
passo consiste em verificar o que ocorre com as ondas eletromagneticas em 
meios condutores lineares e isotropicos, dotados de uma condutividade s, 
permissividade e e permeabilidade /x, Nesse caso, a incidencia dos campos 
eletromagneticos oscilantes da onda sobre o material condutor vai produzir 
correntes eletricas reais por causa da atuagao do campo eletrico oscilante. 
Alem disso, eventualmente pode existir uma densidade de carga livre real p 
no material condutor, no inicio da aplicagao da onda. A densidade de corrente 
J pode ser relacionada ao campo eletrico atraves da equagao 12.11, 



3 Note que, em geral. a • & 7^ cz • a*, quando a e complexo. Alem disso, pode ocorrer e 7^ € 
z fj .* 7 ^ 
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J = $£ 

Nesse caso, as equagoes de Maxwell 20.1 tornam-se 


V • £ = 

. p 

6 

(22.54a) 

V ‘ B - 

= 0 

(22.54b) 

* 

dB 

(22.54c) 

Vxf = 

dt 

— * 

* d£ 

(22.54d) 

Vx£ = 

- fi$£ + f.ie 

ot 


Se utilizarmos a equagao de continuidade 12.21, 

dp -> 

+ V * J = 0 (22.55) 


juntamente com a relagao 12.11, temos 


5 V * £ + 




Agora, utilizamos a lei de Gauss 22.54a, ou seja, 



e 





que e a equagao diferencial 12.22 obtida no capitulo 12 (volume II) para a 

densidade de carga num material condutor. Sua solugao e dada pela expres- 
sao 12.24, 


p{r,t) = g{r, 0)e 4- 

em que o tempo de relaxagao r e dado pela expressao 12.23, 

e 

t v = - 

Assim, a carga livre no interior do condutor vai dissipar para a superficie do 
mesmo com um tempo caracterfstico r. Num condutor perfeito, 5 —► 00, de 
modo que r T = 0. Num bom condutor, r T e muito pequeno, menor do que 
os tempos caracteristicos dos fenomenos relacionados ao condutor, como o 
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perfodo das ondas eletromagneticas que nele incidem, por exemplo 14 . Por 
fim, num mau condutor, o tempo r r e maior que os tempos caracterfsticos do 
problema, como o perfodo da onda eletromagnetica. Entretanto, independente 
do caso especffico, o fato e que a carga livre move-se do interior do condutor 
para a sua super ffcie, fazendo com que a densidade volumetrica de carga se 
anule. O tempo necessario para isso pode ser curto ou longo, mas isso nao 
import a para nos porque nao estamos interessados nesse efeito transiente. 
Queremos analisar o que ocorre com a onda eletromagnetica quando a carga 
ja passou para a superffcie do condutor, de modo que p — 0 no interior do 
mesmo. Com essa consideragao, a lei de Gauss 22.54a torna-se 

V-£ = 0 (22.56) 

e as outras equagoes 22.54 permanecem inalteradas. Note que a diferenga 
em relagao as equagoes de Maxwell para uma onda num dieletrico ocorre na 
expressao 22.54d, em que aparece um termo proporcional a £. Vamos tomar 
o rotacional da lei de Faraday 22.54c, 

LrJ ' 


V x (V x S) = -V x 
Pela propriedade 1.58c, temos 

V x (V x £) = V(V ■£)- V 2 £ 

de modo que 

V(V-£)-V 2 £ = -^-[Vx£ 1 (22.57) 

OT 

onde trocamos a ordem em que as derivadas espaciais e a derivada tempo¬ 
ral sao feitas. porque elas sao coordenadas independentes. Fazendo uso das 
relagoes 22.56 e 22.54d, ficamos com 


dB 

~dt 


14 Para o cobre, r r e da ordem de 10 19 s, ao passo que o tempo medio entre colisoes r 
e da ordem de 10“ 14 s. De fato f a carga se dissipa com um tempo caracterfstico r, e nao 
Try porque a equa^ao J — sE deixa de ser valida para esses tempos muito curtos. Consulte 
tambem N. Ashby, Am. J. Phys 43, 553 (1975) e H. C. Ohanian, Am. J. Phys 51, 1020 

(1983). 
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OU 


_ f&f ftp 

V 2 £ - ^ = 0 (22.58) 

que difere da equagao da onda usual 22.15 pelo termo que envoive a deri- 
vada temporal do campo eletrico, alem, e claro, da substituigao de (eo,^o) 
por (e, /i). A equagao para o campo magnetico e obtida considerando-se o 
rotacional da equagao 22.54d 

- - d£ 

Vx(Vx6) = fjL$V x £ + AieV x — 

Novamente utilizamos a relagao 1.58c, ou seja, 

Vx(Vx6) = V(V • B) - V 2 B 


de mo do que 


V(V-B) 



^usV x £ + fie 




Empregando agora as equagoes de Maxwell 22.54b e 22.54c, obtemos 


dB 

~di 

ou 




(22.59) 


que tambem difere da equagao de onda 22.17 pelo termo envolvendo a derivada 
temporal do campo magnetico. As equagoes 22.58 e 22.59 tern como solugoes 
fungoes de onda plana (complexa) do tipo 


£(r, t) = 
B(r, t) = 



2 2.4. ONDAS ELETROMAGNETICAS PLANAS EM MEIOS CONDUTOKES 


341 


como ocorreu nos casos anteriores, lembrando que devemos tomar a parte real 
dessas solugoes. Entretanto, k nao e mais real, e sim complexo, conforme pode 
ser visto quando as solugoes acima sao substitmdas nas equagoes diferenciais. 
Para facilitar a demonstragao, vamos considerar uma onda se propagando na 

diregao z, descrita por 

£(z, t ) = £ 0 e i(/cz_a,t) (22.60a) 

$(z,t) = B 0 e i(fe2_hrt) (22.60b) 

A equagao de onda 22.58, considerando apenas a diregao z, fica 

d 2 l d 2 l dl n 

aF-'*W'“W = o 

Vamos calcular primeiramente 


dl 

dz 



i{kz—u)t) 


e assim, 


d 2 l 

dz 2 




Agora, calculamos 


dt 


e tambem 


d 2 l 

dt 2 




Retornando a equagao diferencial, ficamos com 



ou 




+ ifisu 


> * . 


(22.61) 
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o que indica que o vet or de onda k e complexo. Assim, podemos escrever c 
modulo de k em termos de sua parte real k e imaginaria k como sendo 

k — k ifo (22.62) 

Como conseqliencia imediata, a onda descrita pelos campos dados pelas ex- 
pressoes 22.60 tornam-se 


£(z,t) = E oe il(k+™)z-“t) 
B(z, t) = 'B 0 e i [( k+iK ) 2_u ' t ! 


ou 


£(z, t) - l Q e~ KZ (22.63a) 
B(z, t) = B 0 e _, “e i(kz-Wt) (22.63b) 

Assim, alem do termo oscilante dado pela parte real de k. descrito pela ex- 
ponencial complexa, ha tambem um termo de amortecimento associado a 
parte imaginaria de k e expresso pela exponencial real. Os campos acima sao 
amortecidos e as ondas descritas por eles nao sao mais homogeneas, conforme 
vimos na segao 22.3. Para obter os valores de k e k em termos das proprie- 
dades caracteristicas do condutor, elevamos ao quadrado a relagao 22.62, ou 
seja, 


k 2 = (k + m)(k + in) 

k 2 = k 2 — k 2 + 2ikn 

e comparamos com a expressao 22.61, de onde extrafmos 

k 2 — K, 2 = (22.64a) 

2kAc = fiBu) (22.64b) 


Da expressao 22.64b, obtemos 


K 


/. 15 UJ 



que, substituida na equagao 22.64a, fornece 



H 2 $ 2 u ) 2 

4k 2 
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ou 


4 k 


4ueu> 2 k 2 — ji 2 s 2 uj 2 


0 


que pode ser resolvida para fornecer k 2 atraves de 


k 


4^ecu 2 ± y/(4/j.eoj 2 ) 2 + 1Q/j. 2 s 2 uj 2 


8 


ou 


k 


4/xetu 2 ± 4p,ecu 2 Jl + 

8 


e 2 w 2 


ou ainda, 


k 


2 


2 



l± \ 1 + 


5 \ 


eu> 




Retornando agora a equagao 22.64a, obtemos 


fie u) 



1 =b \ / 1 + 


6C O 


9 2 

k = jieu) 


ou 


K 


fieui 

~Y 



1 ± A / 1 + 


ecu 


jltUJ 


e entao, 



Portanto, temos, em princfpio, 




1 

2 


e 
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1 

2 


Entretanto, nem todos os sinais sao possfveis. Primeiramente, quando a con- 
dutividade s vai a zero, ou seja, o material torna-se isolante, k deve ser real e 
ter o valor dado pela expressao 22.41, 


k = ujyjle 


de modo que k — 0 quando s —► 0, o que implica que o sinal dentro dos 
colchetes deve ser positivo. Alem disso, num meio condutor usual, a onda e 
amortecida quando se propaga, de modo que, se ela se propaga no sentido 
positivo do eixo z, tanto k como k devem ser positivos, ao passo que, se ela 
se propaga no sentido negativo de z, ambos devem ser negativos, ou seja, 
eles devem ter mesmo sinal. Num laser , ao contrario, a onda pode ter sua 
amplitude ampliada, ao inves de ocorrer amortecimento, de modo que nesse 
caso k e k podem ter sinais contrarios. Portanto, para uma onda propagando- 
se no sentido positivo do eixo, devemos ter 



(22.65) 



2 

( 22 . 66 ) 

E importante notar que a parte real de £;, ou seja, k, esta relacionada ao 
comprimento de onda A atraves de 




2n 

T 


e a freqiiencia angular u) atraves de 



ja que k esta associado a parte oscilante das solugdes 22.63, 
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E(z, t) = £ 0 e"'“e i(kz - wt) (22.67a) 

%{z, t) = ‘Boe~ KZ e i(kz - ut) (22.67b) 


A parte imaginaria, esta associada ao amortecimento que ocorre com a 
onda, que penetra no condutor ate uma profundidade de penetra^ao carac- 

teristica, dada por 



- = -J- 

k u) V pe 



( 22 . 68 ) 


As solugoes acima devem satisfazer as equagoes de Maxwell 22.54 e 22.56, que 
impoem condigoes identicas as expressas por 22.20, 


fc - £ 



e 22.21, 


k • 3 = 0 


alem da relagao 22.24, 


l B=-kxE (22.69) 

UJ 

que estabelecem que a onda e transversal, de modo que £ J- B _L k. Alem 
disso, os campos £ e % em geral nao oscilam em fase. Para ver isso, escrevemos 

k na forma polar, isto e, 


k = \k\e i4> 

Lembrando que k e dado pela expressao 22.62, temos 

|fc| — \/k 2 + k 2 


ou 








ecu 
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ou ainda, 


k | = u) 




Quanto a fase 0, temos 



ou 


OJ 

tg 4> = - 

U) 



ou ainda, 



que pode ser reescrita se considerarmos a relagao 



que fica 



(22.70) 


ou 
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ou ainda, 


tg2(p = 2 



ou entao, 



ou 


e finalmente, 


de onde extrafmos 




eu 





+ 1 




5 

ecu 



Agora, das solugoes 22,67, temos que 


£o = £oe iSs 
® 0 = Boe* 6 * 


Considerando a expressao 22.69 em modulo, obtemos 
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on 


B 0 e iSB = ^W (0+<5f) 

UJ 


de onde extraimos 


Sb — ^ + $£ 



ou 




UJ 




tl€\ 1 + 


eu 


£ 


U) 


0 


ou ainda, 





(22.71) 


(22.72) 


• A relagao 22.71 estabelece que ha uma defasagem de um angulo <f> entre o 
campo eletrico e o magnetico num condutor, com o campo magnetico atrasado 
de 4> em relagao ao campo eletrico. A expressao 22.72 relaciona os modulos dos 
campos eletrico e magnetico num condutor. Por fim, considerando as partes 
reais das solugoes 22.67, obtemos as ondas reais dadas por 


<f (z, t) = £oe KZ cos(k z — out + 5 s) 

B(z, t ) = Boe~ KZ cos(kz — ut + 5g + <fi) 

cuja extensao para uma onda que se propaga em qualquer diregao definida 
pelo vetor k = k + ik e 
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£(r j £) = £oe K ' r cos(k • f — cot + 5s) (22.73a) 

B{t, t) = B$e~^ *^cos(k • v — cot + 5$ + </>) (22.73b) 

E interessante observar que, quando os campos tern uma dependencia tempo¬ 
ral (complexa) do tipo e ~ luJt , como ocorre no caso das ondas acima, e possfvel 
transformar formalmente o caso de ondas num condutor numa situagao equi- 
valente envolvendo dieletricos. Para tanto, devemos lembrar a relagao 22.27, 


d£ 

dt 



valida para os campos dados pelas equagoes 22.60. Assim, voltando a equagao 
de Maxwell 22.54d, temos 


V x B = /xs£ — ifieujE 


on 


V x B = Li{-iuj£) 


+ e 


%U) 


ou ainda, 


V xB = il \ e + i- )(-io;£) 

OJ 


ou entao, usando novamente a equagao 22.27, ficamos com 


x*B — fil £ H - i 


U) 


dt 

dt 


Agora, se definirmos uma permissividade eletrica complexa e atraves de 


£ = € + i 


(22.74) 


LO 


a equagao acima se torna 


VxB = /j£ 


dt 

dt 
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que e formalmente identica a expressao 22.34d valida para isolantes. Assim, 
os result ados obtidos na segao 22.3 para dieletricos podem ser adapt ados 
para condutores, substituindo-se a permissividade eletrica real e por uma 
permissividade complexa e dada por 22.74. Como consequencia imediata, o 
vetor de onda complexo dado por 22.61 torna-se 

k 2 = /jw 2 (e + i —^ 


ou 



jj.euj 


2 


e assim, 



(22.75) 


em acordo (formal) com a expressao 22.41, 



que e valida para dieletricos. Alem disso, podemos introduzir tambem um 
mdice de refragao complexo atraves da relagao 22.37, de modo que 



fie 

H o e o 


(22.76) 


Assim, uma permissividade eletrica complexa ou um mdice de refragao com¬ 
plexo estao associados a ondas amortecidas que se propagam num dado meio. 
Com o uso de n, achamos 


k = n- (22.77) 

c 

Existem dois casos-limite importantes quando se trata com materials condu¬ 
tores, que sao obtidos da analise da equagao de Ampere-Maxwell 22.54d, 



lembrando que a dependencia temporal de £ e dada por um fator e zu)t , de 
modo que temos 
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VxB = /.js£ — ifiao£ 

0 primeiro fator esta associado as correntes reals, enquanto o segundo e de- 
rivado das correntes de deslocamento. Assim, o primeiro caso-limite consiste 
em considerar os materials maus condutores, que tern baixa condutividade, de 
modo que 5 ujc. As correntes reais sao muito menos importantes do que as 
correntes de deslocamento produzidas pelo campo eletrico oscilante, de modo 
que esse caso tambem engloba materials condutores sujeitos a campos com 
freqiiencias muito altas. Nesse caso, k torna-se, lembrando a expressao 22.75, 

k = ujyfjii 


ou, utilizando a relagao 22.74, 


i 

k = ujJJIe (1 + i — 

\ eu 

Podemos expandir o resultado acima para obter, considerando termos ate 
primeira ordem, 

k = ajy/jlefl + i 

Comparando com a expressao 22.62, 




k — k + in 


:vemos que 


k = 

de modo que a parte real de k permanece inalterada e o comprimento de onda 
e a velocidade da onda sao os mesmos que no caso do meio dieletrico, e 


S fn 



o que faz com que a profundidade de penetragao dada por 22.68 fique sendo 
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que e independente da freqiiencia to da onda que se propaga, a menos que $ 
dependa da freqiiencia. 

O segundo caso-limite e encontrado quando se consideram materiais 
muito bons condutores, de modo que s » toe e as correntes de condugao 
sao muito mais importantes do que as correntes de deslocamento. E o que 
ocorre com metais sujeitos a ondas de radio, microondas, radiagao na faixa 
do infravermelho e no visivel indo ate ultraviolet a. Nesse caso, as expres- 
soes 22.65 e 22.66 podem ser aproximadas por 


k = 00 


fie 


s 

ao 



ou 



5 

eoo 



Como 


(22.78) 



2n 

T 


e considerando que a profundidade de penetragao 22.68 e dada por 



achamos 


ou 



1 

k 



(22.79) 


Note que, como a profundidade de penetragao aparece num fator exponencial 
do tipo e~ KZ — nas ondas descritas pelos campos 22.73, quando a onda 
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percorre uma distancia igual a um comprimento de onda A, ela e atenuada 
por um fator 


e c = e 2 ^ — e 27r « 0,0019 

ou seja, apos percorrer uma distancia de um comprimento de onda num bom 
condutor, “resta” da onda apenas 0,2 %. Alem disso, o comprimento de onda 
num bom condutor e muito pequeno quando comparado com o comprimento 
de onda num material mau condutor ou isolante, ja que 


Kbom condutor 
Kmau condutor 



(jJJJS 


uJJR 


ou 


kbom condutor 
Kmau condutor 



» 1 


Assim, como 



2tt 

T 


temos 


om condutor 
^mau condutor 

Portanto, o principal efeito que ocorre com ondas eletromagneticas propagan- 
do-se num material bom condutor e a atenuagao da onda. O campo magnetico, 
nesse caso, tern uma defasagem de 45° em relagao ao campo eletrico, conforme 
pode ser visto pela expressao 22.70, lembrando que k = k, ou seja, 

tg (j> = — = 1 =$> <j> = 45° 

K 

Com relagao aos modulos dos campos, pela expressao 22.72, temos 




B 0 = 



Num bom condutor, cue <C s, e ficamos com 
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Bo 


5 

fie — 

euj 


» 1 


Assim, a maior parte da energia das ondas num meio bom condutor esta 
associada ao campo magnetico. Quando uj —> 0, ou seja, quando temos a 
situagao de campos estaticos, toda a energia e dada pelo campo magnetico, 
pois um condutor nao mantem um campo eletrostatico em sen interior, a 
menos que uma fonte de fern externa seja ligada a ele, conforme vimos no 

capftulo 12 (volume II). 

/ 

E interessante agora estudar o que ocorre com a densidade de corrente 
num material bom condutor, ja que os campos sao fortemente atenuados ao se 
propagarem dentro do material, e isso de alguma forma se reflete na corrente 
produzida no condutor. Quando o material e bom condutor, de modo que $ 
ue, as correntes de condugao sao muito mais importantes do que as correntes 
de deslocamento. Assim, o fator envolvendo a corrente de deslocamento na lei 
de Ampere-Maxwell 22.54d pode ser desprezado em comparagao com o termo 
envolvendo a corrente real, e assim, ficamos com 


VxB = fis£ 

que e a lei de Ampere usual. Usando esta expressao juntamente com a lei de 
Gauss 22.56 na equagao 22.57, achamos 

OU 

V 2 £ 

e, como J = temos tambem 

V 2 J 

As equagoes acima sao equagoes diferencias semelhantes a equagao de difusao. 
Interessa-nos resolver a equagao 22.81, para obter o comportamento da den¬ 
sidade de corrente. Para isso, comparando com a equagao 12.22, cuja solugao 
e dada pela expressao 12.24, consideramos que J(r, t) possa ser escrita como 
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J(r, t ) = j[r, 0)e 


—iu)t 


(22.82) 


Utilizando essa expressao para J na equagao diferencial, obtemos 


2 / 


V (je 


) - M 5 


d(je 


—itut 


) 


dt 


0 


ou 


—_J_ icjnsfe-^t 


0 


ou ainda, 


Definindo agora 


V 2 J + iujisj* = 0 


V 


iuojis 


ficamos com a equagao diferencial 


V 2 f + rj <2 j = 0 


(22.83) 


7 — 

Lembrando que i = e 2 ? temos 


v^= [e‘51* 


IZ 


e 4 


1 + i 

7/7 


e entao, 


V 





(22.84) 


ou 


V 


1 *-{- i 

777 


WuJjlS 


ou ainda, 


V 


1 + i 

C 


(22.85) 
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onde usamos a equagao 22.79, 




LJfXB 


para a profundidade de penetragao num meio bom condutor. Podemos ana- 
lisar agora um caso simples, para ter ideia do comportamento da corrente. 
Vamos considerar um condutor infinito nas diregSes x e y e semi-infimto na 
diregao z, indo de 2 = 0 ate z -> 00 . Vamos supor que a corrente seja fungao 
de z e que tenha apenas componente x , sendo expressa entao por 


%r, 0) = j x (z) i 


Nesse caso, a equagao diferencial 22.83 pode ser escrita como 



que e uma equagao similar a equagao de um oscilador harmonico simples, 
resolvida por meio de 


jxW=M(0)e i,ja + j* 2 (0)e-^ 

onde j Xl (0) e j X2 (0) sao coeficientes complexos que dependem das condigoes do 
problema. Para nossos propositos, podemos fazer, sem perda de generalidade, 

j Xl (0) = 3x{ 0 ), jxM = 0 , de modo que 

j x {z) = U^ z = 

onde usamos a expressao 22.85. A equagao acima pode ser reescrita como 

j x (z) = j x ( 0)e^ = = j x { 0)e“« e“ 

Entao, a intensidade relativa da densidade de corrente, a medida que a ra 
diagao penetra no condutor, fica 


jx(z) 


z iz 

jx( 0)e ce< 

b'x(o) 


Jx(0) 


ou 
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Jx(z) 

Jx( 0) 



indicando que a densidade de corrente cai exponencialmente com a profundi- 
dade do condutor, e a profundidade de penetragao £ corresponde a distancia 
em que a corrente cai pelo valor e -1 do valor inicial. A radiagao penetra no 
material de forma apreciavel apenas por alguns poucos Note que, lembran- 
do a expressao 22.79, 



vemos que, para altas freqiiencias, a profundidade de penetragao tern um va¬ 
lor muito pequeno. No cobre, C ~ 10 -6 m para uma freqiiencia de microondas 
de 5 GHz. Assim, para se ter um elemento bom condutor (um fio ou cabo, por 
exemplo) na faixa de microondas, pode-se usar como suporte um material que 
tenha uma condutividade eletrica menor revestido por uma camada fina de 
material bom condutor, como cobre ou prata, que e normalmente mais caro. 
Por outro lado, na agua do mar, para uma freqiiencia de 15 kHz a profundi¬ 
dade de penetragao e de cerca de 2 m. Nesse caso, para manter contacto com 
submarinos e necessario usar ondas de freqiiencia extremamente baixa. 

0 caso anterior de um condutor semi-infinito na diregao z e importan- 
te para desenvolver a intuigao fisica a respeito do problema. Agora, vamos 
estudar um caso de importancia obvia, um fio condutor de segao reta circu¬ 
lar e raio po- Nesse caso, utilizamos novamente a simetria da situagao para 
excluir dependencias angulares da densidade de corrente J. Alem disso, co- 
locando o eixo do fio na diregao z, a densidade de corrente deve ter apenas 
uma componente nessa diregao, que deve depender de p, a coordenada radial 
em coordenadas cilmdricas, de modo que j = J z (p ) k. Nesse caso, a equagao 
diferencial 22.83 torna-se 


V 2 J z {p)+V 2 J z (p) = 0 


ou, usando a expressao B.10 para o Laplaciano, 


ld_ 

P dp 




( 22 . 86 ) 


que pode ser escrita como 
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If d 2 J z dJ z 



ou ainda, 



Vamos fazer agora a mudanqa de variaveis g = gp, de modo que 

d dg d 
dp dpdg 




(22.87) 



d 


d 


dp 


V 


dg 


V 


dg d / d 
dp dg \ dg 

n d 2 


V 


dg 


Usando as duas expressoes acima na equacao 22.87, achamos 



ou 


d 2 .J 1 d.T 

Vy + -^ + ^ = 0 (22.88) 

OQ l Q OQ 

Comparando com a equagao de Bessel 6.121 (volume I), vemos que a equagao 
acima e a equagao de Bessel quando v — 0, de modo que as suas solugoes sao 
dadas pelas fungoes de Bessel e Neumann na forma 


Jz(p) = Aodo(g) + Bo^o(g) = A 0 3o(vp) + B 0 X 0 (rip) (22.89) 


onde 7] e obtido utilizando-se a equagao 22.79, 
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em 22.84, 



Portanto, a solugao para a densidade de corrente 22.89 fica 

Jz{p) — + Bo'No (22.91) 

sendo que devemos notar que a fungao de Neumann diverge para p 0 mesmo 
quando o argumento e imaginario, de modo que, como qiieremos a solugao 
para a regiao interna ao fio, a constante B$ deve ser nula, restando apenas 


J z (p) = Ado(Vi^p) (22.92) 

Agora, vamos definir as fungoes ber (Bessel real) e bei (Bessel imaginaria), 
tambem chamadas de fungoes de Kelvin 10 , atraves de 



= ber x + i bei x 


(22.93) 


onde 


ber x = 




(~i) n 

[(2 n )!]2 




(22.94) 


OO 


bei x 



(-i) 


n 


n — 0 


f(2n + 1)!] 2 \2J 


\ 4n+2 
X \ 


l 


X 


1 


X 


6 


( l -) 2 \2 


(3!) 2 V 2 


+ 


1 


x 


10 


* * 


(5!) 2 \2 


(22.95) 


E possivel mostrar que (veja o exercicio 22.3) 


15 Sir William Thomson, ou Lord Kelvin, introduziu as fungoes ber e bei em 1889. 
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Soiviz) = ber x — i bei x 


(22.96) 


e assim, a solugao 22.92 fica 


Jz (p) = a 


'-(t 


p 


ihei(^-p 


(22.97) 


que e a solugao da equagao diferencial 22.86. equivalente a equagao 22.83 
Lembrando que a solugao geral e obtida mediante a relagao 22.82, 


Up, t) = j{r,0)e 


—iujt 


temos 


Up, t) = a 


ber ( ~ 


P 


i bei f 


./y/2 


v C 


p 




(22.98) 


A constante A pode ser obtida se considerarmos que a corrente na superficie 
do fio, de raio po> vale 


0 — Js — A 


ber (^ po 


ibei(j^po 


—iuft 


(22.99) 


A densidade de corrente dada por 22.98 e uma grandeza complexa. Seu modulo 
e obtido considerando-se o complexo conjugado, ou seja, 


I Jz{pi i)| 


AA 


ber(f 


P 


i bei^-^p 


x 


ber^pU.beif^, 


V C 


v C 


—iujt iujt 


OU 


\Jz{p ) | 


\A\ 


ber 


21 V^2 \ 2 ( V2 


c 


p + bei 


c 


p 


( 22 . 100 ) 


Multiplicando a expressao 22.99 pelo seu complexo conjugado, temos 
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ou 


Ws I 




ber 


/ \/2 

v c 


Po 


) + bei 


V2 
C 


Po 


( 22 . 101 ) 


Dividindo agora a expressao 22.100 pela 22.101, temos 


I Jz(p,t)\ 

\Js I 2 


ber 2 (fp)+bei 2 {fp) 

ber 2 (^po) + bei 2 (^po) 


OU 


\Jz{p,t)\ _ ber 2 (^p)+bei 2 (^p) 

1^1 “ |_ber 2 (fp 0 )+bei 2 (fpo) 

que estabelece o modulo da densidade de corrente num ponto a uma distancia 
p do eixo do fio em termos do modulo da densidade do corronto na sua su- 
perficie. Para um fio de cobre, 5 = 5, 65 x 10^ S/m (veja a tabela 12.1) e 
p « po = 47T x 10 -7 T-m/A. Assim, podemos determinar o comportamento 
da densidade de corrente para alguns valores de freqiiencia angular to ‘2'KU. 
A tabela 22.3 apresenta dados para alguns valores de v para um fio de cobre 
de raio p 0 = 0, 5 mm, e a figura 22.8 mostra um grafico da equagao 22.102 
para as frequencias selecionadas na tabela 22.3. E interessante notar na fi¬ 
gura 22.8 que, em baixas frequencias, em particular na freqiiencia utilizada 
na transmissao domestica de eletricidade, a densidade de corrente se distri- 
bui uniformemente pelo fio, ao passo que, em altas freqiiencias, £ torna-se 
pequeno e so ha corrente eletrica proximo a superffcie do fio. Este efeito e 
conhecido como efeito pele, e ele surge por causa das grandes correntes indu- 
zidas parasitas que aparecem na regiao mais interna do fio, produzidas pelo 
campo magnetico variavel no tempo. Essas correntes acabam anulando a cor¬ 
rente real nessa regiao, fazendo com que a corrente real flua apenas por uma 


2 

( 22 . 102 ) 



362 


22. ONDAS ELETROMA GNETICA S, I: PROPAGAQAO DE ON DAS 


camada fina na superficie do fio. A distribuigao de correntes pode ser obtida 
mediante a integragao da expressao 22.98 na area do fio, ou seja, 


i 



P 0 r 27T 



J 2 (p, t)pdpdO 


Curva 

v (Hz) 

C (mm) 

PO 

C 

i 

60 

8,6 

0,058 

2 

10 3 

2.1 

j 

0,24 

3 

10 5 

0,21 

2,36 

4 

10 6 

0,067 

7,47 

5 

10 7 

0,021 

23,6 


Tab el a 22.3: Profundidades de penetragao para ondas 

eletromagneticas mini fio cilindrico de cobre 
corn as freqiiencias indicadas na tab el a. As 
curvas para a densidade de corrente em 
fungao da distancia ao eixo do fio sao 
mostradas na figura 22,8. 


ou 


ou ainda, 




A 


ber 


o 




i = 2nAe~ iuJt 



0 





Definindo 
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temos 


Figura 22.8: Graficos da densidade de corrente em fungao 

da distancia ao eixo dos fios de cobre descritos 
pelos parametros mostrados na tabela 22.3. 


27 rAe 


iuft C 




(ber x — i bei x) xdx 


ou 


7 rA( e 


pxq r%o 

2 -Mt / x ber xdx — i / x bei xdx 


(22.103) 


A primeira integral na equagao 22.103 pode ser feita considerando se a expres 
sao 22.94 para a fungao berx, isto e, 


XQ 


X 0 


x ber x dx 


x 1 


( 2 !) 


\\2 


+ 


4! 


n2 


• • • dx 


ou 


XQ 


x Q 


x ber x dx 


tju f 

r -1-- — • ■ • dx 

2 4 (2!) 2 2 8 (4!) 2 J 


ou ainda, 
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X 0 


x ber x dx 


0 


x 


x 


6 


2 


+ 


X 


10 


6 • 2 4 (2!) 2 10 • 2 8 (4!) 2 


• * t 


Xo 


0 


e entao, 


Xo 


x ber x dx 


x 


o 


t-6 

x 0 


0 


2 


+ 


rplO 

x 0 


6 • 2 4 (2!) 2 10 • 2 8 (4!) 2 


ou, finalmente, 


XO 


x ber xdx — x o 


o 


Xq 

2 


/vi5 

x 0 


+ 


~9 

x 0 


* * 


6 • 2 4 (2!) 2 10 ■ 2 8 (4!) 2 


Agora, vamos considerar a fungao beia:, dada pela expressao 22.95 


beix 


1 


x 


1 


X 


6 


(l !) 2 \2 


(3!) 2 V 2 


+ 


1 


x 


10 


(5!) 2 V 2 


■ * 


Vamos deriva-laj de modo que temos 


bei 7 x 


dbeix 

dx 


2 x 


6x 5 


2 2 ( 1 !) 


2 6 (3!) 


+ 


lOx 


9 


2 10 (5!) 


• • • 


ou 


bei ; x 


x 


x 


+ 


lOx 


9 


t I 4 


2(1 !) 2 6 • 2 4 (2!) 2 4 * 2 S (4!) 2 * 25 


ou ainda, 


bei ; x 


x 

2 


x 


+ 


X 


6 ■ 2 4 (2!) 2 10 • 2 8 (4!) 2 


Comparando as expressoes 22.104 e 22.105, vemos que 


x 0 


x ber xdx = Xq bei 7 xq 


o 


ou 



Xq 


x ber x dx 



(22.104) 


(22.105) 


o 


(22.106) 
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Por meio de um procedimento analogo, pode-se mostrar que (veja o exercf- 

cio 22.4) 


Xq 


x bei x dx 


o 


y/2 

c 


pober I 


,(V2 


c 


Po 


de modo que a corrente dada pela expressao 22.103 torna-se 


i = 'kAQ e 


2 


^P 0 bei' ( ~~~ po] + i^T-po ber' { ^po 


c 


c 


c 


c 


(22.107) 


ou 


l 


27r AQpqc 

vT 


—iujt 


bei 


./ ( \/2 \ , . i. t { 


c 


Po 


J + i ber 


c 


Po 


(22.108) 


A tensao aplicada aos extremos do fio, medida na superftcie deste, pode 
ser obtida considerando-se que 


V(po,0 = £ z {po,t)L 

onde Leo comprimento do fio. Usando a equaQao 12.11 na forma escalar, 
temos 


J. 


s £ 


e entao, 


V(pO)0 — Jz(P0i t) 


L 


ou, usando a expressao 22.99, obtemos 


V(po,*) 


AL 


ber 


(V2 
V C 


Po 


i bei 


V2 

c 


Po 


—icjt 


(22.109) 


1 /? 

: A razao entre a tensao e a corrente no fio define a impedancia Z , ou seja, 


Z 


¥ 


t 



16 


Veja a nota de rodape 12. 
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ou, usando as expressoes 22.108 e 22.109, 


ou 


onde 



AL 

$ 

ber(^po) ibei(^po) 

O 

27rA^poe~ ZU}t 

n/2 

bei (fp 0 ) + * ber {''fpo) 



s/2L 

2tt(poS 


ber xq — i bei x$ 
bei / xq + i ber ; xq 


( 22 . 110 ) 



Quando a freqiiencia e baixa, £ po> conforme se ve na tabela 22.3, o que 
implica que xo e pequeno. Nesse caso, usando as formas explicitas para as 
fungoes berx e beix dadas pelas relagoes 22.94 e 22.95, e possivel mostrar 
que (veja o exercicio 22.5) 


lim 

Xq^O 

(baixa freqiiencia) 


ber xo — i bei xo 
bei 7 xq + i ber xq 



Nesse caso, a impedancia 22.110 torna-se 


( 22 . 111 ) 



Lembrando que em baixas freqiiencias a corrente flui por todo o fio atraves de 
uma area dada por A — 7rpg e que a resistividade e o inverso da condutividade, 
vemos que a expressao acima fornece a resistencia de um fio de comprimento 
L e area A, conforme dada pela expressao 12.12. Essa resistencia foi obtida 
no capftulo 12 considerando-se uma corrente contmua passando pelo fio, de 
modo que ela e chamada de resistencia CC (Corrente Contmua), ou seja, 




snpl 


Entao, em geral, 
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ber xq — i bei xq 
bei 7 xq + i ber 7 xq 


ou 


Z _ x 0 

ber xq — i bei xo 


i 

Ct ^ 

o 

1 

* 

cr 

CD 

o 

- 1 

n CC 2 

bei 7 x*o + i ber 7 xq 


bei 7 xq — i ber 7 xq 


ou ainda, 



o bei 7 xq — i bei xq bei 7 






e entao, 

; 



TT'CC 

Xq 

2 


ber xq bei 7 xq — bei xq ber 7 xq — i (bei xq bei 7 xq + ber xq ber 7 xq) 


bei 72 xq + ber 72 xq 


( 22 . 112 ) 


No apendice G veremos que a impedancia de um circuito de corrente alternada 
e dada por 


Z = TZca + tX 

onde <1 e a reatancia do circuito e TZqa e a resistencia do circuito quando 
submetido a uma Corrente Alternada. Portanto, vemos que 

T^CA _ xq 

Ucc 2 

O comportamento da fungao acima em fungao da frequencia ou de C pode ser 
visto na figura 22.9, lembrando que po — 0, 5 mm. 




T * 


(22.113) 
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Figura 22.9: Grafico da fungao descrita pela 

equagao 22.113 para o intervalo 
de frequencias de 1 Hz a 3 MHz. 


Da figura acima, vemos que a resistencia CA comega a desviar apreciavelmente 
de TZcc a partir de ^ « 1, o que corresponde, nesse caso, a uma frequencia de 
200 kHz. Na regiao de alias frequencias, a fungao descrita pela equagao 22.113 
tem um comportamento dado por 


lim 

a'o—>oo 

(alta frequencia) 


'R'CA 

T^CC 


XQ _ £0 _ TTPo 

2 y /2 2C 2ttpoC 


(22.114) 


A equagao acima e muito interessante, pois ela pode ser facilmente entendi- 
da. Lembrando que a resistencia eletrica e inversamente proporcional a area 
de segao transversal do fio, notamos que em baixa frequencia a corrente se 
distribui por todo o volume do condutor, atravessando uma area 7rpo- P° r 
outro lado, em alias frequencias ocorre o efeito pele, e a onda se propaga 
apenas numa fina camada de espessura C medida a partir da superficie dc 
condutor. A area dessa camada e dada por 27rpoC> de modo que a razao entre 
as resistencias esta relacionada a razao inversa dessas duas areas. 

Quando as frequencias tornam-se muito altas, a partir do ultravioleta* 
por exemplo, o livre caminho medio dos eletrons pode se tornar maior do 
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que a profundidade de penetragao e surge entao o efeito pele andmalo. 
Nessa faixa de freqiiencias, a lei de Ohm deixa de ser valida e a propria dis- 
cussao de condutividade torna-se mais delicada. Outros fenomenos comegam 
a surgir, relacionados a absorgao da onda pelos atomos e eletrons do mate¬ 
rial, por exemplo, e uma descrigao quantica pode ser necessaria, devendo-se 
eventualmente considerar fotons individuals. 


22.5 Dispersao e Absorgao 

Ondas eletromagneticas propagando-se num material podem atuar so- 
bre os constituintes do material, transferindo energia para eles. Esses cons¬ 
titutes podem ser atomos, moleculas, ions ou eletrons livres ou ligados a 
[atomos do material. Nesse caso, uma parcela da energia eletromagnetica da 
onda e absorvida e pode ser transformada noutras formas de energia, como 
vibrational ou translacional, por exemplo. Alem disso, essa absorgao pode 
ocorrer de forma diferente quando ondas de freqiiencias diferentes propagandi¬ 
se no material, de modo que ocorre o fenomeno da dispersao. Nesse caso, as 
grandezas que caracterizam o material, fi e e, assim como a velocidade da 
onda, passam a depender da freqiiencia da onda incidente, ja que v e definida 
pelas grandezas acima. O meio, nesse caso, e chamado de dispersivo, e o vidro 
e a agua sao exemplos comuns desse tipo de meio. Para estudar a absorgao e 
[a dispersao que ocorrem com as ondas eletromagneticas, podemos considerar 
um modelo simples classico para a interagao entre a onda e os atomos ou 
moleculas do meio. Tal modelo, conhecido como modelo de Lorentz, consiste 
em considerar os eletrons do material como osciladores harmonicos amorte- 
cidos forgados pelo campo eletromagnetico da onda incidente. A figura 22.10 
ilustra esse modelo simples. Na figura vemos um eletron representado por um 
ponto de massa m e carga — e que oscila sujeito a um campo eletrico orientado 
na diregao x> considerando que o nucleo do atomo fique em repouso. A parte 
magnetica da onda pode ser desprezada em comparagao com o efeito produzi- 
do pelo campo eletrico, conforme veremos ao estudar a experiencia de Weiner 
no final da segao 23.3.1. Assim, age sobre o eletron uma forga restauradora 
descrita por uma expressao semelhante a lei de Hooke, ou seja, em modulo, 


-Pmola — ft'mola 


onde fcmoiaj e a constante de mola associada ao eletron j, e Xj o seu des- 
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A 


X 






m 


k 


mo la 


> 


Figura 22.10: Modelo simples para um eletron para 

estudo da absorgao e dispersao. 

locamento do equilibrio. Alem da forga restauradora acima, possivelmente o 
eletron esta sujeito a algum tipo de amortecimento, o qual e o responsavel 
pela absorgao e dissipagao de energia 17 . Podemos supor uma forma funcionaf 
proporcional a velocidade, do tipo 


F d 


1SS 


. dXn 
bj —~ 

dt 


onde bj representa o amortecimento. 0 sistema esta sujeito ao campo externa,- 
que pode ser escrito de maneira simplificada como 


£ ( z , t) = £q cos ut — £q cos cut i 


ou, na forma complexa, mediante 




■ 

l 


sendo que estamos considerando uma onda incidente monocromatica. Assim, 
a equagao de movimento do eletron pode ser escrita como 






onde o ultimo termo representa a forga eletrica agindo sobre o eletron. A 
equagao acima pode ser reescrita considerando uma coordenada Xj complex® 
e lembrando de tomar a parte real da solugao posteriormente, isto e, 


Em ultima analise, existe a reagao de radiagao, que sera vista no capitulo 28 e que ag& 
como um amortecimento. 
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ou 




”f“ ^mola ,jXj 




(22.115) 


onde 



e a freqiiencia natural do sistema e 



A equagao acima e uma equagao que representa um oscilador harmonico amor- 
tecido forgado. A solugao da equagao consiste numa solugao transiente, obtida 
a partir da equagao homogenea correspondente, somada a uma solugao parti¬ 
cular estacionaria. A solugao transiente se anula decorrido um certo intervalo 
de tempo, de modo que interessa-nos apenas a solugao particular, que pode 
ser obtida se considerarmos que 


XAt) = Xo,e~ iuJt 


onde X 0 e uma posigao (complexa) inicial. Vamos precisar tambem de 


dXj 

dt 


iujXo e 


—iojt 


d 2 Xj 

dt 2 


u 2 Xoje 


iujt 


de modo que a equagao diferencial 22.115 fica 


cu 2 X 


°j e 


iut 


+ 7 j (—ic^)Xo ? -e + ujq Xoj e 


—iu)t 


e£ 


m 


0 —ILUt 

~ a 


ou 
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e entao, 



e 

m Ct>n 



(22.116) 


de mo do que achamos 



ou 



e vetorialmente, 



(22.117) 


(22.118) 


O movimento do eletron j da origem a um momento de dipolo eletrico dado 
por 



ou 



(22.119) 


Considerando que existam N eletrons por unidade de volume do gas e que 
uma fraQao fj desses eletrons tenha uma freqiiencia natural a>o ■, a polarizagao 

■J 

(complexa) do gas e dada pela soma dos momentos de dipolo por unidade de 
volume, ou seja, pela equagao 10.1, 



1 

V 



l 


ou, na forma complexa, ja substituindo a expressao 22.119, 
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9 


Ne 


m 



fi 


00 


0 


00 


^7 jU 


£ 


Agora, pela relagao 10.15, o termo entre colchetes pode ser identificado com 
a susceptibilidade eletrica (complexa) do material, ou seja, 


X 


Ne 


m 



fi 


oo 


0 


CO 


t'yjoo 


( 22 . 120 ) 


lembrando que X “ Da equagao 10.16, temos 


X — 6 ~ € o 

enquanto de 10.17 vemos que a const ante dieletrica (complexa) do meio flea 


Assim, podemos reescrever a constante dieletrica do meio em termos de x> 
ou seja, 


x=*±i£ = 1+ * 




eo 


de modo que, usando a equagao 22.120, obtemos 


X= 1 + 


Ne 



fi 


2 
3 


corn oOq, — oo* — ijjoo 


que tambem pode ser escrita como 


e(cj) 


1 + 




Ne 2 

eom 



fi 


00 


0 


00 


t'yjoo 


( 22 . 121 ) 
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Assim, observamos que a permissividade eletrica do meio depende da fre- 
qliencia uj da onda incidente, caracterizando o meio como dispersivo. O amor- 
tecimento descrito pelas constantes 7 j e, em geral, muito pequeno quando 
comparado com as frequencias naturais ou de ressonancia cjq,, de modo que 

1/ 

e{u)) e basicamente real em todas as frequencias, exceto quando to esta muito 
proximo de uma das frequencias de ressonancia ujq .. Alem disso, quando uj e 
menor do que o>o min , que e a menor freqiiencia de ressonancia, todos os termos 
da soma acima sao positivos e e e maior do que eo- A medida que c 0 aumenta, 
a soma diminui e eventualmente torna-se negativa, fazendo com que e fique 
menor do que eo 

Uma situagao interessante ocorre quando to esta proximo a um dos a>o 7 -, 
o que faz com que a parte imaginaria de £ torne-se apreciavel. Exatamente 
em uj = ljo . ocorre uma ressonancia, e e torna-se imaginaria pura. Lembrando 
que a parte imaginaria de e esta relacionada com absorgao da onda pelo meio, 
vemos que, ao colocarmos o sistema proximo a uma de suas ressonancias, uma 
grande parte da onda deveria mesmo ser absorvida, de modo que qualitativa- 
mente o modelo utilizado e apropriado 18 . As regioes em que e grande 
sao chamadas de zonas de absorgao ressonante, e o material torna-se opaco. 

Vamos agora relacionar e com o fndice de refragao do material. Da 
expressao 22.37, temos 



lit 

/into 


Vamos nos restringir a meios nao-magneticos ou fracamente magneticos, de: 
modo que ji ~ ji 0 . Entao, como e e complexo, temos um fndice de refragao 
complexo, ou seja, 



£ 

€ 0 


ou, usando a equagao 22 . 121 , 



1 + 




* 



18 Note que uma parte imaginaria positiva esta relacionada com absorgao. Uma parte ima¬ 
ginaria negativa esta relacionada com amplificagao da onda pelo meio, como ocorre num 
laser. 
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Para gases, a somatoria e pequena quando comparada com a unidade, de 
modo que podemos expandir a expressao acima e considerar apenas o primeiro 
termo da expansao. ou seja, 







27 jUJ 


Vamos reescrever esta expressao como 






u 


27 jUJ U)q 


— ur + ijjU 

— uS 1 + ijjCJ 


ou 





- w 2 + hju) 

(^¥+ 7 p 


As partes real e imaginaria desse indice de refragao podem 


ser escritas como 


n = n + in 


Assim, o indice de refragao real fica 


n 


»(n) = 1 + 


Ne 2 

2 eom 



3 




f j ( w 0 j - ^ 2 ) 

2 , i2^2 _i_ ^v/2/ ,2 


0 , 


OJ 2 Y + 


enquanto o termo imaginario, ligado a absorgao, fica 


n — £v(n) 


Ne 2 u 
2 cq m 



f3 7 3 


3 


2, ,2 


K - w a ) 2 + 7 /w 


Definindo 0 coeficiente de absorgao x atraves de 


( 22 . 122 ) 


x 


2 n 


(22.123) 


temos 





2 


x 


(22.124) 
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O comport ament o do fndice de refragao e do coeficiente de absorgao proximo 
a uma ressonancia pode ser visto na figura 22.11. 



Figura 22.11: Indice de refragao e coeficiente de 

absorgao proximo a uma ressonancia. 


Na figura vemos que o fndice de refragao, para freqiiencias menores que u)\ 
ou maiores que cresce com a freqiiencia, que e o comportamento normal 
esperado para essa grandeza. Entretanto, na faixa que vai de u)\ ^ to ^ 0 J 2 
e que inclui uma das frequencias de ressonancia o fndice de refragao cai 
abruptamente, ao mesmo tempo em que o coeficiente de absorgao torna-se 
apreciavel. Essa regiao de comportamento inesperado para n e chamada de 
regiao de dispersao andmala. Note que, da figura, o fndice de refragao torna-se 
menor que um na faixa de frequencias logo acima da freqiiencia de ressonancia, 
sugerindo que a velocidade da onda se torna maior que c, a velocidade da luz 
no vacuo. Aqui e preciso considerar dois fatores. Primeiro, na figura esta 
expressa apenas a contribuigao de um dos termos na soma que aparece nas 
equagoes 22.122 e 22.124, aquele associado a freqiiencia cjj. Os outros termos 
tambem devem ser consider ados, e na maior parte dos casos isso faz com que 
n fique maior que um dos dois lados da ressonancia. 0 segundo ponto refere-se 
ao fato de que a velocidade expressa na equagao 
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c 

n = — 
v 

e a velocidade de propagagao de uma onda monocromatica, de freqiiencia u 
bem definida e que so existe em teoria. Na pratica, uma onda eletromagnetica 
e sempre policromatica, sendo uma combinagao de uma faixa de freqiiencias, 
ainda que estreita. Assim, como a velocidade de propagagao de cada onda 
depende da freqiiencia, uma onda caracterizada por picos estreitos e altos 
quando produzida normalmente tern seus picos alargados e abaixados quan- 
do se propaga. A velocidade de cada componente de freqiiencia definida e 
chamada de velocidade de fase , e e a que aparece na expressao acima, ou seja, 


c 

n = - 

^fase 

e ela tambem pode ser obtida mediante 



(22.125) 


A velocidade de propagagao do conjunto das ondas que formam a onda com- 
posta policromatica e chamada de velocidade de grupo da onda. Ela e obtida 
por meio de 



(22.126) 


ou, se lembrarmos que 


k 


c j 

—n 

c 


temos 



dk 

dto 



a) dn 
c duj 


ou 


dk 

du) 


n 

c 



LO dn 
n duj 


ou ainda, 
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dk 1 

diU ^fase 



u dn 
n duj 


de modo que 


doj 

dk 


^fase 




OU 



^fase 


1 


u> dn 


n du) 


( 22 . 127 ) 


A velocidade de fase pode ser maior que c, mas isso nao causa problemas com 
relagao a Relatividade porque a informagao e transmitida pela onda completa, 
que se propaga com a velocidade de grupo } que e geralmente menor ou igual 

19 

a c . 


Considerando que a freqiiencia uj da onda incidente esta longe de uma 
das freqiiencias de ressonancia do meio. podemos desprezar o coeficiente jj 
de amortecimento na expressao 22.122 para obter 



( 22 . 128 ) 


Supondo inicialmente que o meio tenha ressonancias apenas na regiao de 
freqiiencias igual ou maior que a do ultraviolet a e que u esteja abaixo dessas 
ressonancias, temos que to < ujq. : de modo que podemos escrever 


ou 




U) 


0 



UJ 


to 


°3 




-1 


19 Mesmo a velocidade de grupo pode ser maior que c. Veja, por exemplo, P. C. Peters, 
Am. J. Phys. 56, 129 (1988). 
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ou ainda, expandindo em serie de Taylor e considerando apenas o primeiro 
termo, 



rsj 




Entao, o mdice de refragao fica 



ou 





Ne 2 uj 2 \—-y fj 
2cq m 

3 3 


Como, no vacuo, 


c — Xu = 2 ttujX 


temos 


e entao, 





Ne 2 c 2 y- fj 
2eo m 47T 2 A 2 . 


que pode ser colocada na forma 



1 —)— vl ( 1 + 


B 

A 2 


(22.129) 


(22.130) 


que e conhecida como formula de Cauchy, onde A e chamado de coeficiente 
de refragao e B e o coeficiente de dispersao 20 . Essa formula descreve bastante 
bem gases e mesmo h'quidos e solidos transparentes para ondas na faixa do 
visfvel, e ela pode ser melhorada acrescentando-se termos proporcionais a 
X e assim por diante. Se uma das freqiiencias de ressonancia ujqj e muito 


20 Obtida por Augustin-Louis Cauchy, matematico frances, em 1830. 
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mais provavel do que as outras, ou seja, se fj para essa freqiiencia e muito 
maior do que os outros fj , podemos reescrever a equagao 22.129 como 


n 


Ne 2 p 


1+_- -H- + 


Ne 


2eo m Uq . 


3 _, ^ T ^ ^ Jj 

n. 2e 0 m 47T 2 A 2 toi 


ou 


n ~ 




2eomujQ 


4t r 2 a^ A 2 


A freqiiencia de ressonancia pode ser escrita como 




27rAo, 


e entao, 


n 


^4^/ A| 




2e$ rn 


A 2 

A o 


A 2 


ou 


n 




1 H - 


2rr 2 Ne 2 c 2 fj f X 2 o 3 


eom\Z. 


1 + 


A 2 


Comparando com a expressao 22.130, vemos que 


A 


2tt 2 Ne 2 c 2 fj 
eom A2. 


B 


A 
B 

OU 

A 2ir 2 Ne 2 c 2 fj 

B eo m 



(22.131) 
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Note que a razao acima depende apenas de grandezas conhecidas e do numero 
de eletrons por unidade de volume, que pode entao ser determinado fazendo- 
se medidas do mdice de refragao do meio e tragando-se a curva descrita pela 
equagao 22.130. 

Se a freqiiencia da onda incidente esta na regiao do visivel e so existem 
ressonancias na regiao do infravermelho e do ultravioleta, podemos reescrever 
a expressao 22.128 como 




N e^ \ ^ /j, infra 

26o'/Ti — UJ 1 

7 u j, infra 



Ne 2 /j,ultra 

2 eom^tufi. - u> 2 


onde o indice infra (ultra) indica as grandezas na regiao do infravermelho 
(ultravioleta). Como 



temos 


n 


1 + 


Ne 


2eo7n 



fj, infra 


_ c 

47r 2 A 2 


^?\i nfra 


4^ 


+ 


Ne 


2eo m 



J j, ultra 


47t 2 A 2 


ultra 


C 

47T 2_ A 2 


OU 


n 


1 + 


Ne 


2eo me 2 



4?r2 ^ 0 :! , infra ^ 2 /j,infra Ne 

-h 


A 2 


A 2 

infra 


2eomc 2 



47r2 ^0,-, u lt la ^ 2 /?'. ultra 


A 2 


A 0 It 

,ultra 


ou ainda, 



2tt 2 A 2 Ne 2 A o J - |i nf,a/j.i°fra 

e 0 mc 2 Z—c A 2 — Ag.. 

Vi,infra 

J 



27r 2 A 2 iVe 2 

eo me 2 Z—/ 

ft 

J 


A 0j, ultra /■?,ultra 

A 2 -A 2 , 

Uj, ultra 


(22.132) 


Agora lembramos que Ao - uItra < A < Ao - infra , de modo que reescrevemos os 
denominadores acima como 
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1 


1 


1 


1 


A 2 - Ag.. 

'Jjjinfra 


\i i 

'Jj,infra 


A2 


Ag 

, infra 


A 2 

vj t infra 


1 


A 2 


-l 


A 2 

0 i, infra 


1 


1 


1 


1 


A 2 -A 2 , 

ultra 


A 2 


1 


A 


ultra 


A 2 


1 


A 2 

Oj, ultra 

““A 5 "" 


-1 


A 2 


Com essas expressoes, a equagao 22.132 torna-se 


n = 1 


2tt 2 X 2 Ng 2 

eomc 2 



A 2 

j infra 


fj, infra 


Ag.. 

in fra 


1 


A 


-l 


^7,infra 


+ 


2tt 2 A 2 iVe 2 A 0 JlU ltra fj, ultra 


eomc 



A 2 


1 


A 2 

Oj, ultra 


1 


ou 


71= 1 


2v 2 \ 2 Ne 2 

eomc 2 


infra (i 


A 


-1 


Aq 

infra 


+ 


2-K 2 Ne 2 

eomc 2 


A ®Jjultra 


A 0j,ultra N 1 

A 2 


(22.133} 


Como as fracoes dentro dos parenteses na expressao acima sao sempre menores, 
que um, podemos expandir os parenteses em serie de Taylor, mediante 


(i-x) 


-l 




1 + x + 


X 


2 


+ 


* * * 


Assim, a equagao 22.133 pode ser colocada numa forma geral 


Tl ~ \ ^infra (fj, infra)^ ^infra(/7,infra? A^ ) i ri f ra )A 


» • i 


d" A u itra(/j,ultras A/,ultra) d - 


^ultra (fj ,ultra? ultra) 

A 5 


(-'ultra (/j, ultra? A/,ultra) 

+ A? + 


(22.1341 
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que expressa o mdice de refragao como uma expansao em potencias positivas e 
negativas de A 2 . Quando nao existem ressonancias no infravermelho e uma das 
ressonancias do ultravioleta predomina sobre todas as outras, apenas Aiitra e 
•S u itra sao diferentes de zero, e assim recuperamos a formula de Cauchy dada 
por 22.130. As formas explicitas de alguns dos coeficientes acima sao obtidas 
nos exercicios (veja o exercicio 22.6). 

Se o meio com o qual a onda eletromagnetica esta interagindo e diele- 
trico, os eletrons do material nao sao livres e nao existe a possibilidade de 
uma freqiiencia de ressonancia ser nula, o que corresponde a nenhuma forga 
restauradora agindo sobre o eletron. Por outro lado, quando o meio e condutor, 
a menor (que e a primeira) freqiiencia de ressonancia pode ser nula, pois 
corresponde a situagao de eletrons livres. Nesse caso, podemos reescrever a 
equagao 22.121 explicitando o fator correspondente a = 0, ou seja, 

iM = 1 + V' h _ Ne2 h 

€q 6o m oJq. — u 2 — 6o m u> 2 -f 

J 1 3 


OU 




Ne 2 h 

muj lj + iji 


(22.135) 


Comparando essa equagao com a expressao 22.74 para a permissividade ele- 
irica complexa. 


e + i 


id 


vemos que podemos escrever a permissividade eletrica real como 


e(u) = e 0 + 


Ne 


m 





3 > 1 


w o,- - w 


I'yjU) 


Alem disso, a condutividade eletrica do condutor e agora complexa e depende 
da freqiiencia. Ela e obtida por meio de 


Ne 2 h 


D 


mco to + iji 


ou 
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Ne 2 h 

S =--- 

m iu) — 7 x 


ou ainda, 


R 2 jfi Ti 

s(u) = . ■ J il L_ (22.136) 

ml — X T{ LO 

onde r i = 7 ^ 1 e um tempo caracterfstico, o qual pode ser identificado com o 
tempo medio entre colisoes se lembrarmos a equagao 12.30 para a condutivi- 
dade eletrica de metais 


Nq 2 r 

5 = - 

m 

onde re o tempo medio entre colisoes. No caso eletronico, temos 

Ne 2 r 

S = - 

m e 

Essa e a condutividade quando a corrente que percorre o condutor e uma 
corrente contmua, de modo que podemos escrever 

Ne 2 r 

sec =- 

m e 

Agora, se considerarmos o limite w-^0na expressao 22.136, temos, lembran- 
do que nessa expressao me a massa do eletron, 


e assim, fazendo r = r^/i, vemos que 

s(u —» 0) = 5cc 

e, em geral, a condutividade para corrente alternada fica 

sec 



Ne 2 r\f\ 

m 


SQA = S(u) 


1 — ITlU) 


(22.137) 
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Quando a freqiiencia da onda incidente e muito maior do que a maior 
freqiiencia de ressonancia do meio, a expressao 22.121 pode ser reescrita como 



ou, desprezando o amortecimento, ja que estamos muito longe da ressonancia, 


fj _ 


A expressao acima pode ser aproximada se considerarmos a sua serie de Tay¬ 
lor, de modo que, em primeira ordem, 

£(U>) _ Ne 2 y, 

e 0 e 0 mcj 2 ^ 3 

3 


£{u) 


1 


Ne 


eo 


eomtu 



1 


ou, como 



temos 



Ne 2 Z 

eomu ) 2 


Definindo a freqiiencia de plasma uj p por intermedio de 


temos 



Ne 2 Z 

eo m 



r^j 



(22.138) 


(22.139) 


(22.140) 


Lembrando que 



UJ 

—n 


c 


386 


22. ONDAS ELETROMAGNETICAS, I: PROPAGAQAO DE ONDAS 


e que, para materials onde = /iq, 



temos 


ck = uj 


e 


ou 





2 


ou ainda, 



que pode ser reescrito como 


2 2 ? 2 . 2 
to = c k + 

que estabelece uma relagao de dispersao entre to e k diferente da usual, em qut 

uj oc k. A const ante dieletrica e proxima, mas um pouco menor do que um, 

e ela aumenta com a freqiiencia. O numero de onda k e real quando uj > u p ._ 

Na ionosfera e em plasmas pouco densos, os eletrons sao praticamente livres e 

ha muito pouco amortecimento. Nesses casos, a expressao 22.140 permanece 

valida, e o numero de onda correspondente e imaginario puro, dan do origem 

a ondas amortecidas dentro do material. A onda e entao completamente re- 

fletida. E isso o que acontece tambem com metais condutores ate a faixa de 

freqiiencias do visivel. Os metais sao opacos e altamente refletores ate o ultra- 

violeta, quando entao a freqiiencia da onda incidente torna-se maior do que a 

freqiiencia de plasma e ela passa a penetrar no metal, que passa a ser trans- 

parente a onda. Na ionosfera e tambem em plasmas confinados, a situagao e 

um pouco mais complicada, pois a densidade volumetrica de eletrons varia a 

medida que a onda se propaga. Nesse caso, para uma dada freqiiencia to da 

onda incidente, pode ocorrer que a freqiiencia de plasma uj p seja menor que uj 

na regiao de entrada da onda no plasma, que se comporta entao como se fosse 

\ 

transparente, A medida que a onda entra no plasma, sua freqiiencia uj e fixa, 
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mas a densidade volumetrica N de eletrons que aparece na equagao 22.139 au- 
menta, aumentando tambem cj p . Eventualmente pode ocorrer que u? p torne-se 
maior que a;, e nesse caso a onda e refletida de volta, Na ionosfera isso ocorre 
com as ondas de radio, por exemplo, que sao refletidas de volta para a Terra 
a uma cert a altura do chao. Essa altura depende da hora do dia, sendo mais 
baixa durante o dia e mais alta a noite. 


22.6 Superposigao de Ondas Monocromaticas 

Ate o momento, as ondas eletromagneticas que estudamos eram bem 
. caracterizadas por uma unica freqiiencia uj e um unico vetor de onda fc, ou 
seja, sao ondas monocromaticas. Essa e uma idealizagao, ja que mesmo os 
melhores lasers ou outras fontes de radiagao “monocromatica” nao produzem 
uma onda realmente monocromatica. Sempre ha um espectro de freqiiencias 
ou de comprimentos de onda envolvido, que pode ate eventualmente ser pe- 
queno, causado pela duragao finita do pulso, pela fonte em si, ou por varias 
outras razoes inclusive tecnicas. De fato, se pensarmos sob um ponto de vista 
quantico, uma das formas do principio de incerteza de Heisenberg estabelece 
que 


AxA p ^ 


h 

2 


:onde h = h e a const ante de Planck, Ax e a incerteza na determinagao da 
qposigao e Ap a incerteza do momento. Assim. como p = hk , sendo k o vetor 
de onda, temos 


AxAk ^ - 

2 

Portanto, uma onda monocromatica caracterizada por um k bem definido, de 
fmodo que A k = 0, teria que ter uma incerteza infinita na sua localizagao, 
isto e, Ax = oo, e a onda poderia estar, na verdade, em qualquer lugar. Alem 
;disso, outra forma do principio de incerteza diz que 

. „ A h 
AEAt ^ - 

2 

sendo A E a incerteza na energia e At a do tempo necessario para medir essa 
energia. Como, pela relagao de Einstein, E = ttijj, temos 
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A . 1 
AujAt 5? — 

2 

Novamente, para termos uma onda monocromatica com um w bem defini- 
do, seria necessaria uma imprecisao infinita na medida do tempo, ou seja, 
At = oo, de modo que podemos dizer que nao se saberia quando a onda foi 
produzida, nem onde. No entanto, considerando que a onda produzida por al- 
gum equipamento e detectada atraves de alguma forma (um receptor de radio, 
TV, aquecimento de uma superffcie, efeito fotoeletrico, etc.), nem a incerteza 
na posigao nem no tempo sao infinitas, de modo que A k e Aio sao sempre 
nao-nulos, e os pulsos de radiagao sao sempre policromaticos. Note que a dis- 
cussao acima e independente da qualidade dos equipamentos que produzem 
ou detectam as ondas, ou seja, a inexistencia de uma onda verdadeiramente 
monocromatica nao e um problema tecnico, e sim conceitual. 

O fato de toda radiagao ser policromatica nao invalida toda a discussao 
feita ate agora em relagao a propagagao de ondas, isso porque as equagoes 
envolvidas, isto e, as equagoes de Maxwell, sao lineares. Assim, em principio, 
uma superposigao linear com coeficientes apropriados dos varios componen- 
tes monocromaticos de uma onda policromatica deveria resolver a questao. 
Na pratica, porem, existem algumas dificuldades. Num meio dispersivo, ou 
seja, num meio em que e = e(w) ou fi = /u(w), ou ainda, n = n(u>), ondas de 
freqiiencias diferentes podem se propagar com velocidades diferentes. Aqui e 
importante notar que a velocidade dada, por exemplo, pelas equagoes 22.7, 
22.35 ou 22.125, e a velocidade de uma onda monocromatica de freqiiencia u) 
(ou velocidade de fase Vf da onda monocromatica). Uma onda policromatica, 
formada por uma superposigao de ondas monocromaticas, nao possui uma 
velocidade de fase definida. Assim, como ondas de freqiiencias diferentes tern 
velocidades de fase diferentes, a forma da onda policromatica pode se alterar 
durante a propagagao, de modo que ocorre tambem uma alteragao entre as 
fases relativas das ondas constituintes. Uma onda inicialmente formada por 
componentes em fase quando produzida, ou seja, uma onda coerente, pode- 
ao se propagar, perder a coerencia, por causa das diferentes vjito) das compo¬ 
nentes. Alem disso, a propagagao de energia atraves das ondas normalmente e 
feita numa velocidade diferente dos Vf(u) das componentes. Eventualmente, 
essa velocidade pode ate mesmo nao ter um significado ffsico preciso, depen- 
dendo da situagao. Por ultimo, se o meio, alem de dispersivo, for tamberm 
dissipativo, a onda, alem de ter sua forma alterada, pode tambem ser atenua-: 
da. 
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Levando em conta as questoes acima, a melhor forma de tratar ondas 
policromaticas consiste em considerar uma superposigao na forma de series 
ou tr ans form ad as de Fourier, como a expressa pela equagao 22.13, 

1 f°° 

nf ' t] = L 

Para simplificar o tratamento, sem perder aspectos importantes, vamos consi¬ 
derar ondas unidimensionais, propagando-se na diregao 2 e tendo 5 = 0. Alem 
disso, vamos considerar que lo e k sejam reais, de modo que os meios sao nao- 
dissipativos, mas podem ser dispersivos, com uma relagao de dispersao geral 

. entre u> e k dada por 



U) 



Como to nao deve depender do sentido de propagagao da onda, devemos ter 
uj(— k) = ou seja, u deve ser uma fungao par de k . Note que, dada a 

generalidade das suposigoes feitas, os resultados obtidos serao validos para 
quaisquer tipos de ondas, como ondas eletromagneticas, ondas sonoras, ondas 
de materia, etc. Seguindo a equagao 22.13, podemos escrever 


7{z,t) 



00 

-00 



ikz—iu>(k)t 



(22.141) 


onde £f(z, t) representa o campo eletrico ou o magnetico. Os coeficientes A(k) 
podem ser obtidos em t = 0 por meio de 


^4(fc) — -y= / 3{z,0)e~ ikz dz (22.142) 

v 2 tt J _oo 

Como exemplo, se em t — 0 temos uma onda monocromatica de vet or de onda 
fco dada por 


3(z, 0) = 



VzGR 


obtemos 



ou 
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A(k) 


1 


OO 


2ty 


i(k 0 -k)z dz 


—oo 


Comparando com a expressao C.29, 


27T 


im(j> —im / <p 


d(f) — 27 T8 mm ^ 


o 


vemos que a integral acima result a na delta de Dirac, ou seja, 


A(k) = 5{k - k 0 ) 


Portanto, a onda em qualquer tempo sera 

1 f°° 

?(z, t ) = J 5{k - dk 


OU 




i(kQZ-u>ot) 


onde cjq = cj(fco). A onda monocromatica em t = 0 propaga-se sem alterar 

sua forma, como ja era de se esperar. Por outro lado, se a onda estende-se por 

um comprimento finito L, sendo entao localizada, a amplitude A(k ) deixa de 

ser uma fungao delta, e a onda resultante apresenta um espectro de vetores 

/ 

de onda fc, de valor A/c, sendo, portanto, policromatica. E facil perceber que ? 
quanto mais localizada for a onda em t = 0 (L menor), maior sera o espectro 
de vetores de onda A k que a compoe, em acordo com o princfpio de incerteza 
de Heisenberg. A medida que o tempo passa e a onda se propaga, sua forma 
se modifica, porque as ondas monocromaticas que a compSem deslocam-se 
com velocidades de fase diferentes se o meio e dispersivo. Se o meio e apenas 
fracamente dispersivo, isto e, se uj e praticamente uma fungao linear de k , 
ou se o espectro A k nao e muito largo, entao podemos expandir c u(k) em 
torno de um valor k$ caracteristico da onda, ou seja, 



u(ko) + (k - fc 0 ) 


dcu 

dk 



k=ko 


(22.143) 


21 Para ser mais preciso, u> e uma fungao linear do modulo de k , ou seja, uj ~ a|/c|, onde a 
e uma constante. 
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ou, simplificando a notagao e mantendo termos ate primeira ordem apenas, 


a;(fc) — U >0 + (fc — fco) 


du 

dk 


o 


Utilizando essa expressao na equagao 22.141, obtemos 
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r 

_ A(k) exp< ikz — i 

\/27r J-oo l 


u$ + (k — ko) 


du 

dk 


oJ 


t > dk 


ou 
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V2 


TV 


exp<j —cjq 
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o 


du 

dk 
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o 



oo 


du 


—oo 


A(k) exp< ikz — ik 

I cl 


t?dk 


o 


ou ainda, 


3{z,t) 
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OO 


dk 


V2 


A(k)e 


ik(z— 


du} 

dk 
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t] dk 


TV 


—oo 


(22.144) 


Fazendo a transformada inversa da equagao 22.142, obtemos 


Hz, o) 


1 


oo 


A(k)e ikz dz 


V2 


TV . - 


oo 


(22.145) 


Definindo 


z 


/ 




dto 

dk 


\ot 


dz — dz 


a equagao 22.144 torna-se 


H z it) 
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-i(k 0 


du> 

dk 
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—u>o)t 


OO 


V2 


A(k)e 


ikz' 


dk 


TV 


—oo 


que e matematicamente identica a equagao 22.145 (excetuando-se o fat or ex¬ 
ponential que multiplica a integral), de modo que, trocando z por z', 


J(z,t) = 5 r [z 


du 

dk 


o 


t ) 0 )e 




Assim, a forma da onda policromatica praticamente se mantem, apesar de 
ela sofrer uma defasagem como um todo dada pelo fator exponencial multi¬ 
plicative. Alem disso, lembrando as formas funcionais das fungoes de onda 


i 
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dadas pela expressao 22.5, vemos que a velocidade de propagagao da onda 
policromatica esta contida no termo 



t 



e entao, a velocidade de grupo da onda policromatica e dada por 



em acordo com a expressao 22.126, lembrando que a velocidade de fase de 
uma onda monocromatica e dada por 22.125, 

u(k) c 
k n(k) 

Outra expressao importante para a velocidade de grupo pode ser obtida se 
reescrevermos a equagao acima como 



onde agora entendemos que n = e assim, calcularmos 


ou 


de modo que 


ou 


du) c dk ck dn 
dio n duj n 2 dcu 


c dk to dn 
n du n du 


c dk 1 

n du n 


n + 


u dn 
n du 


du 

dk 



n + 


uj_ dn 
n dw 


e, finalmente, 
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c 

V(J ~ ^ i u dn 

n ^ ndw 

Relembrando a segao 22.5 e, em particular, a figura 22.11, notamos que nas 
regioes em que ocorre a dispersao usual, n{u) > 1 e ^ > 0, de modo que 
a velocidade de grupo e sempre menor ou igual a c, em acordo com nossa 
intuigao. Porem, nas regioes de dispersao anomala que ocorrem proximas 
as ressonancias do sistema (veja a figura 22.11), e negativo e pode ser 
grande, de modo que v g pode exceder c ou mesmo ser negativa. Esse fato nao 
deve causar estranheza, pois nao implica em violagao da relatividade geral. A 
questao aqui e que nas regioes de absorgao anomala o conceito de velocidade 
de grupo perde o significado. Alem disso, um grande ^ implica numa tambem 
grande variagao de to com fc, ou num meio bastante dispersivo, o que invalida 
a aproximagao feita em 22.143 e nas equagoes subseqiientes. Se o pulso tern 
forma gaussiana e tern uma freqiiencia caracteristica centrada proximo a uma 
das freqiiencias de ressonancia do meio, que nao deve ser muito espesso, o 
que ocorre e que o pulso e grandemente absorvido, sendo a parte frontal bem 
xnenos atenuada que a posterior. Assim, ao penetrar no meio, a parte frontal 
pode tornar-se mais alta do que a posterior, e o efeito que se tern e que o pico 
da onda emergente sai do material antes do pico da onda incidente entrar 
nele. Esse e o significado de uma velocidade de grupo negativa, e por vezes se 

:diz, incorretamente, que a onda tern uma velocidade superluminal, violando o 

/ 

principio da causalidade. E util reafirmar que nenhuma informagao se propaga 
com velocidade maior do que c e que a “aparente” violagao acima pode ser 
explicada em termos de argumentos classicos relativamente simples. 


22.7 Causalidade e Relagoes de Kramers-Kronig 

JT 

Quando a permissividade eletrica e e uma fungao de aisto e, e = c(cu), 
ocorre uma conexao temporal nao-local entre T> e £, de modo que T> no tempo 
t depende de £ nao so no tempo t como em outros valores de tempo. Para ver 
isso, comegamos relacionando V e £ para uma das componentes de freqiiencia 
to de uma onda policromatica qualquer, ou seja, 

V(r. to) = e(u>)<S(r, cu) (22.146) 

que e valida para cada onda monocromatica. A onda total e dada por 
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V(r, t) 


1 


oo 


V2 


l5(r, t o)e 


—iiot 


du 


7r J- 


cc 


OU 


P(r, cu) 


1 


OO 


D(r, /.) e lLJt dt 


y/2 


7T J —co 


sendo que, para o campo eletrico, temos 


£(r, t ) 


1 


OO 


V2 


£(r, u)e 


—iojt 


du 


7r 


oo 


OU 


5(r, w) 


1 


OO 


£ (r, t)e luJt dt 


V2 


7T J- 


oo 


Substituindo a equagao 22.146 em 22.147, obtemos 


P(r, i) 


1 


OO 


V2 


e(u)£(f ’ u)e 


—iujt 


du 


7T J- 


oo 


Agora, utilizamos a expressao 22.148, de modo que 


oo 


T>(r , t) 


1 


V2 


e(w) 


7T 


—oo 


1 


oo 




€(f, t')e 


iujt f 


dt' 


7T .7- 


oo 


—iojt 


du 


on 


P(r, t) 


1 


OO 


OO 


27T 


(u>)£(r, t')e ibj{t ‘dt*du> 


— OO 


— OO 


Lembrando que, pela equagao 10.16, 


X = e - eo 


vemos que podemos escrever 


e = X + e o 


e entao, 


(22.147) 


(22.148) 



22. 7. CAUSALIDADE E RELA(JOES DE KRAMERS-KRONIG 


395 



p oo 

1 {x + e 0 )S(f, dt'du 

— OO 


ou ainda, 



Comparando com a expressao C.29, vemos que a segunda integral entre col- 
chetes na expressao acima resulta, na verdade, na fungao delta de Dirac, de 
mo do que achamos 




p oo 

1 doj 

—OO 




poo 

£{f, — t f ) d£ 

—oo 


OU 





dt! + eo£{r, t ) 


Agora, vamos definir 

t = t — t' 



e assim 


V(f, t ) 


1 


OO 


y/2 


£(r,t-r) 


7r 


—oo 


1 


—oo 


y/2 


xMe 


— VjJT 


du 


7T 


oo 


(-dr) + eo £(r, t) 


que pode ser reescrita como 


22 


4 


Note a troca de sinais nos limites de integragao por causa da definigao de r. 
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V(r, t ) 


1 


oo 


V2 


S(f,t-T) 


7r 


—oo 


1 


oo 


V2 


X(u)e 


— ILOT 


du> 


7r 


oo 


dr + eo£(f*, t ) 


Agora, definindo a transformada de Fourier da susceptibilidade eletrica atra- 
ves de 


X(r) = A= /°° x(u>)e~ iuiT du (22.149) 

V 2tT J —oo 

obtemos 

- - 1 f°° ^ 

'D(r,t) = e 0 £(f,t) + -= x(t) £(r, t - t) dr (22.150) 

V «/ —oo 

Assim, pela relagao acima, T> depende do valor de £ determinado nao so para 
o tempo t (atraves do primeiro fator), mas tambem para outros valores de 
tempo alem de t (por meio do segundo fator). Se e(o>) (e consequentemente, 
x(a;)) nao depende de cj, entao a integral na equagao 22.149 torna-se 


x( r ) = 

= * [°°e 

\/ 2?r J — oo 

— 

= ^ 2 ” S{T) 

XM = 

= \/2ttx<5(t) 


—VjJT 



de modo que a relagao 22.150 entre V e £ fica 

l f°° 

V(r, t ) = e 0 £(r, t) + -j= / 'j2%xK T )£{r, t-T)dr 

V 27T J—oo 

= e 0 £ (f, t) + x£(r, t) 

t) = e£(f. t) 

onde usamos o fato de que e — eo + x* Nesse caso particular, 'D so depende 
de £ no tempo t . Em geral, entretanto, e = e(o;), de modo que x( T ) existe 
para valores nao-nulos de r e ha uma conexao temporal nao-local entre T> e £. 
Como exemplo, vamos considerar nosso modelo de oscilador harmonico que 
utilizamos para estudar meios dispersivos, o qual fornece a permissividade 
eletrica dada pela equagao 22.121, 
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e(w) 


eo 


„ iVe 2 v^ 

1 H-/ 

e 0 m^ 


uh 


uJ 


t'yjcu 


Considerando, por simplicidade, uma unica freqiiencia de ressonanciacjo, alem 
das equagoes 22.138, 


E* 


z 


e 22.139, 


to. 


Ne 2 Z 

eo m 


que definem a freqiiencia de plasma cj p , vemos que podemos escrever 


e(uj) = € 0 + 


UJ, 


UJ, 


UJ 


IJUJ 


OU 


xM = e(uj) - e 0 


uj 


UJ, 


co 


V 


2 


l^UJ 


Nesse caso, x(t), dada pela equagao 22.149, fica 


X(r) 


UJ, 


oo 


—IUT 


dw 


7r 


—oo 


UJ 


IJUJ 


(22.151) 


Para resolver a integral acima, devemos passa-la para o piano complexo e usar 
os teoremas de integrals de Cauchy. A fungao acima e analitica, exceto nos 
polos simples dados por 


0 o 

uj 0 — uj — ijuj = 0 


ou, em termos de cj, 




± 


7 2 + 4cjq 


que pode ser reescrita como 
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i<y±2yuj$ 

^2~ 



ou ainda, 


cj± = 




Definindo 



achamos 


cv± = -ib =F uj\ (22.152) 

Note que os dois polos estao localizados no semipiano complexo inferior. As- 
sim, devemos nos preocupar apenas quando a integragao for feita nessa regiao. 
Para efetuar a integragao, fechamos a regiao considerando um semicirculo de 
raio R —► oo, de modo que a integral sobre essa curva se anula. Quando r < 0, 
o fator e~ luJT no semipiano complexo superior e positivo e o semicirculo situa- 
se no semipiano complexo superior. Essa regiao nao contem os polos dados 
por 22.152, de forma que a integral, pelo teorema de Cauchy, se anula, isto e, 

/ oo — iu>T r g— i<jjT 

—n- 5 -: du = (b —s- s - ; du = 0 , T < 0 

-OO ^0 ~ u Js COq -CJ Z ~ IJU 


ou seja, 


x(t) = 0, r < 0 (22.153) 

Por outro lado, quando r > 0, a regiao e fechada por um semicirculo no 
semipiano complexo inferior, de modo que na regiao sao encontrados os dois 
polos simples. Assim, a solugao da integral consiste em calcular os residuos 
da integral nos polos, isto e, 

/ oo g —iuJT r 

— 9 -^-:- duj = (b —5 - 5 -:- dw 

-OO 0*5 - UJ Z - IJL> Js 


ou 
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oo 

Ta 

-oo ^0 


—VjJT 


dto 


LOrt — UJ — IJLO 


2ni lim I {oj 

id—>&+ : 


— HOT 


uj+) 


tO l 


LO 


IJLO 


2ixi lim (to — u;_) 


UJ-^UJ- 


— VjJT 


cu, 


LO 


IJ LO 


O denominador das fragoes pode ser reescrito como 


oo 


— VjJT 


dto 


oo ^0 


LO 


IJCO 


— VjJT 


2ni lim (to — to +)——- 

lo^lo+ — [to 


CJ+)(Lc? — CO-) 


2iri lim (lo — to-) 


IUJT 


(iO — LO+)(lO — LO-) 


sie modo que achamos 


oo 


— VjJT 


—oo ^0 ^ 


I'yto 


r e -^+ T e 

dio = 27TZ-1- 


— VjJ-T 


CJ_j_ — 


— a;_|_ 


Mi.'. 

*>U 


oo 


—2UT 


— OO ^ 


2 2 


dto — 2iri 


e -lUJ+T _ 


— lixj— T 


LO 


l^'LO 


LOj^. — LO— 


Considerando os polos dados pelas equagao 22.152, temos 




LO— 


ib — loi 


ib + uq) 


2(01 


assim, 


oo p — luJT 

-oo Oi-uP- - ■i'yuj 


duo = 2r% 


—i(—ib— uji)t 


—i(—ib+uJi)T 


2 to 


mi 


OO g — lUJT 

-oo u% - LO 2 - i'yu) 


dto 


2ixie 


—bT OujiT _ 0—iu)\T 


LO\ 
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ou ainda, 


oo 


— ILUT 


dcu = 2 ttc 


—oo ^0 


U) 


IJU) 


_ br sen (jJ\t 

OJl 


Voltando agora a expressao de x, temos 


x(t) 


^2ne- b ^ enUJlT 


\/27r 




OU 


x(r) = y/2/nuJie br — -— , r > 0 (22.154) 

Podemos reunir os dois resultados expressos em 22.153 e 22.154 utilizando 
uma fungao degrau dada por 



r < 0 
r > 0 


e assim, 

X(r) = ^e-^^^e(r) 

Cvl 

de modo que a equagao 22.150 fica 


(22.155) 


(22.156) 


1 P OQ 

V(r, t) = eo£(r, t ) H— -= I V^u>pe~ bT ^^—Q(T)£(r, t — r)dr 

V27T J -oo wi 

ou, por causa da funQao degrau ©(t), que anula contribuigoes para r < 0, 
temos 


_ _ cj 2 noo 

P(r, t) = eo£( r, t) H —- I £0r, t — r) e bT sen u>\t dr 

wi Jo 

/ —A 

E importante notar que o fator t — r em £{r, t — r), combinado com os limites 
de integragao, faz com que apenas tempos menores ou iguais a t contribuam 
para o deslocamento eletrico V em t, fazendo com que a relagao entre V e £ 
seja causal, de acordo, portanto, com nossa intuigao fisica. Alem disso, devido 
ao amortecimento dado pelo fator exponencial dentro da integral, que ocorre 
com um tempo caracteristico t c = 6 _1 , isto e, 
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2 

7 


a nao-localidade temporal entre V e £ fica restrita a intervalos de tempo da 
ordem de t c . Considerando que 7 e da ordem de 10 7 -10 9 Hz (largura das faixas 
:de freqiiencia), temos t c ~ 10 _ 7 - 10 -9 s, que e a diferenga entre os tempos de 
aplicagao de £ e T). Note que, apesar de nao-local no tempo, a relagao 22.150 
entre V e £ e local espacialmente, o que se justifica se a variagao espacial 
no campo eletrico ocorre numa escala de tamanhos maior do que a escala 
de tamanhos associada a formagao de dipolos induzidos, por exemplo. Num 
dieletrico, esta escala e da ordem do tamanho de alguns atomos, de modo que, 
mesmo em baixas freqiiencias a;, a relagao entre T> e £ e espacialmente local. 
Quando ha condutores, por outro lado, os livres caminhos medios eletronicos, 
respecialmente a baixas temperaturas, podem ser bem maiores do que a pro- 
fundidade de penetragao associada a variagao do campo eletrico, fazendo 
com que haja uma conexao espacial nao-local entre V e £ e tambem entre £ e 
a densidade de corrente J, tornando espacialmente nao-local a equagao 12.11 
J — s £. A condutividade s passa a ser um tensor, dependendo de fc e w, o 
que e conhecido como efeito pele anomalo. Tais efeitos tambem ocorrem com 
os super condutores, pois eles tern uma profundidade de penetragao London 
associada a eles (veja o apendice E, vol II, equagao E.24) que e da ordem de 

X L - 10 “ 6 m. 

Considerando novamente a relagao 22.150, 


V(r, t) = e 0 5(r, t) + 


1 


00 


a/2 


7 T J— 00 


x(T)£{r,t 


T 


) dr 


vemos que, como £ e V sao reais, x(r), dada pela expressao 22.149, 


x(t) 


1 


OO 


y/2 


ft J— OO 


X(")e 


—itor 


dij 


iambem deve ser real. A inversa dessa equagao e dada por 


x(w) 


1 


OO 


V2 


x(r)e lu)T dr 


7r 


00 


ou, lembrando que x(r) = 0 , para r < 0 , 
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xM= 4 = r *^ eiu}T dr (22 - i5?) 

v Ai r Jo 

Considerando que uj possa ser complexo, temos ; para o conjugado u>*, 

1 f°° 

xM = ~z= / x(r)^ T rfr 

V 27t Jo 

cujo complexo conjugado e 


xM 


1 


OO 


V2 


7T Jo 


x(r)e tuf * T dr 


ou 


* / *\ 
% ( w ) 


i 


oo 


V2 


7T Jo 


X(r)e i 


ltd T 


dr 


ou ainda, como x(r) e real, 


x>*) 


1 


CO 


72 


7 T Jo 


*( r )e 


— IUJT 


dr 


Considerando a; 


■> 


na equagao 22.157, temos 


x(-w) 


1 


oo 


72 


7T Jo 


x( T ) e 


2CJT 


dr 


Portanto, temos a propriedade 


= x(-w) 


(22.158) 


A equagao 22.157 tambem pode ser entendida como sendo a representagao 
complexa de x{ u ) n0 piano complexo u;, de forma que, se x(r) nao possui 
singularidades, ou seja, e finita para todo r, a fungao x(^) e analitica no 
semipiano complexo superior. Aqui, e preciso fazer a suposigao fisicamente 
razoavel de que x(r) —► 0 quando r —► oo, de modo a manter a analiticidade 
da fungao no eixo real. Com essa hipotese, claramente valida para dieletricos, 
podemos realizar uma integragao por partes na equagao 22.157 e obter 




VjJT 1 OO 
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ou 


, / \ ix(0) 

XM =-+ 


oo 


uj\/2'k jq 


x'iry^dT 


Usando novamente uma integragao por partes, temos 


xM = ^ + 


V2 


00 \/ Z7T* 


X'ir)- 


IU)T 


1 OO 


100 


oo 


J 0 


ioj 2 v / 27 r jo 


x!'(r)e^dT 


ou 


xH 


*x(o) 


i x'(o) 


l 


oo 


00 


\/ 27 r oo 


oo 


y/2 


7T 70 




Vamos efetuar mais uma integragao por partes, para obter 


xM 


*x(o) 


i x'(o) 


l 


00 


\J 7 2/k a; 


oo 


y/2 


7 r 


iujr 1 oo 


-/// \ ° 
X {t)~. 


IU) 


J 0 


+ 


1 


OO 


100 


V2 


7 T Jo 


x"\r)e^ T dr 


ou 


xM 


*X(0) 


1 x'(0K 1 i*"(0) 

-r 


oo 


00 


\/2tv oo 


x/2tx oo 


00 


y/2 


7T JQ 


X /// (r)e^ T dr 


Continuando com o processo acima, percebemos que x(a>) P°de ser escrito na 
forma de uma expansao como 


xM 


ix( 0) 


1 


00 


v27r a; 


x'(0) 1 i*"( 0) 1 

I r~ - n l~ 


x'"(0) 


\/27r a 


3 


V27r a? 


+ 


• ■I 


onde o argumento de x( T ) e suas derivadas e dado por r = 0 + . Como x(O^) = 
0, e como nao ha sentido em ter x{r) descontmua em r — 0, devemos ter 
x(0 + ) = 0. Assim, ficamos com 


xM 


1 


v2 


x'(o) 1 

-^-r 


tt a? 


v2 


in o), i 

n t 


x'"(0) 


7T W 


VZ7T a? 




* w 


de modo que as partes real e imaginaria de x( ,jJ ) sao dominadas pelos termos 


1 


u, 2 


»[x(w)] = O 
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e 


Lembrando que x — e ~ e o (equagao 10.16), temos 

X(u>) = e(u>) - e 0 = e 0 f “ l) 

de modo que podemos reescrever as equagoes envolvendo x( <*>) para coloca-las 
numa forma mais usual, isto e, 






1 


LJ 


(22.159) 


(22.160) 


Sendo x(^) analitica no piano complexo superior, tambem o e a fungao 



de modo que podemos utilizar uma representagao complexa dada pelo teorema 
de Cauchy para escrever, para um z complexo, 




_ i 

€Q _ 

U) f — z 



(22.161) 


onde o contorno de integragao e dado pelo eixo real w e um semicirculo de 

V 

raio R —> oo no piano complexo superior. A medida que z se aproxima de 
uma freqiiencia real e preciso fazer um desvio semicircular de raio r em 
torno do ponto z = cj, de modo que o trajeto fica similar ao mostrado na 
figura 22.12. 

i 

A integral dada pela equagao 22.161 pode ser escrita como a soma de 
quatro integrals, isto e, 
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Figura 22.12: Trajeto para integragao da fungao /(u;). 



+ 



R 


uj + r 




(22.162) 


onde devemos tomar os limit es R —» oo e r —> 0. A primeira e a terceira 
integrals podem ser escritas como 


lim lim 

R—*o o r—>0 




R 


U> 4- T 



R 


lim 

R —►oo 



y -r 



onde a letra P na integral do lado direito representa a parte principal da 
integral. A parte principal da integral de uma fungao f(x) num intervalo 
a ^ x ^ 6, contmua neste intervalo exceto no ponto xo (a < x$ < 6), e dada 
por 
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]j* f(x ) dx 

J a 


lim 

6^0 


xq— 5 rb 

f(x) dx+ f(x) dx 

L *2 a Jxq-\-5 


(22.163) 


Voltando a equagao anterior, e aplicando o limite R —» oo, temos 


lim 

R-^oo 



R e(u/) 




1 


-R 


UJ — UJ 


du / 



oo 


e(w') 


*0 


1 


UJ 


f 


duJ 


UJ 


—oo 


(22.164) 


Para a quarta integral da equagao 22.162, 


lim 

R—>oo 


e(w') 


^0 


1 


duJ 


L d Cr 


UJ 




nos valemos do fato de que o integrando se anula quando R—> oo 23 , conforme 
se ve nas expansoes assintoticas dadas pelas equagoes 22.159 e 22.160, 


5R 


e(cj) 


1 


L eo 


O 


1 


9f 


ui 


e(u) 


^0 


O 


1 


UJ 


o que faz com que a integral se anule, isto e, 


lim 

R—+ oo 


e(u f ) 


eo 


1 


LJc 


UJ 


/ 


duJ 


z 


R 


0 


(22.165) 


O resultado acima e um caso particular de um resultado mais geral chamado de Lema de 
Jordan , que estabelece que, se uma fungao de variavel complexa f(z) converge uniformemente para 
zero quando z —► oo, isto e, \f{z)\ < e sempre que \z\> M (para algum M), entao 


lim 

R—*oo 


Uc 


f(z)e icz dz 


R 


= 0 


( 22 . 166 ) 


onde c e um numero nao-negativo e Cr e o semicirculo no piano complexo superior definido por 


= R. 


Voltando ao calculo das integrais na equagao 22.162, vemos que resta deter- 
minar 


23 Lembrando que to' e complexo em Cr e dado por a/ = Re 10 . 
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lim 

r —>0 




Para isso, vamos considerar o seguinte teorema, e sua prova: 

Teorema 22.1. Considere uma fungao complexa f(z) analitica para z — a ? 
e sua integral 


i ,=p iw * 

Jzt z ~ a 

efetuada de z\ = a + re 1 ® 1 a Z 2 = a + re 1 ® 2 sobre o circulo definido por 
\z — a\ = r } conforme a figura 22.13. Nesse caso } temos 

lim Is = Sif(a) (22.167) 

r—*- 0 

onde 5 = 02 - 9i + 2kiT y sendo k um inteiro tal que |5| ^ 2ix. 


r 



Figura 22.13: Circulo para o teorema 22.1. 


Demonstragdo. Para demonstrar o teorema, vamos considerar a substituigao 

if) 

z ~ a + re 
dz = ire 1 ® dd 


Entao, a integral fica 
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f(a + re 1 ®) 
a + re 1 ® — a 




Is = if /(a + re 1 ®) d6 


Agora, no limite r 


0, temos 


lim I s ~ lim 

r —>0 r —>0 



OU 


de mo do que 


ou 


e entao, 


f® 2 

lim I$ = i lim f(a + re 1 ®) dd 

r^o J Q ' 


lim Is = i 

r —>0 


fQ 2 

I f(a) dO 

Oi 


lim Is 

r— j-0 




lim I 6 

T —>0 


Sif(a) 


o que demonstra o teorema. 



Vamos agora aplicar o resultado dado pela equagao 22.167 a integral de inte- 
resse, ou seja, 


lim 

r —>0 



gQ _ 

U ! 1 — Z 




(22.168) 
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Reunindo as expressoes 22.164, 22.165 e 22,168 em 22.162, temos 



e{»') 


€0 


1 


dijJ 1 


CO 



oo 


e(u>') 


Co 


1 


to' — tO 


dto f + 0 + in 


—oo 


e(z) 


eo 


1 


e, retornando a equagao 22.161, ficamos com 


e{z) 


1 


1 


eo 


2n i 



oo 


e(w') 


^0 


1 


to — id 


dw + in 


—oo 


e(z) 

I eo 


1 


ou, rearranjando os termos, e lembrando que z 


CO 




H 

^0 


1 


7T 



oo 


e(u/) 


eo 


1 


iO ! ~ CO 


dcJ 


—oo 


cujas partes real e imaginaria sao 


& 




POO 


L €o 


i + 


Si 


r £ (o,') 


L €q 


nl to 

J —oo 


/ 


- doJ 


CO 


O' 


e(u) 


eo J 


1 


7T 



oo 


R[ 


e(w') 




1] 


to 1 — to 


dto 


/ 


—oo 


(22.169a) 


(22.169b) 


As relagSes acima sao conhecidas como relagoes de dispersao de Kramers- 
Kronig, e atraves do conhecimento da parte imaginaria de e(oj) por meio de 
medidas de absorgao de raios-x, por exemplo, como em espectroscopia de 
absorgao de estrutura fina de raios-x (EXAFS - Extended X-ray Absorption 
Fine Structure), e possivel determinar a parte real de £(o>), importante no 
fenomeno de absorgao anomala. As equagoes 22.169 podem ser reescritas se 
considerarmos a propriedade 22.158, 


X>*) = x(-cu) 


Como to e real, temos to* = to, e 

- x(-^) 

e, como x( w ) — ~ e o, temos 


£*(uj) = e (— uj) 


( 22 . 170 ) 
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Escrevendo 


e(u;) = 

achamos, para o complexo conjugado, 

£*(u;) — 5R[e(o;)] — 


Alem disso, 

4 


e(—to) ~ 5R[e(—a;)] + u)} 

Mas, pela equagao 22.170, 

5ft [^(cj)] — = 3R[^(—cj)] + to)} 


de mo do que 


5ft[e(a;)] = K[s(— cj)] 

-G[e(w)l = S[e(-w)] 


ou seja, a parte real de s(lo) e par, enquanto a parte imaginaria e impar. Nes 
caso, podemos reescrever as equagoes 22.169 para compreenderem apenas 
freqiiencias positivas. Para a equagao 22.169a, temos 



Na primeira integral, fazemos 



e ela flea 





(—do/) + 


1 
7r 



ou entao, considerando que ^[^(u;)] e impar e que mudar a ordem dos limites 
de integragao troca o sinal da integral, 
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R 


£H 

L e 0 J 


1 + 


/' 0 ° C v ! r£(u/)i 

1 “ 




U) f + UJ 



oo 


9 




7r / LO — U) 


Entao, 


ou 


R 


e(w) 


eo 


R 


e(u) 


^0 


POO 


1 + ^/o 


O' 


poo 

1 + -F Qf 

n Jo 


-e(w')l 


e 0 - 

- 

re(o/)- 

- 

- ^0 - 



1 1 
+ 


u/ ~|~ cj u/ — uj 


duJ 


uj 


f 


UJ + uJ + UJ 


UJ /2 — 0> 2 


do/ 


e assim 


9? 


e(w) 


^0 


1 + 


2 


7T 



oo 


CJ 


/ 


0 


u/ 2 — U> 2 


Of 




eo 


duJ 


(22.171) 


4 outra equagao, dada por 22.169b, fica 


9? 


e(u) 


^0 


1 



0 




e(w') 


eo 


/ 




7r / or — u; 

—oo 



oo 


SR[ 


g(w') 


EO 


1] 


/ 


-da; 7 


7r / or — a; 


ou, usando a mesma substituigao feita no caso anterior, 


o- 


e(u) 


1 eo 


1 



0 


S R r £ (-a ! 0_ 1 i 

1 en J- (-duj - 


£o_ 
/ 


7T / —o’ — O’ 

oo 



oo 


R[ 


e(w') 


eo 


i] 


/ 


duj ! 


TV I UJ' — UJ 


OU 


9f 


s{uj) 


e o 


1 


7T 



oo 


L — do/- 


o 


u f + UJ 



oo 


*[ 


e(w') 


eo 


1] 


du' 


TV t UJ — UJ 


ou ainda, 


9 


sju) 

L eo 


1 


TV 



oo 


R 


e(u/) 


1 


o 


eo 


1 


1 


a/ + uj u) f — uj 


duJ 


que fica 
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(a/ + Ul) 




t 


e entao, 



(22.172) 


As equagdes 22.171 e 22.172 acima tambem sao conhecidas como relagoes de 
dispersao de Kramers-Kronig. A partir delas, duas regras de soma podem ser 
derivadas. A primeira permite calcular a freqiiencia de plasma cv p: dada por 
22.140, que e 


e{u) 




1 


CV 


V 


^0 


U) 


ou, atraves de um rearranjo de termos, definimos lv p como sendo 


IV 


V 


lim < uj 

LO—> OO 


1 


£(u>) 


A 


^0 



Entretanto, lembrando as expansoes 22.159 e 22.160, vemos que a parte ima- 
ginaria de s(uj) nao contribui no limite, restando apenas a parte real, isto 

e, 


to 


V 


lim \ u> 

u;—>oo 


1 


e(uj) 


eo 


lim <; uj 

cj—> oo 


1-3? 


£(ui) 


eo 


Utilizando a equagao 22.171, temos 


lim ^ uj 

Cl>—XX) 


1 — 3? 




eo 


lim 

u —>oo 


C 0 


2 


7T 



oo 


UJ 


/ 


0 


u/ 2 — UJ 2 


o* 


r^K)] 


duJ 

- e 0 - 



ou 


UJ 


p 


— lim 

7T uj —► oo 



oo 




0 


CJ 2 (1 


UJ 


/ 2 


UJ 


) 


3 


r^')i 


duJ 

- e 0 - 



que se simplifica para 
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(22.173) 

- eo -* 

que fornece a primeira regra de soma. A segunda regra de soma utiliza a 
equagao 22.172, alem da hipotese de que, a partir de um certo co > cuq sufi- 
cientemente grande, podemos escrever 




Nesse caso, podemos reescrever a equagao 22.172 como 







:Na primeira integral, comb u) e grande, podemos aproximar o denominador 
por sua serie de Taylor, isto e, 
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2 


■“>0 r- 


1TU) 


0 


1 


1 


OJ 


/2 


OJ 


3? 


2 


2 J 


£{u') 


1 


^0 


d(jj / 


7 TLd 




0 


e(c') 


1 




cito + 


2 


^0 


7TCJ 




/2 


3? 


o 




1 


^0 


du) f • * 


Como a segunda integral do lado direito resulta num numero, podemos escre- 


ver 


2 


7TUJ 



OJQ _ 


1 


1 


OJ 


/2 


u; 


IJ 


5ft 


£(w') 


1 


e 0 


du f 


2 


7ra; 



CJQ 


ft 


6^) 


1 


eo 


duJ + (9 


1 




A segunda integral pode ser efetuada, com algum cuidado, e ela resulta na 
equagao 22.176 (veja o exercicio 22.7) 


ou 


e assim, 





to + c^o 

cu — UJq 



CVqCJ 


2 




^(1 + ^) 



LOqUJ 2 




1 

UJqUJ 2 
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onde 


x = — 

UJ 


O logaritmo pode ser expandido em serie de Taylor, para dar 


1 H~ x 2 o 

In-cn lx + —x + 

1 — x 3 


• * p 


ou 


Entao, 



ou 




UlQU )' 2 



1 


OJ 


6/ 


Portanto, temos 


c^ 

ly 


£(w) 


eo 


2 


CJO 


7TC J 




0 


e(^) 


€q 


i] du/ + e>( 


i 


2 mr a; 


+ 


V 


UJ 


7r 




l 




+ o( 


1 


UJ 


6 


®u, realizando algumas simplificagoes, 


o- 


e(u) 


^0 


2 


7TUJ 


UJQ 


3i 


o 


£(u/) 


1 


eo 


duJ 


UJ 


V 


a>0 


+ c>( 


i 


UJ 


T/embrando que determinamos que a parte imaginaria de e(cu) se comporta da 

■ i 

forma, dada pela equagao 22.160, 


2y 


e(uj) 


eo 


O 


1 


UJ 
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temos que o colchete na expressao acima se anula, ou seja, 


WQ 


9S 



o 





ou 


ou ainda, 


Wo 




£(u') 




WO 

dw — 





Wo 


3ff 


e{J) 


0 





que pode ser escrito como 



(22.175) 


que e a segunda regra de soma, chamada tambem de relagao de supercon- 
vergencia. A relagao 22.173 permanece valida para condutores, mas a 22.175 
deve ser corrigida para incluir o polo em to = 0. No proximo capitulo, vere- 
mos dois dos fenomenos mais importantes envolvendo ondas, a reflexao e a 
refragao de ondas. 


22.8 Exercfcios 

22.1 Mostre a segunda parte da equagao 22.49, 

(fg) = |»[^SSo] 

22.2 Mostre a segunda parte da equagao 22.50, 

(fa) = 5»P*S] 
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22.3 Demonstre a equagao 22.96, 

do(Vix) = berx — ibeix 
usando as equagoes 22.93-22.95. 


22.4 Demonstre a relagao 22.107, 


XQ 


x bei x dx 


o 


V2 

c 


Po ber I 


,fV2 


c 


Po 


22.5 Usando as equagoes 22.94 e 22.95, mostre a equagao 22.111, 


ber xo — i bei xq 
lim -—- f --—- f — 

xo-h- 0 bei xq + % ber xq 

(baixa freqiiencia) 


2 


V2 C 


a; 0 


Po 


22.6 O fndice de refragao de gas hidrogenio, em T = 0°C e P = 1 atm, 

pode ser dado por 


n H = 


1 + 1,360 x 10“ 4 + 


1,05 x 10 -18 


onde A e dado em metros. Obtenha os coeficientes A e B na equa¬ 
gao 22.130, o comprimento de onda A res e a freqiiencia v res da res- 
sonancia, e verifique se ela cai na faixa de ultravioleta, conforme 
suposto na obtengao da formula de Cauchy. Em seguida, utilize a ex- 
pressao 22.131, alem do numero de Avogadro, da equagao de Clapey- 
ron para gases ideais, da constante de Faraday (produto do numero de 
Avogadro pela carga do eletron) e da massa molecular do hidrogenio 
para determinar a razao ^ para o eletron. 

22.7 Mostre que a integral 


oo 


u>o 



que aparece na equagao 22.174, tern como resultado 
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UJ + U 0 
UJ — UJq 



Para tanto, primeiro calcule 



e depois, 



Em seguida, tome o limite 


(22.176) 


I = lim (/_ + /+) 

e se apoie tambem no fato de que, para x,y e 


In \x — y\ , % > y 

ln(y — a?) + 7ri , x < y 

Note que c^o < na integral. 




Capitulo 23 


Ondas Eletromagneticas, II: 

Reflexao e Refragao 

Neste capitulo values estudar o pue ocorre com as ondas elettoma g - 

neticas quando elas passam de um meio para outro atraves de uma interface. 
Nesse caso. surgem os fenomenos de reflexao, quando uma parte da onda 
retorna para o meio de onde partiu, e refragao (ou transmissao), quando 
uma parcela da onda passa para o outro meio, sofrendo eventualmente uma 
mudanga na sua velocidade de propagagao. O comportamento das ondas esta 
sujeito a condigoes de contorno na interface, dadas pelas equagoes de Maxwell, 

e que estao descritas na forma mais geral pelas equagoes 19.28, repetidas 
abaixo: 


(V 2 -V l ).fi = a (23.1a) 

Bi -n = B 2 'n (23.1b) 

£\ • d£ = £2 ■ d£ (23.1c) 

hx = Jt (23.Id) 


onde a e Ja sao as densidades superficial de carga e de corrente reais existentes 
na interface entre os meios (T) e (5), ft e um vetor normal a interface e d£ e 
um vetor tangente a interface. Se os meios forem lineares, as condigoes acima 
podem ser reescritas como (veja as equagoes 19.29) 
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(e2^2 

— t\£\) • n = 

= a 

(23.2a) 


Bi-n = 

--Bi-n 

(23.2b) 


£i • d£ — 

-- S 2 • d£ 

(23.2c) 

n x ( 

B 2 _ BA _ 

M2 Ml / 

-- Jt 

(23.2d) 


e, se nao houver densidades de carga e corrente na fronteira entre os dois 
meios, as condigoes de contorno apropriadas tornam-se 


c\£\ • ft - 

= e 2 £2 • n 

(23.3a) 

B\ • h - 

= B 2 'fi 

(23.3b) 

£ y • di = 

- £ 2 • d£ 

(23.3c) 

nj-i- 

Ml 

, b 2 

- n x — 

M2 

(23.3d) 


Nosso interesse agora e estudar o que ocorre com as ondas eletromagneticas na 
interface entre dois meios para varias situagoes fisicas importantes, descritas 
a seguir. 


23.1 Reflexao e Refragao para Incidencia Normal 

na Interface entre Dois Dieletricos 

A primeira situagao importante consiste em considerar o que ocorre 
com uma onda eletromagnetica incidindo paralelamente ao versor normal (in¬ 
cidencia normal) a interface entre dois meios dieletricos lineares caracteriza- 
dos pelas grandezas (ei, /^i) (meio (I)) e (€ 2 ,^ 2 ) (meio @), conforme mostra 
a figura 23.1. A fronteira entre os meios nao tern densidades de carga ou cor¬ 
rente reais, por hipotese. Para simplificar, vamos colocar a onda incidente 
propagando-se no sentido positivo do eixo z. 

Lembrando que a onda incidente se propaga na diregao z, ela e descrita, 
de acordo com os campos 22.39 e 22.40, mediante 


Si(z , t) = £o i cos(kiz — cut + S)i 
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Figura 23.1: Onda eletromagnetica em incidencia normal a 

interface entre dois meios dieletricos lineares. 


—k A. 

Bi(z, t ) = Bq { cos(k\z — ujt + S) j 


\h x So 


Vl 


A 

cos{kiz — cut + S) j 


ou pelas suas extensoes complexas 




'B i (z,t) 


c i(ki z-ujt) j 

Vl 


(23.4a) 

(23.4b) 


Note que a velocidade da onda e definida por meio de 22.36, 


v — c 

de modo que ela depende apenas das caracteristicas do meio, nao da onda. 
Assim, ao incidir na interface, a onda incidente da origem a uma onda refie- 
tida, que se propaga no meio (T) com a mesma velocidade v \, mas no sentido 
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negativo do eixo z, e a uma onda refratada, ou transmitida, que se propaga 
no meio (2) com uma velocidade V 2 na diregao z positiva. A onda refletida e 
descrita por 

i r (z,t) = £o r e i( " fcl *~ wt) i (23.5a) 

'BJz, t) = ] (23.5b) 

V\ 

O sinal negativo em fci aparece porque a onda se propaga na diregao z nega- 
tiva. O sinal negativo em B r surge da inversao de sentido que ocorre com B 
ao ser refletido. Note que um dos campos £ r ou B r precisa inverter o seu sen¬ 
tido na reflexao, para que a onda inverta o sentido de propagagao> lembrando 
que eles nao sao todos independentes entre sL ja que as equagoes de Maxwell 
impoem a restrigao 22.25, 


B = -k X £ 

v 

Na figura 23.1, supusemos que quern inverte o sentido e o campo magnetico, 
e se isso nao for correto, obteremos um modulo negativo, indicando que quern 
inverte e o campo eletrico. De fato, a inversao dependera dos indices de re- 
fragao do meio. A onda transmitida e descrita por 

i t (z ) t) = E o t e i(fc22_a;t) i (23.6a) 

3 t (z, t) = £°L e i(kz-i*) ] (23.6b) 

^2 

e agora queremos saber como sao os campos refletido e transmitido em termos 
dos campos incidentes. Na interface eles precisam satisfazer as condigoes de 
contorno 23.3. Como os campos nao tern componentes normais a superficie, 
as equagoes 23.3a e 23.3b sao imediatamente satisfeitas. Para a equagao 23.3c, 
temos 


£i(z — 0, t) + £ r (z 



&t( z = 0, t) • d£ 


ou, usando as equagoes 23.4a, 23.5a e 23.6a, ja eliminando o termo exponencial 
em t, e lembrando que, nesse caso, d£ = dx i + dy j, 


(£ 0i + £ 0 r )i- {dxi + dyj) 


= £ 0t i • (dxi + dyj) 


ou 
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que e a primeira condigao para as amplitudes dos campos. A segunda vem da 
equagao 23.3d, ou seja, usando as expressSes 23.4b, 23.5b e 23.6b, 


ou 


n x 


— 0, t) + — 0, t ) 

Hi 



ou ainda, 


e entao, 


Definindo 


r 

k x 


£ 


o 


£ 


o 


r 


vim 


J 


r £o t • 

k x —— j 

V2 M2 


£ 


o 


£ 


o 


Vlfil 


£ 


o t 


V2^2 



n 

- L 0t 

V2^2 


_ viHi „ cviHi _ n 2i ui 

V2^2 CV 21^2 ni/i2 


temos 



£o i ~ £o r “ a ^o t 

que, juntamente com a expressao 23.7, forma o sistema de equagdes 

( £o* + £o r — £o t 
1 £ 0 ^ — £o r = &£o t 


cuja solugao e, 




e 
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£o t = T ^-£o i (23.10) 

I ~T~ OL 

Se considerarmos que para a maioria dos meios o valor da permeabilidade 
magnetica e muito proximo ao valor do vacuo, temos = ^ 2 = /xq, de modo 
que a expressao 23.8 torna-se 


a — — — — 
V2 m 


(23.11) 


Entao, nesse limite, temos 



v 2 - Vi ni - n 2 

t o r — -;-c-o i ~ -;- to - 

v 2 + v\ n 1 + n 2 


(23.12) 



2v 2 

v 2 + v\ 



2n\ 

n\ + n 2 



(23.13) 


Assim, quando o meio (2) e opticamente mais denso que o meio (1), ou seja, 
quando v 2 < v\ ou, de forma equivalente, n 2 > m, 0 campo eletrico da onda 
refletida sofre uma inversao de fase em relagao ao campo da onda inciden- 
te, ja que a expressao 23.12 torna-se negativa. Conseqiientemente, o campo 
magnetico e refletido sem inversao de fase. O contrario ocorre quando o meio 
(2) e opticamente menos denso do que 0 meio (T). 

Ja que existem duas ondas propagando-se a partir da interface, uma 
refletida e outra transmitida, cabe perguntar o que ocorre com a energia 
transportada pela onda incidente apos a interagao com a interface. O fluxo 
medio de energia e dado pelo vetor de Poynting medio, obtido por intermedio 
da expressao 22.53, 




S [£q X fio] 


Assim, para a onda incidente temos 



e, usando as expressoes 23.4, obtemos 
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ou 






3e[|£ 0i | 2 ]k 


e, finalmente, 



(23.14) 


De forma similar, o vetor de Poynting medio para a onda refletida e, usando 
as expressoes 23.5, 


ou 


ou ainda, 


e, finalmente, 




1 

2vi Mi 


^[l £ o r | 2 ]k 



(23.15) 


Por fim, no meio (2), a onda transmitida tern o vetor de Poynting medio dado 
por 





* n 




ou, usando as expressoes 23.6, 
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ou ainda, 


e, finalmente, 




k 



(23.16) 


O coeficiente de reflexao R e definido como sendo a fragao de energia que e 
refletida pela interface quando a onda incidente interage com ela, ou seja, 



(23.17) 


onde n e o versor normal a superficie. Assim, o coeficiente de reflexao fica, 
usando 23.14 e 23.15, 



£o 


2vim 


k • (-k) 


|£o,:l 2 


k • k 


ou 



e, usando a equagao 23.9, lembrando que a e real, 



1 - a\ 2 

1 + Ci ) 


Lembrando a definigao 22.42 para a impedancia do meio, 



(23.18) 


vemos que podemos reescrever a como 
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^2/^1 

niV2 



ou 



yj€lfAllA2 


ou ainda, 



€ 2^1 _ Zi 
£ 1^2 %2 


Assim, o coeficiente de reflexao R dado por 23.18 fica 



ou 


R 


Z2-ZA 2 

z 2 + zj 


(23.19) 


(23.20) 


Note, por essa expressao, que para uma onda nao ser refletida e suficiente que 
os meios (T) e (2) tenham a mesma impedancia, nao necessitando que e, jj, ou 
n sejam os mesmos. 

O coeficiente de transmissdo T e definido como sendo a fragao de energia 
que e transmitida at raves da interface, ou seja, 



(S t ) - n 
<£> • n 


JPortanto, usando as equaqoes 23.14 e 23.16, obtemos 



(23.21) 


ou 
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Vim 

£0 1 

2 

V2H2 

So, 

"2 


Utilizando agora as expressoes 23.8 e 23.10, obtemos 



2 


ou 



(23.22) 


Em termos das impedancias dos meios, obtemos, lembrando a equagao 23.19, 




Zl 

Z 2 



2 


ou 



4^1 ^2 

(Z2 + Z1) 2 


Conforme ja dissemos, para a maioria dos materiais podemos considerar /^i = 
^2-/^0) de modo que, pela equagao 23.11, 


v\ n 2 
a = — = — 
V2 n\ 

Entao, nesse caso R torna-se 


enquanto T fica 



ni - n 2 
rii + U2 



An\ri2 
(ni + n 2 ) 2 


Note que, das equagoes 23.18 e 23.22, temos 


(23.23) 


(23.24) 


R H~ T — 


1 — a 
1 "b ct 



4a 

(1 + a )' 2 
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ou 


R + T = 


1 — 2a + a 2 i 4 a 

(1 + a) 2 + (l + a) 2 


e entao, 


R + T = 


(1 + a ) 2 

(1 + a) 2 


o que esta de acordo com o fato de que a energia nao fica armazenada na 
-interface. Como exemplo, considerando que vidro comum tem um indice de 

T"- 

refragao em torno de 1,5 e que para o ar n ar « 1, vemos que, quando luz 
incide numa diregao normal a interface vinda do ar numa janela de vidro, 
fcemos R = 0,04 e T = 0, 96 (em cada superficie), ou seja, a maior parte da 
iuz e transmitida at raves do vidro, fato este bast ante conhecido por nos. 

Quando varias camadas de material dieletrico sao justapostas, em cada 
interface devem ser consideradas as condigoes de contorno para os campos, 
pbrnecendo equagoes adicionais para a determinagao dos campos. Utilizando 
Sima combinagao apropriada de espessuras, e possivel eliminar, por exemplo, 
a onda transmitida, obtendo-se assim um espelho de alt a qualidade. Vejamos 
agora o que ocorre quando a onda incide de forma obliqua na interface. 


I&3.2 Reflexao e Refragao para Incidencia Obliqua 

na Interface entre Dois Dieletricos 

Na segao anterior estudamos o que ocorre quando uma onda eletro- 
magnetica incide numa diregao normal a interface entre dois meios dieletricos. 

Lb-. _■ 

^.gora, vamos verificar o que ocorre quando a incidencia ocorre obliquamente, 

sendo o caso de incidencia normal um caso particular deste. Note que ain- 

■ 

da nao existem densidades de cargas ou correntes na interface. A figura 23.2 
8ustra os vetores de onda para as ondas incidente, refletida e refratada (ou 
transmitida). 

Da figura acima nota-se que, em principio, os vetores de onda k{ ) k r e 
poderiam ter qualquer orientagao espacial uns em relagao aos outros. No 

■jij . 

sentanto, as condigoes de contorno 23.3 permitem apenas uma orientagao. Os 

"^campos da onda incidente sao dados por 

1 - 


■| 
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Figura 23.2: Vetores de onda para incidencia obliqua 

na interface entre dois dieletricos. 


£i (f, t) - 


(23.25a) 


A ^4 

_ kiX £o 4 i(fc i .r-wt) 

“ L G 

Vi 

(23.25b) 

enquanto os campos da onda refletida sao descritos por 


£ r (f, t) = 

-- £ 0r e i( ^' f - wt) 

(23.26a) 

-i 

3i 

II 

A —* 

_ k r X. Co r %(h r .f—ujt) 

— G 

^1 

(23.26b) 

Por fim, a onda transmitida e descrita por 


£t(r, £) = 

- £o t e z( ^' f "^ ) 

(23.27a) 

£t(r,t) = 

^ — * 

-kfX cq t tffcff-wt) 

“ G 

(23.27b) 
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A freqiiencia da onda nao muda ao sofrer reflexao ou transmissao atraves da 
interface. Assim, utilizando a expressao 22.41, temos 


k{V i = k r v i = kfV 2 = tv 


ou 


ki = k r = —kt — —kt (23.28) 

V\ U2 

Agora, para relacionar os vetores de propagagao, notamos que as condigoes 
de contorno 23.3 partilham todas da mesma estrutura, a saber, 



onde os parenteses devem ser preenchidos apropriadamente, considerando ca- 
da condigao de contorno especifica. A questao aqui e que, se a relagao acima 
deve ser valida para todos os valores de x, y e as exponenciais devem ser 
iguais em todos os valores dessas coordenadas. Elas ja sao iguais com relagao 
ao tempo, o que e mais uma verificagao do fato de a freqiiencia das ondas ser 
a mesma. Para ser igual com relagao as coordenadas espaciais, devemos ter 



ou, explicitamente, 


xk ix + yk iy = xk rx + yk Ty = xk tx + yk ty 
para todos os valores de x e y. Entao, se x = 0, temos 


yhy = yK y = yk ty => k iy = k Ty = k ty 

Por outro lado, se y = 0, temos 

xk ix = xk rx = xk tx =3- k ix = k rx = k tx (23.29) 

: As condigoes acima implicam que k{, k r e kt sao coplanares, definindo o piano 
de incidencia, que contem t-ambem o versor normal a interface. Por exemplo, 

1 J 

se ki esta no piano xz. h = 0 e, pela relagao obtida acima, k r = kt = 0, 

y u tj 

e k r e kt tambem estarao no piano xz. Como os vetores de propagagao sao 
coplanares, sempre podemos girar o sistema de eixos de modo que a situagao 
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descrita ha pouco (&* no piano xz) seja verificada, o que simplifica as equagoes. 
Nesse caso, chamando de 9 o angulo entre fee a normal a interface, que aqui 

A 

corresponde ao versor k, podemos reescrever a equagao 23.29 como 





x 


ou, considerando que 


sen 9 = 



temos 


ki sen 9i = k T sen 9 r — kt sen 9t 


Lembrando agora a expressao 23.28, 



ni 

n 2 



t 


obtemos, para o angulo de reflexao, 


sen 9i = sen 9 r 


ou 


= 9 r (23.30) 

isto e, o angulo de incidencia e o de reflexao sao iguais, o que e conhecido 
como a lei de reflexao. Para o angulo de refragao, ou transmissao, temos 

Ul n a 

— sen — sen Ut 

Ti2 


OU 


ni sen 9{ = sen 9% (23.31) 

que e conhecida como lei de refragao ou lei de Snell. Quando > ni, 9 t < 9{, 
e o vetor de onda da onda transmitida se aproxima da diregao normal . 


1 Lembrando que 0 = 0 corresponde ao caso discutido na segao anterior, de incidencia 
normal. 
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Apesar de terem sido demonstradas para ondas eletromagneticas, as leis acima 
sao validas mesmo para outros tipos de ondas, como ondas sonoras e ondas 
na agua. As condigoes de contorno especificas para ondas eletromagneticas, 
obtidas das equagoes de Maxwell, nao foram ainda aplicadas, e este e o nosso 
proximo passo. Como uma onda polarizada numa diregao qualquer pode ser 
considerada como uma combinagao linear de ondas polarizadas nas diregoes 
x e y, e suficiente estudarmos dois casos gerais relacionados a polarizagao do 
campo eletrico. 


Antes de passar a discussao seguinte } e interessante introduzir o conceito de comprimento 
optico, dado por 


pB 

L 0 — / n(s)ds (23.32) 

J A 

onde A e B sao dois pontos no espago e n(s) e o indice de refragao, que pode eventualmente ser uma 
fungao da posigao s. O principio de Fermat estabelece que a radiagao sempre percorre um caminho 
que extremiza (eni geral ele minimiza) o caminho optico entre dois pontos, ou seja, um caminho no 
qual a variagao de L 0 , <5L 0 , e nula. Assim, num meio homogeneo e isotropico, a radiagao percorre 
uma linha reta entre dois pontos. que e o menor caminho entre esses pontos. Usando esse principio, 
e possfvel obter as leis de reflexao e refragao. Iniciamos considerando a figura 23.3. Nessa figura, 
temos, num mesmo meio, de indice de refragao constante n, 2 pontos fixos A e B, de coordenadas 
A(x j 4,2MiO) e Ha uma superficie no piano xz ( y = 0 ) que separa este meio de outro, 

localizado na regiao y < 0, que nao e relevante no momento, e nessa superficie, num ponto C(rc, 0, z), 
ocorre a incidencia da radiagao emitida pelo ponto A e que se dirige para o ponto B. Os angulos de 
incidencia e de reflexao sao indicados por 0* e 9 r , respectivamente, e definimos tambem os angulos 
auxiliares a* e a r . Para evitar que a radiagao siga diretamente de A para B, uma parede P opaca e 
colocada entre esses dois pontos. Assim, para ir de A a B, e necessario que ocorra uma reflexao no 
ponto C. cujas coordenadas devem ser tais que fagam com que 



se anule e tenhamos um extremo de L 0 , como requer o principio de Fermat. Como Sx e Sz sao 
ortogonais, cada uma das derivadas deve se anular independentemente uma da outra. 


Para calcular L 0 , devemos considerar dois trajetos, o primeiro de A ate C e o segundo de C ate B. 
Nos dois trajetos, n e constante e precisamos apenas saber a distancia entre os pontos para usar a 
equagao 23.32, que flea 
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Figura 23.3: Diagrama para obtengao das leis de 

reflexao pelo principio de Fermat, 



r c 

as + n 

A 


f B 

ds - n{d AC + dcB) 

c 


No primeiro trajeto } temos 



a) 2 4- y\ 4- 2 2 


enquanto no segundo obtemos 



Xb 


— x ) 2 + y 2 B + z 2 


e assinij achamos 




x ) 2 +y 2 B + z 2 


Fagamos agora a derivada com relagao a que fica 


dL 0 

- = n 

dz 


x — x A ) 2 + y 2 A + z 2 



+ 


X}3 - x ) 2 + y B + z 2 \ 



ou 


-> 

X 


(23.33) 
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dL 0 

dz 


nz 



1 + 1 

X - x A ) 2 + y\ + z 2 -x) 2 +y 2 B +z 2 - 


Essa derivada tem que se anular nos extremos de L 0 , de modo que devemos ter 


nz 


1 . 1 

x a )' 2 +y 2 A + -s 2 \j ( x b - x ) 2 + y%+z 2 . 


= o 


ou, como n nao e nulo 



2 





1 

x ) 2 +y B + 



Como o termo entre colchetes consiste na soma de duas fragoes que envolvem denominadores com 
raizes quadradas, elas sao sempre estritamente positivas, de modo que o termo nunca pode se anular. 
Sendo assim, so resta a possibilidade de que £ — 0, ou seja, o ponto C esta no mesmo piano que os 
pontos A e B. que tambem contem a normal a superffcie em y = 0. Assim, achamos que os raios 
incidente e refletido e a normal sao coplanares, bem como os vetores de onda ki e k r . Substituindo 
o valor de z na expressao 23.33, obtemos 




x - x A ) 2 + y\ + 


x B - x) 2 + y% 


Devemos calcular agora a derivada em relagao a x. que tambem deve ser nula nos extremos de L 0 , 
ou seja, 


de modo que 



x — x A 


x B — x 



x 


- X A ) 2 +y\ 


(x B - x) 2 + y\ 



Agora, observando a figura 23.3, lembrando que z = 0, vemos que 


ou seja, 



COS Cti = COSQ r 


COS Cl j — 


436 


23. ONDAS ELETROMAGNETICAS, II: REFLEX A O E REFRAQAO 


ou ainda, 



r 


Como 6 + a = ~, temos, finalmente, 



ou seja, o angulo de incidenciae igual ao de reflexao, conforme a lei de reflexao 23.30 ja vista anterior- 
mente. Passemos agora a refragao, ou transmissao, entre dois meios. Vamos considerar inicialmente 
a figura 23.4. 



Figura 23.4: Diagrama para obtengao das leis de 

refragao pelo princfpio de Fermat. 


Na figura novamente vemos dois pontos fixos A(x / \^y J ^, 0) e B(xs, yg, 0), que sao os pontos 
de saida e chegadada radiagao, e um ponto C(z, 0, z) na interface entre os dois meios (T) (y > 0)e© 
(y < 0), descritos por n\ e ri 2 (constantes). Os angulos de incidenciae transmissao sao representados 
por $i e 0t, e temos agora novamente dois angulos auxiliares cti e at- Assim, o comprimento optico 
de A ate B fica 



rC rB 

ds-\-ri 2 I ds = nid^c + n 2 <icB 
A Jc 


Novamente, no primeiro trajeto temos 
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e, no segundo, ficamos com 



dcB = A/ {xb ~ x) 2 +y 2 B +z 2 


e assim, achamos 


Lo = ni J{x - x A ) 2 + y\ -f z 2 4* n 2 J ( x B - x) 2 + y 2 B + 2 


- /vA 2 I <1|2 I ~y 2 


Fazendo a derivada com relagao a z e lembrando que ela deve ser nula, temos 


dL 0 

dz 


= n i 



+ n 2 


x 


: - + y\ + z- 


xb — x) 2 + y B + z 2 



0 


ou 


z 




X 


— x A ) 2 + y A + z 





XB - x) 2 + y\ + 2 1 



Novamente, o ter mo entre colchetes nunca se anula, de modo que devemos ter z : 
incidente, transmitido (ou refratado) e a normal a interface pertencem todos a um 
assim como os vet ores ki e kt- Substituindo o valor de z em 23.34, obtemos 


L 


o 



X 


~ X A ) 2 +y A + ri 2 \J{xB - x) 2 + y z B 



& a derivada em relagao a x flea 


dLo 

dx 





x - x A ) 2 +y\ 





xb — x 





de modo que 


n i 


x — x A 


X - x A ) 2 4 -y A 



= n 2 


xb ~ x 



x 


'B ~ x) 2 + y% 


Agora, observando a figura 23.4, e lembrando que z = 0, vemos que 


x — x A 


xb — x 



x 


- x a) 2 +y\ 


x B -x) 2 + y% 



(23.34) 


= 0, e os raios 
mesmo piano, 


COS Oil 


cos a* = 
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ou seja, 


n i cos g i = 7i2 cosat 


Como 6 + a = ^ temos 


cos a — cost — 

v 2 



cos a = sen 6 


e entao, 


n i sen Oi = ni sen Ot 


que e a lei de Snell dada pela expressao 23.31, obtida anteriormente. A demonstragao de que o 
caminho seguido acima e um minimo de L 0 envolve o calculo das derivadas segundas, e ela fica 
como exercfcio (veja o exercfcio 23.1). 


23.2.1 Campo Eletrico Paralelo ao Plano de Incidencia 

O primeiro caso importante que vamos estudar consiste naquele em 
que a onda tem o campo eletrico polarizado num piano paralelo ao piano 
de incidencia. A figura 23.5 ilustra essa situagao. Da figura, vemos que os 
campos eletricos pertencem ao piano xz enquanto o campo magnetico orienta- 
se na diregao y. Tendo isso em mente, vamos comegar a aplicar as condigoes 
de contorno 23.3, lembrando que os fatores exponenciais que aparecem nos 
campos se cancelam, conforme a discussao anterior. Da equagao 23.3a, temoe 

ei(£oi + £o r ) * k = • k 

ou 

ei(-£oi sen 0* + £o r sen0 r ) = -e 2 £o t sen<9 t 
e, usando as leis 23.30 e 23.31, obtemos 


ei (-£oi sen + £ 0r sen 0 { ) 



sen Oi 


e entao. 
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X 



A 



r interface 


Figura 23.5: Vetores de onda para incidencia oblfqua 

na interface entre dois dieletricos. 



£2 n i 

- to t 

ci n-2 


ou ainda, como v 2 




ou e 



? 



e entao, lembrando que n = 



2 c 
vivi ^ 

v 2& t 



OU 



nm c 

-to* 

V2H2 


A equagao 23.8 define 
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_ Vi/jLi _ _ U2Hl 

V 2 H 2 cv 2/X2 nijj ,2 


Entao, 


£ 0; - £o r = a£ 0t (23.35) 

que e a primeira equagao necessaria. A condigao de contorno 23.3b nao nos 
ajuda, porque S nao tem componente em z. A proxima condigao e dada pela 
expressao 23.3c, que fica 

(£ 0i + £o r ) • {dx i 4 - dyj) = E 0t ■ (dxi + dyj) 


ou 


£ 0 - cos 6{ + £o r cos 9 r = £o t cos Q t 


ou ainda, como 9{ = 9 r , 




cos 9t 
cos 9i 


Definindo 


achamos 



cos 9t 
cos 9i 


(23.36) 


£0 { + £0 r 



(23.37) 


que, juntamente com a equagao 23.35, formam o sistema de equagdes 


£ 0i - £0 r 

£0 i + £o r 



cuja solugao e 



(23.38) 


e 
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(23.39) 


Essas equagoes sao conhecidas como equagoes de Fresnel para a polarizagao de 
£ no piano de incidencia. A onda transmitida esta sempre em fase com a onda 
incident e, mas quando (3 < a a onda refletida tern uma defasagem de 180° 
em relagao a onda incidente. Note que a quarta condigao de contorno, dada 
pela relagao 23.3d, nao fornece uma equagao adicional, ela apenas reproduz a 
expressao 23.35. Alem disso, as amplitudes das ondas refletida e transmitida 
dependem do angulo de incidencia. ja que, pela expressao 23.36, temos 


cos Of vT 1 - sen 2 9 t 

cos Qi cos 6i 

ou, utilizando a lei de Snell 23.31 para reescrever sen #£, achamos 



= v- \W2> - (23.40) 

cost^ 

Quando d{ = 0, ou seja, quando temos uma incidencia normal, (3 = 1, e 
recuperamos o caso discutido na segao anterior. Quando a onda tern uma 
incidencia rasante, ou seja, —► 90°, (3 diverge e a onda e completamente 
refletida, fato que ocorre, por exemplo, numa estrada no final da tarde ou a 
noite, principalmente se estiver molhada. 

Analisando a expressao 23.38, vemos que, para determinados valores dos 
parametros a e /3 o campo refletido £ r pode se anular. Isso acontece quando 
(3 = ct, ou seja, 


ou entao, 



1 - 




ou 
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que pode ser reescrita como 



ou ainda, 



(23.41) 


O angulo 6b definido pela expressao acima e conhecido como angulo de Brews¬ 
ter 2 . Quando uma onda linearmente polarizada incide com um angulo igual 
a 9bj se ela for polarizada de modo que o campo eletrico esteja numa diregao 
paralela relativamente ao piano de incidencia, a onda sera totalmente trans- 
mitida, nao havendo onda refletida. Conforme veremos na segao 23.2.2, se a 
onda tern polarizagao perpendicular ao piano de incidencia, ocorre reflexao 
em qualquer angulo, nao havendo um angulo de Brewster para essa situagao. 
Assim, quando uma onda nao polarizada incide numa superficie com angulo 
a onda reflet ida e polarizada na diregao perpendicular a superficie, o que 
e conhecido como polarizagao por reflexao. Em particular, quando estamos 
no limite em que n\ « fi 2 & Mo, ol = ^ e o angulo de Brewster 23.41 flea 






2 


ou 



n 



2 

1 



—n 


4 

2 . 


n i n 


2 

2 


2 Descoberto experimentalmente pelo fisico escoces Sir David Brewster, em 1811, que 
tambem inventou o caleidoscopio. 
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ou ainda, 


sen 


2 




e entao, 


sen 2 6b 


n 


9 9 

ni + ni 


l 


Por outro lado, temos tambem 


1 — cos 2 &b 


n\ 


n? + rio 


l 


ou 


cos 2 6b = 1 


o 

ni 


n l "I" n 2 


ou ainda. 


cos 2 6b 


n 


n\ + nl 


de modo que, dividindo 23.42 por 23.43, achamos 


sen 2 6 b 
cos 2 6b 


n 2 

n 1 + n 2 

~^r 

n? H-rig 


OU 


e finalmente. 


tg 2 &B 


nl 


n 


l 


tg 8 b 


n 2 

ni 


(23.42) 


(23.43) 


(23.44) 


E interessante mostrar que, nesse limite, o angulo entre o feixe incidente e o 
transmitido vale 90°. Para ver isso, vamos considerar a lei de Snell 23.31 e 
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fazer 0* = 9 b-, ou seja, 


ni sen 9b = n 2 sen 

onde 0t B e o angulo da onda transmitida correspondente a onda incidente com 
angulo de Brewster. Usando a equagao 23.44, temos 

sen 6 B = tg 9 B sen 0 t 


ou 


sen 9b = 


sen 9 b 
cos 9 b 


sen 9 tB 


de mo do que 


cos 9b = sen 9 tB 

Alem disso, temos que 9b e dado por (5 — a, ou 

COS 9 tB _ 712 
COS 9b Til 

ou entao, 


de modo que 


cos 9t B — tg 9b cos 9b 


cos 9t B = sen 9 b 


(23.45) 


(23.46) 


Das relagoes 23.45 e 23.46, nota-se que os angulos 9b e 9t B sao complemen- 
tares, ou seja, 9b + 0t B = f ■ Para uma onda passando do ar (ni « 1) para 
vidro (n 2 ~ 1 ? 5), temos 9b ~ 56°, enquanto do ar para agua (ri 2 ~ 1,33), 

9 b - 53°. 


Uma explica^ao simples para a polarizagao por reflexao quando a onda incide na interface 
com o angulo de Brewster consiste em considerar que os responsaveis pela onda refletida e transmi¬ 
tida sao os eletrons da interface que sao submetidos a forgas quando os campos interagem com eles. 
Considerando apenas o campo eletrico, que e o responsavel pela transference de energia entre a 
onda e o meio, quando ele age sobre os eletrons, estes comegam a oscilar, estando entao acelerados. 
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Nessa situagao, conforme veremos no capltulo 24, os eletrons emitem radiagao. Essa radiagao exibe 
uma dependencia angular tal que na diregao da aceleragao nao ocorre emissao. Assim, quando um 
campo eletrico paralelo ao piano de incidencia incide na interface com o angulo de Brewster, ele 
atua sobre os eletrons e produz um movimento “diagonal” que e responsavel pela onda transmitida. 
Porem, como 6q 4- &t B ~ \ e o angulo da onda refletida tambem seria 0#, a onda seria refletida 
em angulo reto com a onda transmitida, numa diregao que e justamente a diregao de vtbragao dos 
eletrons. Nessa diregao eles nao podem emitir radiagao, o que faz com que a onda refletida nao 
seja observada. Esse problema nao ocorre quando o campo eletrico e perpendicular ao piano de 
incidencia, ja que, nesse caso, havera movimento dos eletrons numa diregao perpendicular ao piano 
de incidencia, o que impede apenas emissao nessa diregao. Porem, ja vimos que as ondas refleti¬ 
da e transmitida estao no piano de incidencia, e os eletrons podem emitir em todas as diregoes 
pertencentes a esse piano. 


Os coeficientes de reflexao e transmissao dados pelas expressoes 23.17 
e 23.21 e os vetores de Poynting podem ser obtidos das equagoes 23.14, 23.15 
:ie 23.16, lembrando que agora o vetor de onda nao esta mais na diregao z. 
Assim, temos 


:para a onda incidente, 


para a onda refletida 3 e 



(23.47) 


(23.48) 


(23.49) 


para a onda transmitida. Os coeficientes para a onda com polarizagao paralela 
^(sempre com relagao ao campo eletrico) ao piano de incidencia fleam, entao, 


R 


(Sr) • (-n) 



DU 


3 Note que, com relagao a expressao 23.15, ha um sinal negativo a menos na expressao 
.acima. Voce e capaz de explicar o porque? 


446 


23 . ONDAS ELETROMA GNETICAS, II: REFLEX A O E REFRA QA O 



e entao (veja a figura 23.5), 


_ |£ 0r I' 2 cos e r 
11 |£ 0i | 2 cos <9i 

e, usando a lei de reflexao 23.30 e a equagao 23.38, obtemos 



O coeficiente de transmissao torna-se 


(23.50) 


ou 







k r • k 



ou ainda, 



|£o t 

2 cos 9 t 

^2^2 |£0i 

2 cos 9i 


e, usando as expressoes 23.8, 23.36 e 23.39, achamos 



(23.51) 


Note que, quando 6i = 9 b ^ ol ~ /3 e Ru — 0 e Tji = 1. Para qualquer angulo, 
+T\\ = 1, e a energia que chega na interface e igual a energia que sai dela. 
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23.2.2 Campo Eletrico Perpendicular ao Plano de Incidencia 

Nosso objetivo agora e verificar o que ocorre quando o campo eletrico 
incide numa superficie com uma diregao perpendicular ao piano de incidencia, 
conforme mostra a figura 23.6. 

x 


A P2^2 



Figura 23.6: Vetores de onda para incidencia oblfqua 

na interface entre dois dieletricos. 


£fote, na figura, que os campos eletricos estao orientados na diregao y, ao passo 

•v ■ 

jque os campos magneticos pertencem ao piano xz . Assim, a primeira condigao 
Me contorno, dada pela expressao 23.3a. nao nos da nenhuma informagao, ja 
gue os campos eletricos nao tern nenhuma componente normal a interface. A 

-'.T- 

equagao 23.3b fornece 


(Bo, + ®o t ) * k - S 0f • k 

ou, usando as expressoes 23.25b. 23.26b e 23,27b, temos 


kj x £ 

vi 





ou 
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1 

Vl 


A 

ki x £ 0i j 
k{ 



k r x £o r j 
k r 



Da figura, temos 

-^ A A 

ki = ki sen 9ii + ki cos 9i k 
h r = k r sen 9 r i — k r cos 9 r k 

—* A A 

kt = kt sen 6t'i + kt cos 6t k 


(23.52a) 

(23.52b) 

(23.52c) 


Como ixj = kekxj = —i, interessa-nos apenas a componente i dos vetores 
acima, de modo que achamos, apos efetuar o produto escalar, 


1 


Vl 


ki sen £ Oj k r sen 8 t Eq 

-1- 


ki 


k 


k t sen 9 t E 0t 

k r v 2 


ou, como Qi — 9 r , 


c , o _ visen6 t 
£ °' + £ °- _ °* 


Lembrando agora a lei de Snell 23.31, temos 

c , c _ ^l n l c 
OOi + C*0 r — C-0 1 

v 2 n 2 

ou, como n = de modo que nv = c, temos 


£o» + £ 


o 


£ 


o t 


(23.53) 


que e a primeira equagao necessaria para obter os campos refletido e transmiti- 
do. Ela tambem pode ser obtida se considerarmos a condigao de contorno 23.3c 
para o campo eletrico. Assim, para obter a segunda equagao necessaria, vamos 
considerar a equagao 23.3d para o campo magnetico, ou seja, 


k x 




ou, em termos dos campos eletricos (equagoes 23.25b, 23.26b e 23.27b), temos 




k t X £ 0t 
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Observando agora as expressoes 23.52 para os vetores de onda, notamos que 
apenas as suas componentes em z serao importantes, de modo que temos 

k t cos9 t £ 0t i ~ 

k t 

ou 



1 


VlfJ.1 : 


cos 6i £ o, + cosf9 r £n,. 


1 


W 

J 


V2V2 


A 

cos9 t £ 0t j 


ou ainda, lembrando que 6i — 0 r> 


£ 


o 


£ 


o 


viHi cos 9 t 
V 2 U 2 cos 9i 


£■0 1 


Agora, usando as equagoes 23.8 e 23.36, temos 


£0 i — £o r = <*P£ot 

a qual, juntamente com a expressao 23.53, forma o sistema de equaqSes 

f £ Oj + £o r = £o t 

l £ 0i - £o r = ct/3£o t 


que result a em 


e 



l- a/3 

-Cn 

l + a/3 1 



(23.54) 


(23.55) 


Os vetores de Poyntingsao analogos aos expressos pelas equagoes 23.47, 23.48 
e 23.49, de modo que temos, para a onda incidente, 



Para a onda refletida, ficamos com 

J 


(23.56) 
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(Sr) 


|£ 


0 


2uiMi 


ki 


e, para a onda transmitida, 


(St) 


|fi 


o t 


2t)2/i2 


k 


(23.57) 


(23.58) 


Os coeficientes para a onda com polarizagao perpendicular (sempre com re- 
lacjao ao campo eletrico) ao piano de incidencia ficam, entao, 


R± 


(S r ) • (-ft) 
(Si) • n 


Oil 


£o r 


R± 


2viu 


it ki • (-k) 


£o,- 


2v X fii 


A A 

ki • k 


e entao, 


R± 


|£o r | 2 cosft 


£ Oi | 2 cos0j 


ou ainda, usando a expressao 23.54, 


R± 


1 — a(3 
_1 + ap\ 


i 2 


0 coeficiente de transmissao torna-se 


(23.59) 


T± 


(St) 


n 


(Si) 


n 


ou 




2 A 


T± 


2V2fJi2 


kr- * k 


2v\i±x L 


ou ainda, 
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vim |£p t j 2 cos<9 t 

V 2 H 2 | £0£ | 2 COS#j 


e assim, usando as expressoes 23.8. 23.36 e 23.55. achamos 



4 a/3 

(1 + a/3) 2 


(23.60) 


donde se deduz facilmente que R± + T± — 1, como deve ser. Alem disso, 
lembrando que no angulo de Brewster temos a = /?, vemos que em 6 b existe 
onda refletida e transmitida no caso do campo eletrico ter uma polarizagao 
perpendicular ao piano de incidencia, ao contrario do que ocorre quando o 
campo eletrico e paralelo a este piano. Considerando uma interface entre ar 
(n = 1) e agua n — 1. 33 (/ii — [i 2 — Ho), podemos comparar os coeficientes de 
reflexao para as polarizagoes paralela e perpendicular ao piano de incidencia. 
O resultado e apresentado na figura 23.7. Na figura, Rm indica o coeficiente 
de reflexao medio, ou seja, 


R± + R\\ 

Rm =- 2 “^ (23.61) 

que e o coeficiente de reflexao de uma onda nao polarizada. Note que sempre 
ocorre R± ^ Ru. A igualdade acontece quando &i — 0° (incidencia normal) 
ou 6{ = 90° (incidencia rasante, toda a luz e refletida, independente da pola¬ 
rizagao). Assim, toda onda refletida tem sempre um grau de polarizagao na 
diregao perpendicular ao piano de incidencia. Podemos definir esse grau de 
polarizagao por meio de 



R± — R 

R ± + R 


(23.62) 


Assim, P(0) = P(90) = 0, P (6b) = 1 e P(^) ^ 0. Note que, como a luz 
refletida e sempre parcialmente polarizada na diregao perpendicular ao piano 
de incidencia, a luz transmitida e sempre parcialmente polarizada na diregao 
paralela a este piano. 
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Figura 23.7: Coeficientes de reflexao para uma interface ar-agua. 

23.2.3 Reflexao Interna Total 

Quando uma onda eletromagnetica passa de um meio opticamente me- 
nos denso para um mais denso, ou seja, quando n\ < n 2 , sempre uma parcela 
da onda e transmitida atraves da interface, exceto, e claro, quando ocorre in¬ 
cidencia rasante (0* = 0°). Isso pode ser constatado tambem se considerarmos 
que o parametro /?, dado pela expressao 23.40, 



e sempre real, para qualquer angulo de incidencia 0j, ja que n\ < ri 2 e o 

valor maximo de sen 2 9 el. Por outro lado, quando a onda passa de um 

meio opticamente mais denso para um menos denso, como da agua ou do vidro 

para o ar, temos n\ > ri 2 , e nesse caso uma situagao fisicamente diferente pode 

ocorrer. Considerando novamente a expressao 23.40, vemos que, se o angulo 

\ 

de incidencia for proximo de 0°, (5 ~ 1 . A medida que o angulo aumenta, o 
termo dentro da raiz quadrada diminui, chegando eventualmente a zero no 
angulo critico 0 C , quando entao j3 = 0. Podemos determinar 6 C mediante 


4 Note que os coeficientes de reflexao e de transmissao, que sao grandezas reais, dependem 
de p e de a, o qual e sempre real (veja a equagao 23.8). 
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ou 



ou ainda, 



ni 

Tl2 


sen 2 9 , 



send 


c 


U 2 

nx 


o que fornece, para o angulo crftico, 



n 2 

arcsen — 

ni 


(23.63) 


D angulo que a onda transmitida faz com a direqao normal a interface quando 
Bi = 9 C e dado pela lei de Snell, isto e, 


ni sen 9 C = rt 2 sen 9t 


3U, usando a equagao 23.63, 


sen 9t — 1 

de modo que 9t = 90°, e assim, a onda transmitida sai rasante a interface. Se o 
angulo de incidencia for aumentado ainda mais, (3 torna-se imaginario, assim 
~omo e a onda transmitida deixa de existir. Ocorre o fenomeno de reflexao 
interna total , ja que existe apenas a onda refletida. Para estudar melhor esse 
caso, vamos considerar 


cos Ot — y/l — sen 2 9 t 
Usando a lei de Snell 23.31, temos 


cos 9t = 



e, lembrando o angulo crftico 23.63, 
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cos» ( =. 1-=F 

V sem 6 C 


Quando 9\ > 9 C) cos Of torna-se um numero imaginario puro. Vamos escrever 
entao 


cos 9t = iH , 9{ > 9 C 


(23.64) 


onde 



sen 2 9i 
sen 2 9 C 


9 X >9 


c 


(23.65) 


Agora, vamos lembrar que o campo eletrico para a onda transmitida e dado 
pela equagao 23.27a, 

l t (r, t) = E 0t e^- f -^ 

Usando o sistema de coordenadas da figura 23.5, temos 



A A 

kt cos 9f k + kt sen 9t i 


de mo do que 




Lembrando que, pela lei de Snell, 


(23.66) 


(23.67) 


ni sen 9i — ri 2 sen 9t 

e utilizando a equagao 23.63 para o angulo critico, temos 

sen d t = ^^ = M (23.68) 

sen 9 C 

onde M e um numero real, maior do que um. Voltando agora a equagao 23.67 
e usando 23.64, achamos 

£ t (f,i) = £ e i{i*Hkt+xMk t -wt) 
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ou 


E t (r, t) = Z Qte -zHk te i(xMk t -ut) (23.69) 

ou seja. a onda propaga-se paralelamente a interface e e atenuada na diregao 
Z) ao entrar no meio (2). A velocidade (de fase) da onda ao se propagar pela 
interface e obtida comparando-se a expressao acima com a equagao 22.8, de 
modo que, por meio de 22.7, temos 

to — vMkt 


ou 



lj sen 9 C 1 7i2 

kt sen 6{ V 2 H\ sen 9{ 


c 

n\ sen 9{ ’ 


9i > 9 C 


ou seja, a velocidade da onda na interface depende do angulo de incidencia. 
Considerando o caso em que o campo eletrico e paralelo ao piano de in¬ 
cidencia 5 , a amplitude do campo eletrico refletido pode ser determinada a 
partir da expressao 23.38. 




lembrando que, nesse caso, f3 , dado por 23.36, torna-se 

^ cos 9f iH 

(3 =-- =- 

cos 9{ cos 9{ 

onde usamos a expressao 23.64 para o angulo de refragao. Alem disso, a, 
definido pela equagao 23.8, fica 


Ml n 

a = -= — sen 9 C 

n lM2 M2 

sendo que usamos a definigao 23.63 para o angulo critico. Entao, temos 


iH 


£ 


cos 0 


0 


r 


iH 


cos 


+ 


S sen e ' 


iH 


cos Q. 


^ sen 9 r + 


iH 


M2 


cos 6. 



O caso em que o campo eletrico e perpendicular ao piano de incidencia e visto no 


exercicio 23.4. 
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ou, multiplicado pelo complexo conjugado do denominador, 



ou ainda, 



Agora, interessa-nos a amplitude real, de modo que vamos multiplicar a ex- 
pressao acima pelo complexo conjugado, ou seja, 


|£ 


0 


ou ainda, 


V 2 


j 


H 2 

cos 2 0,- 


(t^-) 2 sen 2 6 C H— 

v /i2 y COS^ Vi 


£ 


o 


x 


( 


Ml \2 


M2 


) 2 sen 2 0 c + 2iHtg9 c !£ 


H 2 

cos 2 6? 


(g) 2 sen 2 0 c + H2 


cos 2 Oi 


Q * 
C 0i 


|£ 


0 


e entao, 


[(g) 2 sen 2 0, 


H 2 


|£ 


0 


cos 


^7 




+ AH 2 tg 2 0 c (g) 2 


\ (HL)2* en 2P 4 . # 2 l 2 

|A 122 f ben Pc ^ COS 2 9i J 


[(g) 2 sen 2 0 c + 


H 2 ^ 


cos 





[© 2sen2 0 c + 


H 2 12 


cos 


2 0 




l«o, 


l«o. 


de modo que 




2 


e a amplitude do campo refietido e igual a amplitude do campo incidente, don- 

A 

de a denominagao reflexao total. E interessante notar que, pela solugao 23.69 
para o campo eletrico, 



£o f e 


—zHkt p i(xMkt—wt) 

G 
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deveria haver uma onda atenuada no meio (2), por causa do fator e~ zHkt . 
Vamos calcular o fiuxo medio de energia transportada atraves da interface 
por meio do vetor de Poynting medio dado pela expressao 22.53, ou seja, 


<5) = i»[g 0 xj£S]=i»pSxMo] 

Assim, para a onda transmitida, temos 




ou, lembrando a restrigao 22.25, 



ou ainda, usando 1.19a, 



Considerando que a onda e transversal, 



1 

2fl2k t V2 



Agora, devemos lembrar que o vetor de onda kt da onda transmitida e dado 
pela expressao 23.66, 


—* A A 

k t = k t cos 9 t k + kt sen 6t i 
e que, por 23,64 e 23.68, temos 

cos Ot = %H , 6i > 9 C 



M = sen Ot 

de modo que cos0 t e um numero imaginario puro, mas sen^ e real. Entao, 
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kt = —iHk t k + Mkt i 


e o fluxo medio de energia atraves da interface e dado por 



1 


2u 2 k t V2 


®-\\£o t \ 2 (-iHk t k + Mk t i) 



ou 



Assim, nao ha transferencia de energia atraves da interface, ainda que a on- 
da penetre nela e seja atenuada. A explicagao para esse aparente paradoxo 
consiste em considerar que, assim que a onda incide na interface, ela penetra 
no material e gera campos transientes, ocorrendo entao uma pequena trans¬ 
ferencia de energia entre a onda e o meio (2). Mas, uma vez que a situagao 
de equilibrio entre esses campos e os da onda incidente seja alcangada, nao 
ocorre mais fluxo de energia de um meio para o outro, em acordo com os re- 
sultados descritos acima. Note que esses resultados sao para meios que podem 
ser considerados infinitos, como os que estamos tratando. Quando os meios 
sao finitos, entao ha uma pequena transferencia de energia para o meio (2). 
Essa transferencia pode ser demonstrada de um modo bastante interessante. 
Considere dois prismas colocados como mostra a figura 23,8. 



Figura 23.8: Demonstragao da reflexao interna total frustrada. 


Quando o angulo de incidencia 6i e maior ou igual ao angulo crftico 0 C e a 
distancia d entre os prismas e maior que o comprimento de onda da onda 
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incidente, ocorre reflexao interna total. Porem, se d ^ A, a onda transmitida 
ao meio entre os prismas e atenuada, mas uma pequena parcela dela atinge o 
segundo prisma, produzindo uma onda nesse meio. Ocorre a reflexao interna 
total frustrada , um analogo do efeito tunel que ocorre em Mecanica Quantica 
quando uma particula atravessa uma barreira de potencial que seria classi- 
camente intranspomvel pois a sua energia cinetica deveria se tornar negativa 
para que a energia mecanica da particula se mantenha const ante. 


Outro efeito interessante relacionado a reflexao interna total e conhecido como efeito Goos- 
Hanchen. Como a onda refletida penetra no material por uma distancia pequena mais Anita, a 
onda refletida apresenta um desvio lateral em relagao a onda incidente, como se ela fosse refletida, 
na verdade, por um piano situado dentro do meio @ a uma distancia igual a profundidade de 

penetragao conforme ilustra a figura 23.9. 



Figura 23.9: Ilustragao do efeito Goos-Hanchen. 


Um calculo aproximado para o desvio Goos-Hanchen d resulta em d ~ 2^ sen Entretanto, 
quando as polarizagoes sao levadas em conta, esse resultado se modifica, resultando, em primeira 
aproximagao, nas seguintes expressoes: 


A sen 6i 

± 7T >/sen 2 9i — sen 2 9 C 

para a polarizagao onde o campo eletrico esta paralelo ao piano de incidencia e 


(23.71) 



dj_ sen 2 9c 

sen 2 9i — cos 2 9j sen 2 9 C 


(23.72) 


para a outra polarizagao. A e o comprimento de onda no meio que tern o maior indice de refragao. 


Ainda tratando da reflexao interna total, e importante notar que, consi- 




460 


23. ONDA S ELETROMA GNETICAS, Ih REFLEX A O E REFRA QA O 


derando a equagao 23.70, ha uma diferenga de fase entre o campo incidente e o 
campo refletido, e essa diferenga depende do estado de polarizagao da onda in¬ 
cidente. Como consequencia, e possivel alterar o estado de polarizagao de uma 
onda incidindo num material mediante o uso apropriado de reflexoes totais. O 
prisma de Fresnel e um sistema optico que se baseia nesse principio. Quando 
uma onda nao-polarizada incide nele, ou seja, quando uma onda na qual a 
componente de polarizagao paralela ao piano de incidencia tern mesma inten- 
sidade que a componente de polarizagao perpendicular a ele, ocorrem duas 
reflexoes totais girando as polarizagoes de 45° em sentidos opostos, de mode 
que a onda transmitida sai com uma polarizagao circular. Outras aplicagoet 
da reflexao total incluem as fibras opticas, usadas em telecomunicagoes pan 
envio de sinais sem perdas apreciaveis, e os conectores opticos entre cintilado- 
res (excitados pela passagem de particulas carregadas) e fotomultiplicadoras 
(que convertem a luz em sinais eletricos para posterior interpretagao). Ve- 
jamos agora o comportamento das ondas quando um dos meios e um bom 
condutor, e nao um dieletrico, como nos casos anteriores. 


23.3 Reflexao e Refragao numa Interface entre um 

Dieletrico e um Condutor 

Quando uma onda incide numa interface entre dois meios dieletricos, 
uma parte dela e refletida e outra e transmitida, ocorrendo alteragoes na 
amplitude e velocidade das ondas, com a manutengao do mesmo carater os- 
cilante . No entanto, conforme vimos na segao 22.4, ondas propagando-se 
em materials bons condutores sao sempre amortecidas, de modo que a elas 
estao associados vetores de onda e indices de refragao complexos. Sendo as- 
sim, quando uma onda incide de um meio (I) dieletrico num meio (2) condutor, 
podemos esperar que grande parte da onda seja refletida de volta para o meio 
0 e apenas uma pequena parte dela se propague de forma amortecida em 0. 
Nosso objetivo agora e justamente verificar quantitativamente essas previsoes, 
iniciando com o caso de incidencia normal. 


Exceto quando ocorre reflexao total, quando entao a onda transmitida e amortecida. 
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23.3.1 Incidencia Normal 


Quando temos uma incidencia normal de um meio dieletrico para um 
condutor, a onda incidente pode ser escrita como 


Ei(z,t) = 

= £, 0 e i{klZ - ut) l 

(23.73a) 

%i(z,t ) = 

_ e i{k\z-ut) j 

Vi 

(23.73b) 

enquanto a onda refletida torna-se 



E r (z,t) - 

£o r e i( “* lZ “ wt) i 

(23.74a) 


i(— k\z— u>t) ? 

^ J 

Vi 

(23.74b) 

A onda transmitida, lembrando que 

ela e amortecida, de modo que esta ligada 

a um vetor de onda complexo k<i = 

k 2 + «2 5 pode ser escrita como 


£t(z,t) - 

Eote i(k 2 z-u>t) J 

(23.75a) 

II 

io" 

^2^01 i(k2Z—u>t) j 

tJ 

u 

(23.75b) 


onde usamos tambem a equagao 22.24, 

B = -k x £ 

C 0 

lembrando que a onda e transversal. Devemos agora considerar as condigoes 
de contorno dadas pelas expressoes 23.2. Como os campos eletricos nao tern 
componentes normais a interface, pela expressao 23.2a temos que a = 0, ou 
seja, nao ha carga livre na interface. Como os campos magneticos tambem nao 
tem componentes normais a interface, a equagao 23.2b nao fornece nenhum 
dado adicional. Da equagao 23.2c, temos 

(So, + £o r ) i' (dxi + dyj) = £ 0t i • (dxi + dyj) 



' £ 0i + £o r = £o t (23-76) 

que e a primeira equagao que utilizaremos. A segunda vem da condigao de 

*—^ 

contorno 23.2d, considerando Jg = 0 na interface, 
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ou 


k x 


^2^0 1 


£ 0 j _ £o t 

VijJLi VifJLi 




^2^0 1 
UJH2 


ou ainda, 



k2VlHl c 

-^0 1 

UH2 


Agora, pela equagao 22.77, 


uj 

k = n— 

c 


podemos associar a k 2 um indice de refragao complexo, ou seja, 


k 2 c 

n 2 = — 

iv 

de mo do que 


ou 


O c _ n 2^lMl c 

CH 2 



H2M1 



Observando agora a equagao 23.8, 


__ viPi _ cv\m _ n 2 ^i 

U2/X2 CU2M2 ^1/^2 


vemos que, se considerarmos a como sendo complexo, podemos reescrever a 
equagao para os campos como sendo 



de modo que temos o sistema de equagoes 
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cujas solugSes sao 


£'0 l + £o t — £o t 

£ 0i £o, CX&Q 



(23.77) 




(23.78) 


que sao formalmente identicas as expressoes 23.77 e 23.78, que foram obtidas 
.para o caso de uma interface entre dois meios dieletricos, lembrando que agora 
a e complexo, sendo dado por 


n2/^i 
a =- 

nW2 

j 

Como /c *2 = k 2 + iht 2 e, pela equagao 22.78, a qual e valida para bons condu- 
tores, 



to fJ,S 



temos, para o fndice de refragao. 



(1 + i) — — c( 1 + 1 ) 

to 


flS 
2c 0 


Note que, considerando valores usuais de condutividade para bons condutores 
(veja, por exemplo, a tabela 12.1), temos /i5 ~ 1, de modo que, como c = 
3 x 10 8 m/s, se considerarmos freqiiencias de onda ate a faixa do visfvel 
Ji/ w 10 14 Hz), o fndice de refragao rt 2 sera grande quando comparado com a 
imidade. Para simplificar a analise, vamos considerar que /ii = I~i2 = Wn 011 
Beja, nenhum dos meios e magnetico, de modo que temos 


H2 

a = — 
n x 


Ifesse caso, as expressoes 23.77 e 23.78 ficam 
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n i — n 2 „ 

i ^"0 

ni + n 2 


(23.79) 




2n\ 

ni + ri2 



(23.80) 


e entao, como rt 2 > 1, a maior parte da onda incidente sera refletida (com uma 
certa defasagem em rela^ao a onda incidente), e uma parte muito pequena 
sera absorvida ou transmitida. Os coeficientes de reflexao e transmissao ficam 
como exercicio (veja o exercicio 23.5). Considerando que i? ~ 1 nesse caso, 
temos no meio (I) duas ondas para o campo eletrico, dadas por 

i i (z,t) = E 0i e i{klZ - ut) I 

l r (z,t)^-£. 0 i e i{ - klZ - UJt) l 


de modo que o campo total e dado por 

£(z,t) = £i(z,t ) + £ r (z,i) 


ou 


£(z, t ) « £q 


i(kiz—ut) 



ou ainda, 


£(z, t) « 



que pode ser reescrita se lembrarmos a definigao do seno em termos das ex- 
ponenciais complexas, de modo que 

£ (z, t ) « 2iEo i e~ luJt sen k\z i 

ou, considerando agora a parte real, para obter o campo real, achamos 


S{z , t ) ~ 28^ senujtsenkiz i (23.81) 

Note que essa onda e, na verdade, uma onda estacionaria, nao uma onda que 
se propaga pelo espago indefinidamente. Os mmimos, ou nodos, da onda sao 

obtidos quando 
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sen k\z n = 0 


ou 



onde l e um numero inteiro. Como 



t o 

Vi 


ou 


ou ainda, 



n\U) 

c 



2im\ 



onde A e o comprimento de onda no vacuo, temos 


2icn\ 





ou 


Zn = l^~ (23-82) 

2ni 

ou seja, os nodos sao separados por uma distancia dada por Os nodos 
e a onda estacionaria obtida acima podem ser detectados experimentalmente 
mediante o uso de chapas fotograficas. Uma dessas experiencias foi proposta 

por Wiener e sera descrita a seguir. 

Nos nodos da onda eletromagnetica estacionaria que surge quando ocor- 
re reflexao por uma interface entre um material condutor e um isolante, a 
intensidade do campo eletrico e nula. Como o campo eletrico e muito mais 
intenso do que o campo magnetico num dieletrico, nas regioes dos nodos de 
£ a interagao da onda com a materia e minima, e ela e dada apenas pela par¬ 
te magnetica da onda. Para verificar isso, vamos considerar uma experiencia 
realizada por Otto Wiener em 1889. Ele usou como radiagao incidente a linha 
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D do sodio, de comprimento de onda bem definido e dado por A = 5890 A 
(ou 589 nm). A radiagao foi utilizada numa incidencia normal sobre uma 
superficie altamente refletora, como mostra a figura 23.10. 

Para detectar o campo eletrico, um filme fotografico muito fino e trans- 

parente, de espessura da ordem de A, foi colocado de forma inclinada, confor- 
me mostra a figura 23.10. O angulo de inclinagao 6\y e muito pequeno, sendo 
de 4’ na experiencia realizada por Wiener. 

onda incidente 

V \ V 




Figura 23.10: Montagem da experiencia de Wiener. 


Apos a realizagao da experiencia, o que se observa e que ocorrem regioes 
claras e escuras no filme fotografico, separadas por uma distancia aproxima- 
damente constante. Nas regioes claras praticamente nao houve interagao da 
onda com o filme, ao passo que, nas escuras, um maximo de interagao ocor- 
re. Conforme mostra a figura, a primeira regiao clara ocorre na interface e a 
segunda a uma distancia ^ acima da interface. Recordando a expressao 23.82, 




l 


vemos que as posigoes claras sao justamente os nodos do campo eletrico da 
onda estacionaria que se forma. Alem disso, a primeira regiao escura ocorre a 
uma distancia ^ acima da superficie, e essa posigao e um maximo do campo 
eletrico, como pode ser visto se considerarmos a expressao 23.81, 



e notarmos que, para termos um maximo, e preciso que 
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sen k\z 


max 



OU 


ou ainda, 


de mo do que 


^l^max 


(21 + 1)7T 
2 


27m 


max 


(2/ + 1)tt 
2 


21 + 1 X 


max 


4 n\ 


g o primeiro maximo ocorre em considerando que ni = 1 (ar). Portanto, o 
responsavel pela interagao da onda com o filme fotografico e o campo eletrico, 
que algumas vezes tambem e chamado de vetor de luz, pelo fato de a interagao 
jestar relacionada com a luz. Os nodos de £ correspondem aos maximos de £?, e 

'—^ —4 

^vice-versa, mas, como a intensidade de B e muito menor do que a de £, apenas 

■■ 

£ interage apreciavelmente com a materia. Essa experiencia aiudou a mostrar 

H. 

jque a luz era tambem uma onda eletromagnetica, e ela foi realizada logo apos 
as experiences de Hertz. Vejamos agora o que ocorre numa incidencia obliqua. 


23.3.2 Incidencia Obliqua 

Quando temos uma incidencia obliqua, como a apresentada na figu- 

; - f l ■ _ 

rra 23.11. o feixe refratado ou transmitido ainda esta sujeito a uma lei de 

r.- f 

Snell, so que, como ja vimos no caso anterior, o mdice de refragao do meio 
condutor (meio (2)) e uma grandeza complexa, assim como o vetor de onda 

&2. 0 campo eletrico transmitido pode ser escrito como 
; £ t (z,t) = 


onde 


^2 = ^ 2 + 
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Figura 23.11: Diagrama para a incidencia obliqua num condutor. 


e temos tambem a relagao 


n 2 - -k 2 

cu 


para o mdice de refragao complexo. Nesse caso, a lei de Snell fica, formalmente, 


n\ sen 6i = n 2 sen fit 


onde fit e, agora, um angulo complexo, ja que n 2 e complexo. Note que $t 
nao tern o mesmo significado geometrico que 9 t . Vamos escrever o mdice de 
refragao como 


n 2 = n 2 4- in 2 


(23.83) 


onde n 2 e o mdice de refragao real usual e n 2 e a parte imaginaria, ligada ao 
amortecimento da onda. Assim, obtemos 


U) . U) 

k ‘2 = n 2 — = (n 2 + m 2 j — 

c c 


Agora, calculamos 
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k 2 • r = k 2 sen $tx + k 2 cos dtz 


ou 


k 2 * t — (n 2 + ^ 2 ) — (x sen$ t + zcostM 

c 

Hestringindo-nos a n\ = 1, podemos escrever, da lei de Snell, 


sen # 


sen 8. 
H2 


sen 0* 

ri2 + in 2 


n 2 - 1^2 

+ n| 


sen 8. 


(23.84) 


(23.85) 


©nde usamos a equagao 23.83. Alem disso, considerando que e complexo, 
podemos escrever tambem 


cos dt = re^ 


R{ cos0 + % seiup) 


(23.86) 


Substituindo agora as equagoes 23.85 e 23.86 em 23.84, achamos 


k 2 • f = (n2 + in 2 ) 


— x—^— 1 -3- sen 0; + zi?(cos (p + i sen0) 

cl n 2 + 


ou 


fco * r 


u; 


c L 


x sen 0^ + zR(n 2 cos <p + iri 2 cos (p + m 2 sen (p — r\ 2 sen cp) 


bu ainda, 


k 2 • r 


to 


C L 


x sen 8{ + zR{ri 2 cos cp — n 2 sen cp) 


+ i 


ujzR 


(n 2 cos (p + ri 2 sen (p) (23.87) 


jSfcte que, na expressao acima, separamos os fatores numa parte real e numa 

•ie • 

parte imaginaria. Lembrando que 

Et(z,t) = 


\ 


j^emos que a parte imaginaria da equagao 23.87 da origem a um decaimento 
amortecido da onda, descrito pelo fator 


ujR 


exp 


c 


(ri 2 cos (p + n 2 sen <p)z 


(23.88) 
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o qual depende apenas da coordenada z, nao sendo fungao de x ou j/, de modo 
que, mesmo a onda penetrando obliquamente no condutor, ela e amortecida 
na diregao normal a interface entre os dois meios, isto e, os pianos em que 
z = constante (paralelos, portanto, a interface entre os meios) sao pianos 
de amplitude constante. Por outro lado, os pianos de fase constante nao sao 
paralelos a interface, ja que, para obter esses pianos, devemos considerar a 

parte real da equagao 23.87, isto e, 



sen Qi + zR(n .2 cos <p — ri 2 sen cf>) 


— constante 


Esta equagao depende tanto de z como de x e ela descreve pianos perpen¬ 
diculars a diregao de fc 2 (ou k t ). Considerando novamente a parte real da 
equagao 23.87, podemos escreve-la na forma 



x sen Qi + zi?(n 2 cos <j> — n 2 sen <fi) 



sen 9^ -(- zi?(n 2 cos (p — n 2 sen 


M cos Q t 
J\f cos Qt 


Agora, se considerarmos um indice de refragao real efetivo J\f , teremos uma 
lei de Snell 


sen Qi = N sen Q t 


de modo que podemos escrever 



^ R(no cos cb — n 2 sen d>) . 

x sen Q t + v ./ —^- —z cos Q t 


M cos Q 


t 


(23.89) 


Se o vetor de onda da onda transmitida fosse real, ou seja, se o meio (2) 
fosse dieletrico ao inves de condutor, usando o sistema de coordenadas da 
figura 23.5, teriamos, da equagao 23.66, 



A A 

kt cos Q t k + kt sen Q t i 




• r = k t (z cos Qt + x sen Q t ) 


Alem disso, nesse caso teriamos 
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k 2 = kt 



de modo que 


kt * r = — U 2 (x sen 9± + z cos 9t) 

c 

Assim, comparando a equagao acima com a expressao 23.89, vemos que, se 
considerarmos que 


R(n 2 cos (p — n 2 sen <p) 

J\f cos 9 t 


(23.90) 


as duas expressoes tornam-se muito semelhantes. Para que isso ocorra, o indice 
de refragao real efetivo deve ser tal que satisfaga a equagao acima, ou seja, 


R(n 2 cos (p — ri 2 sen <j>) = Nyl 


sen 


2 6 




ou, usando a lei de Snell efetiva , 


R(n 2 cos (p — r \2 sen (p) = J\f 



ou ainda. 

i 




sen 2 do 


de modo que 



e, finalmente, 


J\f = \/ R? (n 2 cos (p — ri 2 sen <p) 2 + sen 2 9i 

Note que A f depende do angulo de incidencia 9i ) alem das propriedades do 
meio dadas por n<i e ri 2 - Eventualmente, pode ocorrer que M = 1, de modo 
que a onda refratada nao e desviada, mesmo nao se tendo incidencia normal 
na interface. Outro caso interessante ocorre quando J\f < 1, e a velocidade de 
fase da onda refratada torna-se maior do que c. 
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Considerando novamente a expressao 23.90, 

R(n 2 cos <j> — ri 2 sen <f>) _ 

N cos 9 t 


vemos que ela pode ser reescrita como 


R(n 2 cos <t> — r\ 2 sen <j>) = 


sen 9i 

- i cos 9 t 

sen 9t 


ou 



sen 9i 

R(ri 2 cos 0 — n 2 sen <f>) 


(23.91) 


Agora, se considerarmos o condutor como sendo um bom condutor, o vetor 
de onda no condutor pode ser escrito como 



e, reunindo com a expressao 22.78, 


obtemos, em modulo, 


Agora, lembrando que 


temos 



U)fl5 






(i+i) 



c 

U) 



2 




{IS 

2uj 


(1 +i) 


e, comparando com a expressao 23.83, achamos 



{IS 

2tu 
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Voltando agora a equagao 23.91, obtemos 



sen 6{ 

Rri 2 (cos 4 > — sen <f>) 



2uj 
{IS 

Assim, quando o material tem uma condutividade muito alta ou a freqiiencia 
da onda incidente e muito baixa, o angulo 6t tende a zero independente do 
valor do angulo de incidencia ou seja, a onda se propaga no condutor 
perpendicularmente a interface entre os dois meios, e os pianos de fase e 
amplitude constante coincidem. Alem disso, considerando o fator de amorte- 
eimento dado pela equagao 23.88, vemos que o fator que multiplica z nessa 
equagao torna-se 



ujR 

c 


(cos0 + sen <j))c 


{IS 

2u 


—R(cos(f) + sen <f>) 


U){IS 



Lembrando agora a profundidade de penetragao 22.79, 




2 

to {IS 


vemos que 


c oR 

c 


(cos (j) + sen <p)c 


{is i?(cos <p + sen cf>) 

2m ~ C 


de modo que a equagao 23.88 fica 


exp 


i?(cos <fi + sen 0) 

c 


(23.92) 


: que depende da profundidade de penetragao confirmando que a onda e 
amortecida na diregao z e indicando que a onda penetra no material ate uma 
■ distancia caracteristica dada por Nosso objetivo agora e estudar com um 
: pouco mais de detalhes a estreita regiao em que os campos penetram no 
condutor. A primeira questao e relembrar as condigoes de contorno para os 
campos eletromagneticos dados pelas equagoes 23.2, 
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(e 2 £2 - ei£i) • n = 

- a 

B-i-h = 

--B 2 -n 

£\ ■ dl ~ 

= £ 2 • dl 

« v (& Bi\ 

n x — ■—- = 

V M2 Ml J 

--Je 


ou, escrevendo numa forma mais interessante para nossos propositos, 


(e£ - e c £ c ) •n = a 

B c • n = B • n 
£ c > di = E ' dl 
fix (H — H c ) = Je 


(23.94a) 

(23.94b) 

(23.94c) 

(23.94d) 


onde o fndice c indica os campos no condutor. Os campos sem fndice sao 
os campos logo fora do condutor. no dieletrico. Se o condutor fosse perfeito, 
as cargas se moveriam tao rapido em resposta aos campos externos que nao 
haveria campo eletrico tangencial dentro do condutor {£ c \\ = 0) nem campo 

magnetico perpendicular a ele (B c ,± = 0). Para um condutor com condutivi- 
dade finita, os resultados acima podem ser usados como uma primeira aproxi- 
magao, pois sabemos que os campos penetram ate uma pequena profundidade 
caracterfstica, a profundidade de penetragao dada pela equagao 22.79, 



Note que ( e muito pequeno, de modo que os campos sao bastante amortecidos 
na diregao perpendicular a superffcie, mas na diregao tangencial a ela os 
campos tern variagoes espaciais muito mais suaves. Assim, derivadas espaciais 
dos campos na diregao tangencial podem ser desprezadas em comparagao com 
derivadas na diregao ortogonal a superffcie. 

A primeira modificagao que ocorre com relagao ao caso de um condutor 
vem do fato de que a equagao 12.11, 


J — s£ 

que relaciona a densidade de corrente J com o campo eletrico, indica que 
havendo £ no interior do condutor, existira J, que se distribui na fina camada 
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volumetrica do condutor onde os campos penetram. Portanto, a densidade de 
corrente nao e formalmente uma densidade superficial de corrente Je, que e, 
entao, nula, o que altera a equagao 23.94d para 


n x (7d — He) = 0 (23.95) 

Portanto, se H\\ ^ 0 logo fora do condutor, havera tambem um campo H c> || 
dentro do condutor. Vamos considerar agora que a dependencia temporal para 
os campos seja dada por e ~ iiJt , e vamos fazer a extensao complexa dos campos. 
Considere entao agora a equagao de Maxwell 22.54c aplicada ao condutor, 


V x £ c 



Ela fica, com T> c — fi c E c (f)e lult e £ = £(r )e lult , 


Vx£ c = iuju c E c 


ou 


i 

6i c = ——V x £ c (23.96) 

u>Hc 

Por outro lado, a equagao de Maxwell 22.54d fica, desprezando a corrente de 
deslocamento, que e importante apenas para as freqiiencias muito altas, ja 
que o condutor e um bom condutor, mas nao perfeito, 

^ C V x 3i c ~ n c s£ c 

ou 

£ c ~ -V x E c (23.97) 

s 

Vamos representar uma coordenada normal a superficie do condutor por aq, 
sendo que o sentido positivo de x\ ocorre para dentro do condutor. Duas 
outras coordenadas, X 2 e 2 : 3 , sao tangentes a superficie. Assim, o operador V, 
que envolve derivadas espaciais em relagao a aq, pode ser aproximado apenas 

por 





1 


V 




(23.98) 
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onde o sinal negativo aparece porque n esta orientado para fora do condutor. 
Com isso, a equagao 23.96 torna-se 


IK 


r^j 


uj^c 


n-J—) x 

OX i / 


ou 


% 


i ~ 9£ c 

c - - fl x — 

UJLL C OX 1 




(23.99) 


enquanto 23.97 torna-se 




- —n 


d_ 

dx 


x IK, 


ou 




1 . dX c 

-nx—— 

5 OX i 


(23.100 


Utilizando a equacao 23.100 na 23.99, achamos 


K 




i „ 9 

- n x 

uj/j, c ox i 


1 „ 

-nx —— 

5 OX i 


OU 






i . /\ d 2 X, 

- n XI n X 9 

UJSfJ, c \ ox\ 


(23.101) 


Agora, usamos a identidade 1.19a para o duplo produto vetorial que aparece 
nessa expressao, ou seja, 


n x n x 


d 2 K 

dx 2 


n 


d 2 % 

dx 2 


n 


(h • h) 


- - * 

9a; 2 


OU 


nx i nx 


9 2 ^, 

9a;? 


n 


9 2 jt, 

dx? 


n 


d 2 K 

dx? 


(23.102) 


Com o uso de 23.102, a expressao 23.101 torna-se 
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K 






d 2 fi c \. d 2 fi, 

dx\ ) dx\ 


(23.103) 


Vamos efetuar agora o produto escalar de ft com a equagao 23.103, ou seja, 


n-IK 


n 


OJSjJLc 


, d 2 ti c \, 

n * a * 2 r 


d 2 % 

9x? 


ou 


h • ( K i 




- n ‘ ~Q 2~ ] ( n • n ) - n 

U)SjJ, c L\ ox\ / 


d 2 K 

dx\ 


e entao, 


h • Jir ~ 0 


(23.104) 


Vamos calcular agora o produto vetorial de h com a equagao 23.103, isto e, 


nxK 




n x n 


UJ5IJ, C 


3 2 # 

dx\ 


C A 

- I n 


d 2, K, 

dx? 


ou 


hx‘H 


d 2 K 


Z „ O-J vy M w V ^-c 

c —- n ‘ a 9 ) (n x n) - n X 2 - 

u;sp. c IA 3a:? / 3a; 2 


3 2 K 

3a:? 


que pode ser escrito 


n x J~C c 


d 2 




UJSjlc 


« (s x ^ 


OU 


3 


2 (n x 3-C c ) + k^s/x c (n X IH C ) 




ou ainda, usando a equagao 22.79 para a profundidade de penetragao, 


(" x #c) + ^5 (« x #c) 


r%^/ 


(23.105) 
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A equagao 23.104 indica que a componente perpendicular a superficie de *K C 
dentro do condutor e nula, ou seja, 



de modo que 



A solugao para a equagao 23.105 pode ser escrita como 


_^ ^ ^ 2 “ 1 ) X ^ 

n x J~C c — (n x fC®)e < 


(23.106) 


onde IK® = £ 3 ). Podemos facilmente verificar essa solugao se calcular- 

mos 





(i-l)asi 

c 



B 2 


Bif” X:Hc) 


d 


dx 


1 l 


C 


1 w n (*-l)a?i 

-(n X IK®)e ** 




c 


(nxJ^)e“ 


ou 


d 


dx\ 


(n x 6i c ) 


2 i 

c 5 


n x IK 


(23.107) 


Aplicando 23.107 em 23.105, vemos que a equagao diferencial e resolvida. Da 
solugao 23.106, podemos obter IK C , ou seja, 


h x K, 


(i-l)ici 


ft x IK®e c 


de modo que, usando tambem a condigao de contorno 23.95, 




(i-l)gl 

C 



(23.108) 


onde Kjj e o campo na superficie do condutor, pelo lado de fora. Note o 
amortecimento introduzido pela exponencial real envolvendo a profundidade 
de penetragao. Utilizando a equagao 23.108 em 23.100, obtemos 
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1 r) r n n 

£ --i Sx &T[ K ! e ‘ ] 


ou 


£ 




(i~ 1 ) 

sC 


(n x 9i[j)e 


o-m-t 

c 


(23,109) 


Note que essa equagao indica que o campo eletrico no interior do condutor e 
tangencial a superficie. Usando agora a condigao de contorno 23.94c, 


S r • dt — £ • d£ 


ou, na forma equivalente 


h x £ 


ft x £ 


yemos que ha um pequeno campo eletrico tangencial na superficie do condu- 


fcor, pelo lado de fora, dado pela aplicagao de 23.109 em x 


l 


0 , ou seja, 


£ 


rsj 


(«-i) 


(n X 5£j?) 


(23.110) 


&gora, considere que os campos dentro do condutor podem ser escritos como 


£ 


£ 


c,-L 


+ £ 


C.II 


K 


Xc,± + 


c,|| 


feh • 

£ntao, 


En X R 




(«c,x+6 c ,h)x(K-j. + J{%) 


DU 


£r x 


£c,j_ x ^ j_ H - £c,_l ^ 9"C* [[ 4" £ Cs || x Hf* j_ “|- £„ n x J~C 


c, 


* 

C, 


Du ainda, lembrando que as componentes paralelas estao num piano e a per- 

u- - 

Bendicular, numa reta, 


£ c x K; = £ c j_ x R* „ + £ r x R* , + £ c , x X 


C, 


c, 


C, 


(23.111) 


u. 

Agora, efetuamos o produto escalar de n com a equagao 23.111, ou seja, 
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Devemos lembrar que o produto vetorial de dois vetores resulta num vet or 
perpendicular aos dois primeiros, de modo que dois termos se anulam na 

expressao acima, e resta 


n • (£, X = S ■ (Ej X j?,) 

Com o uso de 23.108 e 23.109. a equagao 23.112 fica 


(23.112) 


ft • (£ c x IK*) - h 




-* n (i-l)xi 

(nxIK|i)e < 




(1-1)3:! 1 

c 


ou 



(*-l) 


(n x !Kjj)e 


(i-Qj! -] 
< 


1 

r - n * -| 

X 

9{jj e < 


ou ainda, 



(23.113) 


Com o uso da identidade 1.19b, podemos escrever o termo entre colchetes 
como 




Entao, a equacao 23.113 fica 



ou 


n • (£ c x $£*) 



(23.114) ; 
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A import ancia dessa equaqao esta no fato de que ela e um multiplo do vetor 
de Poynting medio dado por 22.52, 

(S) = 1»[£ X flC] = X ft] 

2 2 

Assim, lembrando que o vetor de Poynting mede o fluxo de energia por uni- 
dade de area e tempo numa dada diregao, temos que a potencia media, por 
unidade de area, que entra no condutor pode ser obtida por meio de 



onde o sinal negativo aparece para indicar que queremos o fluxo que entra 
no condutor. Esse fluxo de energia e, na verdade, absorvido pelo condutor e 
dissipado na forma de calor, por exemplo. Com o uso de 23.114, achamos 


ou 



Note que tambem podemos escrever 


d(P) abs 

dA 



ja que 


n 




o 



(23.115) 


(23.116) 


ou 



(23.117) 


Agora, usando a identidade 1.20, temos 




ou 
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(nxftj) • (nx#}*) = |:h || 2 

de modo que a equagao 23.117 fica 

|nx = |j{J| 2 (23.118) 

Alem disso, como 

n x = n x (IK^. + £{) 
ou 

n x 3< 0 = n x Wj 

temos, finalmente, 

d ^\ ahs = A |'h x ‘K 0 1 :2 (23.119) 

dA 2$( y ' 

que e uma expressao importante, pois a partir dela a potencia dissipada no 
condutor pode ser obtida. Isso encerra, por ora, nossa discussao sobre reflexao 
e refragao. 0 apendice I discute uma aplicagao muito importante dos conceitos 
vistos na discussao do funcionamento de sistemas de lentes esfericas. 


23.4 Exercicios 

23.1 Mostre, utilizando a segunda derivada, que o processo feito para o 

calculo da extremizagao de L 0 dado por 23.34 result a realmente num 
mmimo. 

23.2 Considere tres meios adjacentes, com indices de refragao ni, ri 2 e ns- 

As interfaces entre os meios sao pianos infinitos paralelos, e a espes- 
sura do meios (2) vale D, enquanto os outros podem ser considerados 
como sendo semi-infinitos. Considere uma onda plana de freqiiencia 
cj e vetor de onda k incidindo perpendicularmente na interface entre 
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os meios (T) e (2). Determine os coeficientes de refiexao e transmissao 
tanto na interface (I)-(2) quanto na interface (2)-(3). 

23.3 Considere, no problema anterior, que a onda incida com um angulo 

de incidencia 6i na interface entre os meios (V) e (2). Obtenha os 
coeficientes de transmissao e refiexao como no caso anterior e verifique 
a condigao de ocorrencia de refiexao interna total do meio (2) para o 

meio (3). 

23.4 Seguindo os passos descritos na segao 23.2.3, estude o que ocorre na 

refiexao interna total quando o campo eletrico e perpendicular ao 
piano de incidencia. 

23.5 Determine os coeficientes de refiexao e transmissao para o problema 

de incidencia normal discutido na segao 23.3.1. 




Capitulo 24 


Radiagao, I: Car gas Pontuais 


Nos capftulos precedentes estuda m os a prepay de codas e.e tr c 

magneticas e alguns efeitos correlatos, como a reflexao e a refragao. Aqui, 
estaremos interessados em entender como as ondas sao produzidas, ou se- 
ja, vamos nos concentrar na radiagao emitida por distribuigoes de cargas e 
correntes, comegando com o tipo mais simples de distribuigao, que e uma 
carga pontuaL Os campos produzidos por uma carga pontual em movimento 
arbitrario sao dados pelas expressoes 20.132, 



(R-R0)( l-/? 2 ) | 

[ R-R-B] 3 


Rx[(R- R0)x f 
[R-R-pf 


\ 



e 20.134 



r,t) = 

onde 

R(t r ) = r- ?Q(t r ) 

e TQ{t r ) descreve a posigao da carga Q no tempo retardado, v e sua velocidade 

/ 

e a, a aceleragao, todos no tempo t r . E interessante lembrar que os campos 
sao formados por duas parcelas, uma que esta relacionada apenas a velocidade 
da carga e outra que envolve tambem a sua aceleragao. O campo eletrico de 
velocidade e dado pela expressao 20.135, 
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Q ( R-0)(l-0 2 ) 



que diminui com a distancia proporcionalmente ao quadrado desta, enquanto 
o campo eletrico de aceleragao e descrito pela equagao 20.136, 



Q Rx[{R-P)x f] 

47re 0 [i -R.p] 2 [R-R-0 



a qual e proporcional ao inverso da distancia. O vetor de Poynting dado pela 
equagao 21.10 torna-se 



ou 


S = — £x 

M o 

ou ainda, usando a expressao 1.19a, 

S = — ( £ 2 R(t r ) - [£ • Ritr)]?} ( 24 - 4 ) 

Mo C t J 

O vetor de Poynting representa um fiuxo de energia, mas nao e todo o fluxo 
descrito pela expressao acima que aparece como radiagao emitida pela carga 
em movimento. Para haver emissao de radiagao, e preciso que energia seja 
transportada para muito longe da carga (formalmente, para o infinito), e 
apenas parte do fluxo acima efetivamente faz isso. Uma parte da energia 
permanece com a carga a medida que ela se move, havendo trocas entre o 

campo e a carga. 


R(t r ) x 8 
c 


Uma visualizagao desse efeito poderia ser conseguidase considerarmos um saco de lixo com 
algumas moscas em volta dele. Se movermos o saco de lixo, as moscas irao junto, mas algumas 
poderao se afastar muito dele durante o caminho e eventualmente se desligarao do saco. As moscas 
que fleam com o saco de lixo representam o campo eletromagnetico que permanece ligado a carga 
quando ela se move. As moscas que se espalham pelos arredores representam a radiagao emitida 
pela carga. 



r 



Para determinar a potencia emitida pela carga ao se mover, precisamos 
ntegrar o vetor de Poynting acima numa superficie S', e a superficie mais in- 
iicada nesse caso e uma grande esfera centrada na posigao da carga no tempo 
:etardado, com um raio R(t r ) = c(t — t r ). Assim, a radiagao chega na esfera 
precisamente no instante t do observador, apos decorrido um tempo t — t r da 
sua emissao pela carga 1 . Agora, devemos lembrar que a area de uma esfera 
cresce proporcionalmente ao quadrado do seu raio, isto e, dA oc R 2 . Alem 
disso, na expressao 24.4 vemos que o campo eletrico aparece com termos 
quadraticos. Observando a expressao 24.1, vemos que existem termos propor¬ 
tionals a i?“ 4 (campo de velocidade multiplicado por ele mesmo), i? -3 (campo 
de velocidade multiplicado pelo de aceleragao) e R~ 2 (campo de aceleragao 
multiplicado por ele mesmo). Assim, apenas o termo derivado do quadrado do 
campo de aceleragao pode contribuir para o limite R —> oo, ja que os outros 
se anulam nesse limite. Os campos de aceleragao, conseqiientemente, sao os 
responsaveis pela radiagao emitida pela carga, o que explica o fato de eles 
tambem serem chamados de campos de radiagao, 

O campo eletrico de radiagao dado pela expressao 24.3 e perpendicular 

A 

a R } logo, o segundo termo na expressao 24.4 se anula, restando entao 



0 vetor de Poynting representa um fluxo de energia por unidade de area e 
tempo. Se considerarmos que na esfera a unidade de area pode ser dada em 
termos de dA = R?d£l ) onde ft e o angulo solido, podemos obter a potencia 
que passa pela esfera no tempo t por unidade de angulo solido mediante 


= (5 • R)R 2 = -i-£|[fi(«r)] 2 (24.6) 

all fiQC 

Note que essa potencia nao e a mesma que saiu da carga no tempo i r , a qual 
seria obtida por meio de 

,_dW_ dW dt dt 

r dt r dt dt T dt T 

Para obter a derivada acima, usamos a expressao 20.125, 



1 Qualquer superficie S pode ser escolhida, mas uma esfera como a descrita acima facilita 
inuito a algebra. 
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dt T 1 

dt ~ l-R-B 


de mo do que 

P(tr) = [1 -R-0\P(t) (24.7) 

e assim, 


= [1 - R • P\(S • R)R 2 = [1 R ' Q£i[R(t r )) 2 (24.8) 

dil i^qc 

Estaremos sempre interessados na potencia que deixa a carga em t r de modo 
que, a menos que seja dito explicitamente, sempre P = P(t r ), sendo dada por 

P = <£ d P£d dn= <f ^ ~ R • @\ £j[R(tr)] 2 dfl (24.9) 

Is du Js Moc 

lembrando que dCl = sen OdOdcp. Devemos agora estudar alguns casos parti- 
culares importantes, de acordo com o movimento descrito pela particula de 

carga Q , 


24.1 Radiagao Emitida em Baixas Velocidades 

O primeiro caso importante consiste em considerarmos uma carga Q 
em movimento de tal forma que sua velocidade seja muito baixa quando 
comparada com a velocidade da luz. Nesse caso, podemos considerar o limite 
P —> 0 na expressao 24.3, que fica 



Q Rx(Rxa) 

4tT 6qC 2 R 


ou, usando 1.19a, 



Q (i? • a)R — (R • R)a 


47T6oC 2 



ou ainda, 
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£a(f, *) 


Q (R - a)R 


a 


Attcq c 


R 


Para achar o vetor de Poynting, precisamos de 

£f (f, t) = £g(r, t ) • £ a (f, t) 


ou 


£l (r, t) 


Q 


16? T 2 e 2 0 c A R 2 


- [(.R • a)R — a] • [(R • a)R — a] 


ou ainda, 


sim 


Q 


167r 2 eg c 4 i? 2 


UR • a) 


2 (R • a) 2 + a 2 ] 


sim 


Q 


167r 2 eQC 4 i? 2 


[ 


a 


(R • a) 


A 

Considerando que o angulo entre Rea vale 6, temos 


£g (r, t) 


Q 


16 tt 2 €qC a R 2 1 


2 2 2 
a — a cos 




ou 



Q 2 a 2 

167T 2 €qC A R 2 



Entao, o vetor de Poynting 24.5 fica 



ou 


ou ainda, 



1 Q 2 a 2 

fJ, qC 167T 2 €qC 4 R 2 


sen 2 0R{t r ) 



HoQ 2 a 2 

16n 2 cR 2 


sen 2 9R(t r ) 
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Note que nao ha emissao paralelamente a aceleragao a da carga, seja para a 
frente da carga ou para tras. 0 comportamento da radiagao e ilustrado na 
figura 24.1, A emissao ocorre na forma de um toroide, e a maxima emissao e 
obtida no piano perpendicular a aceleragao da particula. 



Figura 24.1: Padrao da radiagao emitida por uma carga 

movimentando-se em baixa velocidade. A 
aceleragao esta na diregao vertical. 


A potencia irradiada por unidade de angulo solido e obtida por in- 

L 


termedio da expressao 24.8, lembrando que p 


0. 


dP 

dn 


2 „2 


I 67 r 2 cR 2 


sen 2 OR 2 


ou 


dP 

~dPt 


2„2 


MoQ a 

167r 2 c 


sen 2 9 


(24.10) 


de modo que a potencia total emitida pela carga fica, usando a equagao 24.9, 


P 



2^2 


S 


MO Q a 

167T 2 


sen 3 9d9d(f) 


ou 


P 


Mo Q 2q2 

i c —0 ~ 


(2i t) 


*7T 
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Para realizar a integral, fazemos 


7 r 


sen 3 9d9 


o 


7r 


0 


7T 


sen 9(1 — cos 2 9)d9 


o 


71 


7r 


sen 9d9 


sen 9 cos 2 9d9 


o 


0 


cos 9] o + 


1 f 
3 “ 


cos 


3 c 


Q 4 

sen 3 ddO - - 

o 


de mo do que achamos 


2 „2 


p 


HoQ a 

Qttc 


(24.11) 


que e conhecida como formula de Larmor para a radiagao emitida pela parti- 
cula. Note que nesse caso nao importa a diregao da velocidade em relagao a 
diregao da aceleragao. 


24.2 Radiagao Emitida por uma Carga com 

Velocidade e Aceleragao Colineares 


Quando a velocidade e a aceleragao da particula de carga Q sao coli- 
neares, temos (3 x a — 0, e o campo eletrico 24.3 torna-se 



Q Rx(Rxa) 
Aneoc 2 R[l-R-j3] 3 


ou, de forma muito similar ao caso anterior, 




47re 0 c 2 R\l 




0 vetor de Poynting fica 
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ou 


2 „2 


5 


fi 0 Q a 


16n 2 cR 2 [l -R-P] 


6 


sen 2 OR 


A potencia por unidade de angulo solido 24.8 fica, entao, 


dP 

dQ 


[1-R-0\(S- R)R 2 


ou 


dP 

dQ 


2^2 


[1 — R - ft] 


Mo Q CL 


167 r 2 c[l — R * /3 ] 


6 


sen 2 0 


ou ainda, definindo agora 9 como o angulo entre v e i?, medido a partir de 
temos 


dP fioQ 2 a 2 sen 2 9 
dQ I 67 r 2 c [1 — (3 cos 0 ] 5 


(24.12) 


que se reduz a expressao 24.10 quando /3 —> 0 . Quando (3 cresce, a emis- 
sao passa a ocorrer preferencialmente para a frente da carga, como mostra a 
figura 24.2. Entretanto, exatamente em 9 — 0 a radiagao emitida e nula. O 
angulo em que ocorre a emissao maxima e obtido derivando-se a expressao 
acima em relagao a 9 e igualando o resultado a zero, isto e, 


d fdP 
d9 Vdfi 


= 0 

max 


OU 


2 „2 


1 


Mo Q a _ 

I 67 r 2 c [1-/3 cos 0 max ] 10 


2 sen 0 


max 


COS 9 


max 


[1 — j3 COS 9 


max 


} 


sen 2 9 


max 


[1 - /3cosi9 rnax ] 4 (5/3 



que fica 


24.2. RADIAQAO EMITIDA FOR UMA CARGA COM VELOCIDADE E ACELERAQAO COLINEARES 


493 



Figura 24.2: Radiagao emitida por uma carga com velocidade 

e aceleragao colineares. A figura deve ser enten- 
dida como um corte de um solido de revolugao, 
obtido girando-a em torno da diregao definida pe- 
la velocidade v. 



e assim, 


3 (3 COS ®tyiclx 2 COS Omax 5/? 0 

que tem como solugao 

COS OrncLX ~ 

OU 



#■ 
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COS# 


max 


2 ± 2i/l + 15/? 2 

6/3 


ou ainda, lembrando que # 


max 


deve ser um angulo agudo. 


cos# 


1 


max 


3(3 L 


y/l + 15/3 2 - l] 


de modo que 



max 


arccos 




E interessante verificar o que ocorre quando —» 1 , isto e, a carga se move 

com velocidade extremamente relativistica. Nesse caso, vamos definir 


7 y/l~]P 

de modo que, quando (3 —► 1 , 7 —> 00 . Podemos ainda escrever 


(24.13) 


ou 



(24.14) 


e tambem 


onde 



(24.15) 


1 

x — — 

7 

e um numero muito menor que 1 , no limite relativi'stico /3 —> 1 . Nesse caso, a 

equagao 24.12 pode ser escrita, considerando que 9 tambem e muito pequeno 
quando (3 —> 1 , como 
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dP 

dQ 


2^2 




flQ (X 

16i r 2 c 


e 2 


l — Vi — x 2 ( 1 


0 2 \ io 


)] 


ou, utilizando a serie de Taylor da raiz quadrada, ja que x <^. 1 , 


ou ainda, 


dP ~ noQ 2 a 2 _ 

dCl 167t 2 c h _ h 



dP 


2„2 


IJ-oQ a 

I6ir 2 c 


e 2 


[i-i + ? + 


x 


x 2 e 2 is 


Como 6 e x tendem a zero, o ultimo termo dentro dos colchetes no denomi- 
nador pode ser desprezado em relagao aos outros, e temos 


ou, voltando para 7 , 


dP 
dQ “ 


32 { 1 q Q 2 a 2 

I 67 r 2 c 



5 


e entao, 


ou 


dP 

dn ~ 



dP 
dQ ~ 


2 fJ>oQ 2 a 2 

7 r 2 c 


7 1O 0 2 


[l + 9 2 7 2 


5 


dP 

_ 

dQ ~ 


2 ftp Q 2 a 2 
7 r 2 c 




2 


[1 + (7») 2 j 


Nesse caso, o angulo de maxima emissao ocorre para 


ou 


d (dP\ 

d9\dn)e 


max 
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2jjboQ z a 

7 r 2 c 


2^2 -,2ozi fi I f-.Q \21 5 


7 


8 


7^20 


max 


1 + (jyO 


max 


) 


IO 7 2 9 max [l + ('yd 


21 4 


max 


r] 


1 + (70 


max 


) 2 ] 


10 


0 


ou ainda, 


[1 + (76 


max 


) 2 ] —5 = 0 


ou seja, 


9 


1 


max 


2 7 


Podemos determinar agora a potencia total emitida pela carga, median- 


te 


P 



s 


dP noQ 2 a 2 [* f 2n sen 2 9 

la 1m = -WA L h [l-ffcos^ senmd4. 


Oil 


Chamando 



Mo Q 2 g 2 

I 67 r 2 c 



r sen 0(1 — cos 2 0 ) .. 

[1-/?C08»1 5 M 


X = cos 0 



dx = — sen 0 d 0 
0 = 7T —> x = — 1 


temos 


HoQ 2 a 2 

p -~e^r 



Agora, definimos 

u = l — f3x du — —f3dx 

x\ = — 1 —> u\ ~ 1 + p X ‘2 = 1 —> u <2 = 1-/3 

e ficamos com 
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P 


fJ-oQ a 

87 re 


2„2 1*112 I < u ''2 


( 


P 


U 1 


U 


Y du 

-P 


OU 


2^2 


P 


HoQ a 
87TC/3 


^2 


Ui 


du 


u 


1 


U2 


(1-u) 


P 


du 


Ui 


U 


ou ainda, 


2.2 


P 


fjjQ a 
8ttcP 


1 

4 


1 


11-/? 


u‘ 


1 


U2 


1 — 2u + v? 


J 1 +/? 


/3 2 


du 


u 1 


u 


ou entao, 


IM)Q 2 a 2 f 1 

87TC/3 1 4 


p 


que pode ser escrita como 


P 


■ 1 ■ 

1-/3 1 

'll 21 

1 1 ' 

U A 

\ 

i« + P 

4 u 4 3 ti 3 

2 u 2 _ 

t 

fa 2 

(11 

3 — 8u + 6u 2 

'i 1-/3 

'CP 

- J 

12u 4 p 2 

i 1+/3 


-ii-/? 


1+/3 


OU 


P 


fioQ 2 a 2 f 3/3 2 — 3 + 8u — 6n 2 ^ 1 ^ 


87TC/3 


12u 4 /3 


1+/3 


ou ainda, 


P 


!i^Q z a l f 3(/r — 1) + 8u 

967rc/3 3 \ u 4 


6n 2 ^ 1 ^ 


1+3 


Aplicando os limites, temos 


2^2 


P 


967TC/3 3 


3(1 — /?)(! + P) + 8(1 — 0) — 6(1 — /3) 


( 1~/?) 4 

-3(1 — /?)(1 + /5) + 8(1 + p) — 6(1 + P) 

(1 + P) A 


2 >1 


ou 
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—3(1 — /3) + 8 — 6(1 + /3) 

(TTFF 


ou ainda, 


l^oQ 2 a 2 f -3 - 3/3 + 8 - 6 + 6/3 _ -3 + 3/3 + 8 -6-6/? 
967rc/3 3 \ (1 — /?) 3 (1 + /3) 3 


ou entao, 


f — 1 + 3/3 1 + 3/3 1 

967 rc/3 3 1 (1 — /3) 3 (1 + /3) 3 J 


que fica 


p _ 1-^qQ ^ 

967 rc/3 3 


(3/3 — 1)(1 + /3) 3 + (1 + 3/3)(l — /3) 3 

(1-/3 2 ) 3 



ou 


P - ~g2j3 {(3^-l)(l + 3^+3/3 2 +/3 3 ) + (l4-3/3)(l-3,/?+3/3 2 -^ 3 )} 


ou entao, 


e, finalmente, 



/ip Q 2 q 2 

967tc/3 3 (1 — /3 2 ) 3 



_ noQ 2 a 2 1 

67TC (1 — /3 2 ) 3 


ou, usando a expressao 24.13, 



1 

V 1 - /3 2 


temos 



^ 0 Q 2 g 2 7 6 

67TC 


(24.16) 
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que recai na expressao 24.11 para o caso em que 7 —» 1 (f3 —> 0). Note que a 
potencia irradiada cresce muito com 7 e, conseqiientemente, com a velocidade 
da carga. Alem disso, como a aceleragao entra numa forma quadratica na 
expressao acima, nao importa se a carga esta sendo acelerada ou freada, ela 
sempre emite preferencialmente no mesmo sentido que a velocidade, numa 
diregao frontal. Quando uma carga em alta velocidade incide num metal, por 
exemplo, as colisoes que ocorrem com os micleos freiam a particula, que emite 
radiagao em cada colisao. Essa radiagao e emitida preferencialmente para a 
frente, e ela e chamada de bremsstrahlung , ou radiagao de frenamento. Ela 
aparece, por exemplo, num aparelho convencional de raios-x, em que um alvo 
metalico e bombardeado com eletrons altamente energeticos. Nesse caso, alem 
da radiagao de frenamento, tambem chamada de radiagao branca, por ter um 
espectro de freqiiencias bastante largo, alguns eletrons do alvo podem ser 
excitados e levados a niveis de energia mais altos, decaindo posteriormente e 
emitindo uma radiagao de freqiiencia bem definida, as linhas de emissao do 
alvo. Para o uso experimental de raios-x, e preciso eliminar a radiagao branca, 
o que e feito mediante filtros ou monocromadores. 

Outra aplicagao importante envolve o uso de aceleradores lineares de 
particulas. Nesse caso, a perda de energia por meio de radiagao pode ser 
relacionada a forga externa aplicada as cargas responsaveis pela aceleragao 
das mesmas. Para tanto, considere que o momento linear relativistico e dado 
pela expressao F.60 do volume II, 



m qv 


1 - 



onde ttiq e a massa de repouso do objeto. Vamos calcular agora 




rn 0 v 


1 - 



dp 

dt 




que fica 
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dp 

— = 7m 0 a + 


7 3 mo? d 

2 c 2 dt 



ou 


dp _ 7 3 mo? r ,^ dv 

Tt = 1 ' m ° a + - 23 - 2,j • * 


ou ainda, 


ou entao, 


dp 

— = 7 m 0 a + 
dt 


7 mot; 


t; * a 



7 m o 


a + 



que pode ser reescrita como 


ou 




7 mo 


a + 7 




e, por fim, 



7 mo 


d H - 



l)v(v * a) 


No caso particular de um movimento unidimensional 
lerador linear, temos 



7 mo 


a+ (7 



OU 



7 rn 0 a 
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(24.17) 

como ocorre num ace- 
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que representa a forga externa agindo na carga. Da expressao acima, podemos 
escrever 



1 dp 

7 3 mo dt 


de modo que a potencia irradiada dada pela equagao 24.16 fica 


ou 



^oQ 2 7 6 

67rc 


1 dp 

7 3 mo dt 


2 


p _ fj-oQ 2 /dpy 

67rmQC \dtJ 


(24.18) 


A forga exercida, responsavel pela variagao no momento linear da carga ? pode 
ser relacionada ao trabalho realizado, ou a variagao de energia da carga, por 
meio de 


dW = Fdx 



dp dE 

dt dx 


Entao, 


p ^ Mo Q 2 /dEy 
6 rc 7 nQC V dx ) 

A potencia fornecida pelo meio externo (o acelerador) as cargas e dada por 

dE dE dx dE 

dt dx dt dx 

Assim, a razao entre a potencia perdida por radiagao e a potencia fornecida 
pelo acelerador para acelerar a carga e 


ou 


P 


/ip Q 2 ( dE 


67T?71qC 


dx 


dE 

dE 


dt 



p 

0 

to 

dE 

dE 

dt 

GnrriQVC 

dx 
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No limite extremamente relativistico, onde j3 —» 1, ou v —► c, temos 


ou 


p 

n Q 2 

_ Mo c 2 ^ dE 

dE 

dt 

67rmoc 2 dx 

p 

Q 2 

1 ?noc 2 dE 

dE 

dt 

67T6o 7TIqC 2 dx 


Considerando agora que, para urn eletron, 

moc 2 = 9,11 x 1CT 31 x 9 x 10 16 = 81, 99 x 10~ 15 

1 Q 2 _ (1,6 x 10~ 19 ) 2 __ 

67 reo moc 2 67r x 8, 85 x 10 -12 x 81, 99 x 10 -15 


J = 0, 51 MeV 

1 , 88 x 10 _1 ° m 

H 


temos que, para que a perda por radiagao num acelerador linear seja impor- 
tante, a taxa de energia transferida pelo acelerador as cargas, por unidade de 
comprimento, deve ser da ordem de 


dE 

- rs^ 

dx 



~ 2, 7 x 10 14 MeV/m 


que e uma taxa absurdamente fora dos padroes usuais, que sao em torno de 50 
MeV/m. Assim, as perdas por emissao de radiagao num acelerador linear sao 
completamente desprezfveis, seja para eletrons ou particular mais pesadas. 


24.3 Radiagao Emitida por uma Carga com uma 

Orientagao Qualquer entre Velocidade e 
Aceleragao 


Para o caso geral, em que a velocidade e a aceleragao da particula tern 
qualquer orientagao espacial, o campo eletrico e dado pela expressao 24.3, e 
seu modulo ao quadrado vale 



Q 2 

A - A 

Rx[(R- 

- (3) X a 

2 

167T 2 6qC 4 

R?[ 1 - 

R-p 

j 

6 
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A potencia irradiada por unidade de angulo solido, dada pela expressao 24.8, 
torna-se 


dp = [l-ii-fi 2 2 

dfl ii 0 c s 


ou 


dP 

dn 


[1 - R • 0\ 


Q 


u 0 c 


167r 2 eQ c 4 


R x [(fl-|)xa] 
R 2 [l-R- ~ l6 


a 



ou ainda, 


dP 

dft 



(24.19) 


A potencia total irradiada e obtida integrando-se a expressao acima, o que 
envolve um algebrismo longo e complicado. 0 resultado final fica 



(24.20) 


onde 7 foi definido por 24.13. As expressoes 24.19 e 24.20 sao as generalizagoes 
de Lienard para a formula de Larmor, que e obtida quando 7 —» 1 ((3 —> 0). 
Novamente a radiagao emitida cresce muito com o aumento da velocidade da 
carga, por causa do fator 7 s . 


24.4 Radiagao Emitida por uma Carga em 

Movimento Circular Uniforme 

Um caso que envolve a emissao de radiagao de grande importancia atual- 
mente envolve uma carga executando um movimento circular uniforme, como 
o descrito na figura 24.3. A circunferencia descrita pela particula tern um 
raio b : e a radiagao emitida pela carga pode ser obtida considerando-se a po- 
sigao instantanea da carga mostrada na figura. Nesse caso, consideramos que 
a velocidade seja dada por 
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v = v k 

enquanto a aceleragao da carga vale 

/■* 

a — a i 



Figura 24.3: Carga Q executando um movimento circular uniforme no piano xz . 


e, para o vetor i?, temos 

—t A A A 

R~R sen 0 cos (pi + R sen 9 sen <p j + R cos 6 k 


de modo que 


R ~ sen 9 cos p i + sen 9 sen p j + cos 9 k 


(24.21) 


Para determinar a potencia irradiada por unidade de angulo solido, 
podemos utilizar a expressao 24.19 para a formula de Lienard, isto e, 
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dP _ fioQ 2 

fix 

[(R — 0)xa] 

dQ 167t 2 c 

[I-R-Pf 


de modo que temos que calcular alguns termos na fra$ao. O primeiro fator e 

A —* A A A A A 

(R — (3) x a = (sen 0 cos <f> i + sen 0 sen cf) j + cos 0k — /3 k) x a i 

A A 

sen 6 cos (j) i + sen 6 sen </> j + (cos 9 — 

A —* a . A 

( R — (3 ) x a = —a sen 9 sen k + a(cos 9 — (3) j 
Agora precisamos de 



ft) kl 


x ai 


/£ x [(/? — 0 ) x a ] = (sen 9 cos 0 i + sen 9 sen <f> j + cos 9 k) 


x [—a sen 0 sen </>k + a(cos0 - (3) j] 


ou 


R x UR — j3) x a = a sen 2 9 sen (j) cos cp j 


+ a sen 9 cos <fi(cos 9 — /3) k — a sen 2 0 sen 2 </> i — a cos 0(cos 0 — /3) i 


ou ainda, 


H x \(R — (3) x a] = a sen 2 0 sen 0 cos (j) j 

+ a sen 0 cos </>(cos 9 — (3) k — a(sen 2 0 sen 2 (f> + cos 2 0-/3 cos 0) i 


que pode ser reescrito como 


Rx [(£- /3) x a] 


a 


sen 2 0 sen (p cos </>j 


+ sen 0 cos <fi(cos 0-/3) k — (sen 2 0 sen 2 <j>+ 1 — sen 2 0-/3 cos 0) i 


ou 


R x [(i? — (3 ) x a = ajsen 2 0 sen (j) cos <fi j 

+ sen 0 cos <j>(c os 0 — /3) k — [sen 2 0(sen 2 cj) — 1) + 1 — (3 cos 0] i 


ou ainda, 
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Rx UR-0) xa] 


ai sen 9 sen <p cos (p j 


+ sen 6 cos cp(c os 9 — ( 3) k + [sen 2 9 cos 2 <p — (1 — P cos 9) i 


0 modulo ao quadrado da expressao acima vale 


Rx [(R- p) x a 


2 __ 4 


sen 9 sen <p cos <p 


+ sen 2 9 cos 2 <p( cos 9 — /3) 2 + [sen 2 9 cos 2 (p — (1 — P cos 9)] 2 j 


ou 


Rx [(£ — P) x a 


a 2 sen 2 9 cos 2 <^(sen 2 9 sen 2 <p + cos 2 9 — 2 cos 9p + /3 2 ) 

+ sen 4 9 cos 4 <p — 2 sen 2 9 cos 2 </>(! — p cos 9) + (1 — P cos 9 ) 2 


ou ainda, 


R X [(i? — P) X a 


j = a 2 1 sen 2 9 cos 2 cp [sen 2 9 sen 2 <p + cos 2 9 — 2 cos Op 
+ P 2 + sen 2 9 cos 2 (p ~ 2(1 — p cos 0)] + (1 — P cos 9 ) 2 1 


que pode ser reescrito como 


ft. x [(i? — p) X a 


2 |sen 2 9 cos 2 (p i — 2 cos 9p + P 


2 + 2/5 cos 9] + (1 — /3cos0) 2 j 


ou, finalmente, 


ft x [(iJ - p) xa' 


[(1 — P cos 9) 


sen 2 9 cos 2 <p( 1 — /3 2 )] (24.22) 


Por ultimo, precisamos calcular 


R-P 
R-p 


A A A A 

(sen 9 cos <p i + sen 9 sen <pj + cos 9 k) • P k 
/3cos0 


(24.23) 
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Reunindo agora as expressoes 24.22 e 24.23, podemos reescrever a expres¬ 
sion 24.19 como 

dP _ fiQ Q 2 a 2 [(1 ~ P cos 9) 2 - sen 2 6 cos 2 <ft(l - /3 2 )_ 
dQ. 16?r 2 c [l — P cos 9 ] 5 

ou 


dP noQ 2 a 2 (1 — P cos 9) 2 — (1 — P 2 ) sen 2 9 cos 2 4> 

dtl 16t r 2 c [l-/3cos<9] 5 


(24.24) 


Por essa expressao, nota-se que os valores de maxima emissao ocorrem para 
0 = 0, quando entao o fator angular torna-se (1 — /3)” 3 , que cresce muito quan- 
ido /? —> 1, isto e, a carga move-se em velocidade extremamente relativfstica. 
A emissao se anula quando ocorre 


dP 

dQ 



OU 

fioQ 2 a 2 (1 — (3 cos 6 ) 2 — (1 — 0 1 ) sen 2 6 cos 2 4 > 

16tt 2 c [l _ {3 cos 9 ° 

j- 

ou seja, 

(1 — p cos 9) 2 = (1 — p 2 ) sen 2 9 cos 2 4> 

ou 


1 — 2/3cos 9 + P 2 cos 2 9 = (1 — /3 2 )(1 — cos 2 9) cos 2 4> 


-ou ainda, 

. i 

1 — 2/3 cos 9 + (3 2 cos 2 9 = cos 2 4> — cos 2 0 cos 2 4> — fl 2 cos 2 <p + /3 2 cos 2 9 cos 2 4> 

e entao, 

1 - 2(3 cos 9 -f 0 1 cos 2 9 = (1 - (3 2 ) cos 2 4> + (P 2 - 1) cos 2 9 cos 2 4> 

de modo que temos 
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[0 


(P 


1) cos 2 <f\ cos 2 6 — 2(3 cos 6 + 1 — (1 — (3 2 ) cos 2 </> = 0 


e assim, 


cos 6 


2(3 ± J 4 p 2 — 4\J3 2 — (P 2 — 1) cos 2 </>] [l — (1 — P 2 ) cos 2 0 


2[(3 


(P 


1) COS 2 (j) 


ou 


cos 9 = 


P 

P 2 — (f3 2 — 1) cos 2 (f> 



1 

2 (3 2 — (P 2 — 1) cos 2 4> 


4P 2 -4[(3 2 - p 2 ( 1 - (3 2 ) cos 2 4> 


(/ 3 2 — 1) cos 2 <j> + ( (3 2 — 1) cos 2 4>(1 — p 2 ) cos 2 4> 


1 

2 


ou ainda, 


P ± 

cos 0 =- 


p2 __ Jyj2 ^p2 _ 1)2 cog 2 ^ „ ^2 _ 1)2 cos 4 

^2 _ ^2 _ 1) cog 2 0 


P db 

COS # = - 


P 2 — [j3 2 + (P 2 — l) 2 cos 2 4>{l — cos 2 <fi)] 

P 2 — (P 2 — 1) COS 2 4> 


cos 6 — 

cos 6 — 
cos 6 ~ 


£ ± \ P 2 


P 2 + (P 2 — l) 2 cos 2 (j) sen 2 (j> 


p 2 — ( p 2 — 1) COS 2 (j) 

P =b P 2 — p 2 — ( p 2 — l) 2 cos 2 <p sen 2 <p 

P 2 — (p 2 — 1) COS 2 (j) 

P ± i(P 2 — 1) cos</>sen</> 

P 2 — ( P 2 — 1) cos 2 <fi 


O resultado acima implica que so ha solugao real quando (f) = 0, isto e, so 
existe uma diregao em que a emissao se anula no piano da orbit a 2 . Nesse 
caso, temos 


2 Apesar de (f) — ^ tambem resultar num valor real para o cosseno do angulo 0, ele e 
exclmdo pela equagao 24.24. 
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cos 0 = 




ou 


cos 6 = (3 


A figura 24.4 ilustra o padrao de emissao de radiagao para alguns valores de 

/?• 



Figura 24.4: Padrao de emissao de uma carga movendo-se em 

movimento circular uniforme. Nos angulos indi- 
cados a emissao e nula. A magnitude dos lobos 
frontais e indicada em relagao aos lobos traseiros, 
que estao ampliados pelos fatores indicados para 
visualizagao. 
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No limite (3 1 , a expressao 24.24 acima torna-se, expandindo cos0 e 

sen#, substituindo j3 por 7 onde apropriado e tambem usando x = 7 , 


dP fio Q 2 a 2 

dft 167t 2 c 



Expandindo as raizes quadradas nos denominadores, temos 


dP 

HaQ 2 a 2 f 1 

1 

8 2 cos 2 | 


16?r 2 c [ [i (i ^)(i _ £)] 

3 ^2 

r i 

1 

I— 1 

1 

1 

to|- 

cn 


ou 


dP noQ 2 a 2 

dQ 167r 2 c 




§1 

2 






x 2 9 2 




O ultimo termo nos denominadores e muito menor que os outros e pode ser 
desprezado, de modo que achamos 


dP _ 

_ noQ 2 a 2 

r § 

32 e 2 

cos 2 4> 

d£l 

167t 2 c 

[ ( 8 2 + £ 2 ) 3 

7 2 (# 2 

+ X 2 )^ 


ou, voltando para 7 , 





dP 

_ jj.oQ 2 a 2 

f 1 

4 Q 2 cos 2 


dQ, 

27T 2 C 

U» 2 + A) 3 

7 2 (0 2 + ^ 

r ) 5 


e entao, 

dP _ fioQ 2 a 2 ( 7 6 47 10 8 2 cos 2 cf> 1 

dVt 27r 2 c \(l+ 7 2 # 2 ) 3 7 2 (I + 7 2 # 2 ) 5 / 

e, finalmente, 

dP _ /j,oQ 2 a 2 7 6 ( _ 4(7^) 2 cos 2 (p \ 

dfl 2ir 2 c (1 + (7$) 2 ) 3 \ [1 + (7^ 2 )] 2 J 


A potencia total emitida pela carga e obtida considerando-se a integral 
da expressao 24.24, o que resulta na equagao (veja o exercfcio 24.1) 
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p _ MoQ 2 a 2 7 4 

67 rc 

A potencia irradiada tambem cresce muito com o aumento da velocidade da 

/ 

carga. E interessante reescrever essa expressao em termos da forga externa 
aplicada para manter a carga na orbita. Nesse caso, a forga e centripeta, e a 
equagao 24.17 torna-se 


(24.25) 


dp 

dt 


jrriQa 


ja que a e radial e ortogonal a velocidade v da carga. Assim, temos 


p _ MoQ 2 7 4 1 (dP' 2 

67tc q 2 \ dt 


ou 


P 




(24.26) 


que exibe uma dependencia com 7 , fazendo com que a potencia irradiada 
cresga consideravelmente no limite relativistico. Comparando com a expres¬ 
sao 24.18 correspondente para um acelerador linear. 


p _ Mo Q 2 fdpy 

67 Tm^c \dtJ 

vemos que. para uma mesma forga externa aplicada, a emissao de energia nu- 

ma orbita circular e da ordem de 7 2 vezes maior que num acelerador linear, o 

que torna os aceleradores circulares, como sfncrotrons e betatrons, muito mais 

eficientes se o objetivo e a produgao de radiagao. A radiagao emitida acima 

e chamada de radiagao smcrotron, e ela e utilizada largamente hoje em dia 

em aceleradores smcrotrons para investigagao cientifica em areas como Fisica, 

rQufmica, Engenharia de Materials e Biologia, por exemplo. Ela tambem pode 

• ser produzida em plasmas quentes, como em nebulosas estelares. A perda de 

energia por revolugao pode ser determinada aproximadamente considerando 

» 

que a orbita tenha um raio 6 , de modo que o periodo de revolugao e dado por 


_ 27r6 27 t6 

T = 


v cj3 
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Assim, a energia emitida por radiagao torna-se 


HoQ 2 o?7 4 27 rb 

6i rc cj3 


A E = PT 


Como a e uma aceleragao centripeta, temos 


A E 


2^Au /,.2v 2 


MoQ 7 & 
3c 2 /3 V 6 


ou 


/JqQ 2 7 4 C 2 /? 3 

3b 


AE 


ou ainda, 


A 

3eo& 

Esta expressao pode ser escrita em termos da energia relativistica dos eletrons 
se fizermos 



Q 2 7 4 /? 3 

3eofr 



ou, como E = 77710 c 2 , 

AE = 0 *^ g 

3eo(moc 2 ) 4 6 

Para eletrons em que /? —» 1, a expressao acima resulta em 

A£'(MeV) = 8, 85 x 10~ 2 

b{ m) 

onde as unidades de medida estao escritas entre parenteses. Para 0 primeiro 
smcrotron de eletrons, que tinha b — 1 m e E max = 300 MeV, a perda de 
energia por revolugao era da ordem de 1 keV por volta, enquanto o ganho em 
energia era maior, mas dessa mesma ordem de grandeza, de modo que A E 
nao era desprezivel. No smcrotron brasileiro, situado no Laboratorio Nacional 
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de Luz Sincrotron (LNLS), em Campinas, atualmente 3 a energia do anel vale 
E = 1,37 GeV, com campos magneticos nos dipolos magneticos da ordem de 
1,67 T e urna perda de energia por volta de 114 keV. 0 anel tern urn diametro 
medio de 29,7 m e a corrente maxima que circula por ele vale 250 mA. 


Da comparagao feita entre as potencias emitidas numa orbita circular, 
gerada por uma aceleragao perpendicular a velocidade, e num movimento em 
que a aceleragao e paralela a velocidade, vemos que a radiagao emitida quan¬ 
go a JL v e sempre maior que a observada quando a || u, para valores similares 
kle forga externa, Em particular, essa diferenga cresce com 7 2 , o que indica 
que, em geral, num movimento extremamente relativistico (7 00 ) curvo 

lr . 

iqualquer, em que a aceleragao total possa ser decomposta numa aceleragao 
:%angencial somada a uma aceleragao centripeta, a maior parte da radiagao 

^emitida pela carga estara associada a parte centripeta, excetuando-se os tre- 

• ■ 

Mios retilineos da trajetoria. Assim, a radiagao emitida por uma carga exe- 
^putando um movimento arbitrario e dada, aproximadamente, pela radiagao 
%istantanea emitida considerando o movimento como circular uniforme. As- 
EBim, ao se mover, a carga “ilumina” o caminho a sua frente com a radiagao 


aemitida, de uma forma similar aos farois de um carro. A radiagao emitida 
|para frente fica confinada numa regiao de abertura angular bastante peque- 
§ 5 a, conforme mostra a figura 24.4. Tal abertura e da ordem de 7 _1 . Assim, 

t.i ■ ■ 

Considerando um trajeto circular e um observador situado no piano da orbita, 
sa radiagao chega ao observador em pulsos que correspondem as posigoes da 


rcarga nas quais a velocidade desta esta orientada em diregao ao observador. 
^Chamando de b o raio da orbita, o comprimento de arco descrito pela carga 


aquando ela esta numa posigao em que a radiagao por ela emitida chega ao 

■b-1 

observador e dado por 


l 



b 

7 


o que corresponde a um intervalo de tempo 


. I b b 
At = - = — = — 

v jv C 7/1 

Quando a carga gira na orbita, ela passa por um ponto a partir do qual a 
radiagao por ela emitida comega a chegar ao observador. Este e o ponto A 
da figura 24.5. Com o passar do tempo, a carga se movimenta irradiando em 


<■ 


3 Dados de abril de 2004. O LNLS mantem a pagina http://www.lnls.br na internet. 
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diregao ao observador, ate que ela chega a um ponto B a partir do qual ela 
nao “ilumina” mais o observador. 



Figura 24.5: Representagao da radiagao emitida por uma 

carga em movimento circular uni forme 
irradiando em diregao a um observador 0. 


Supondo que o pulso emitido possa ser aproximado por um pulso re- 

—\ 

tangular e que o arco de circunferencia AB possa ser aproximado por um 
segmento de reta AB, temos que o pulso emitido a partir do ponto A anda, 
no intervalo de tempo At, 


X = cAt = c —- 

C 7P 



Enquanto isso, a carga anda de A ate B, pela dist.ancia l, de modo que o pulso 
emitido em B estara atras do emitido em A de uma distancia 




b 

7 


ou 
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que pode ser reescrito como 



ou, expandindo em serie de Taylor, 



e entao, 

* 


AX = 



i 


3 


Portanto, o pulso tem um tamanho espacial AX, correspondendo a ura inter- 
valo de tempo 


AT 


AX 


b 


c 


cy 


Conseqiientemente, considerando que o observador O tenha algum dispositivo 
sensivel a freqiiencias, ele pode fazer uma analise de Fourier do pulso retan- 
gular que nele chega. Assim, ele pode escrever o pulso em termos de uma serie 
de Fourier, que tera componentes apreciaveis em freqiiencia ate a freqiiencia 


critica 


Cf 



(24.27) 


onde 


ljo = 7 (24.28) 

e a freqiiencia angular de rotagao da carga no limite relativistico (3 —> 1. Note, 
por esta expressao, que mesmo que a freqiiencia c^o nao seja muito alta, da 
ordem de MHz, por exemplo, e possivel obter radiagao em freqiiencias bas- 
tante altas, de acordo com a dependencia da equagao 24.27 em y 3 , bastando 
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para isso utilizar uma energia de funcionamento do acelerador apropriada, ja 
que 


E — 7777,0 c 2 

Por exemplo, no caso do LNLS, E = 1 , 37 GeV, e temos 



1, 37 GeV 
0,51 Me V 


~ 2, 7 x 10 3 


e entao, 


7 3 ~ 2 x 10 10 

A freqiiencia de rotagao pode ser obtida aproximadamente atraves da equa- 

gao 24.28, 


UJn 


b 


3 x 10 8 
14, 85 




2 , 0 x 10 7 rad/s 


de modo que, pela expressao 24.27, temos 


u) c ~ 27T-7 3 ^ 8 tt x 10 17 rad/s 


que corresponde a uma freqiiencia 


v c ~ 2 x 10 17 Hz 

que ja esta na faixa dos raios-x de energia mais baixa. De fato, efetuando os 
calculos com mais rigor, e de acordo com as especificagoes do LNLS, chega-se 
a raios-x com fluxo razoavel na faixa dos 9-10 keV, enquanto para EXAFS 
energias da ordem de 19 keV com fluxo mais baixo sao possiveis. E importante 
notar que ainda nao tratamos formalmente do comportamento da radiagao 
emitida com relagao a freqiiencia medida por um observador, o que sera feito 
em seguida. 
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24.5 Distribuigao em Frequencia da Radiagao 

Emitida por Cargas Pontuais em Movimento 


Quando ocorre emissao de radiagao pelas cargas em movimento, essa ra¬ 
diagao, ao chegar a um observador capaz de fazer uma analise em freqiiencias 
por meio de algum dispositivo , e percebida como sendo formada por um es- 
pectro ou distribuigao em freqiiencias. Nesse caso, e importante determinar a 
potencia que chega ao observador em fungao desta distribuigao nas freqiiencias 
observadas, para que se decida, por exemplo, se o fluxo necessario a uma certa 
experiencia pode ou nao ser conseguido, em que freqiiencias e, eventualmente, 
que metodo pode ser usado para superar alguma possivel dificuldade. Para 
tanto, iniciamos com a equagao 24.6, 




2 


Note que agora estamos interessados na radiagao que chega ao observador, por 
isso estamos usando o tempo t do observador na expressao acima. 0 campo 
eletrico retardado e dado pela equagao 24.3, 



Vamos definir a grandeza auxiliar 


Assim, temos 



(24.29) 


(24.30) 


Agora, a energia irradiada por unidade de angulo solido e obtida integrando 
a equagao 24.6 no tempo, isto e, usando tambem 24,30, 


; 4 Um exemplo simples consiste num monocromador formado por dois monocristais para- 
felos de silicio, orientados numa dada diregao cristalografica especffica como (1 1 1), que 
sao utilizados para monocromatizar o feixe que sai de um sincrotron para ser usado numa 
experiencia de raios-x. 
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vm-rnHt)?* (24.3D 

J —oo 

Podemos converter esta integral temporal numa integral sobre freqiiencias. 
Primeiro. definimos a transformada de Fourier 

r OO 

' 2 i(t)e iwt dt (24.32) 

— OG 

cuja transformada inversa e 

a(cj)e-^dw (24.33) 

Agora, usamos o primeiro teorema de Parseval para transformar 24.31 numa 

integral sobre freqiiencias. 0 primeiro teorema de Parseval e uma consequencia 
do segundo teorema de Parseval, como veremos em seguida. 




Teorema 24.1 (Segundo Teorema de Parseval). Considere que as fun- 
goes f(x) e g(x) sejam integraveis e reais em todo o espago, com transforma- 
das de Fourier 





Entao, para essas fungoes vale 


oo 


oo 


F(k)G(-k ) dk 


f{x)g(x) dx 


(24.36) 


— OO 


—OO 


que e o segundo teorema de Parseval. Vejamos sua demonstragao 


Demonstragao. Primeiro, vamos escrever, usando a equagao 24.35, 
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Agora, calculamos 


OG 


OO 


F(k)G(—k) dk 


F(k) 


1 


OG 


— OG 


— OO 


l v2 


7 T J- oo 


g(x)e 


—ikx 


dx > dk 


Vamos inverter a ordem em que as integrates sao feitas, e obter 


OO 


F(k)G(—k) dk 


— OO 


OG 


g( x ) 


1 


oo 


—oo 


V2 


7r J - 


oo 


F{k)e lkx dk\dx 


A transformada inversa de F(k) e 


f( x ) 


1 


OO 


V2 


7T . - 


F(k)e 


—ikx 


dk 


OG 


(24.37) 


e assim, usando a equagao 24.37, temos 


OC 


OO 


F(k)G(-k) dk 


g(x)f(x ) dx 


OO 


—oo 


o que prova o segundo teorema de Parseval. 


□ 


Vejamos agora o primeiro teorema de Parseval, que e o nosso result ado 
de interesse. 

Teorema 24.2 (Primeiro Teorema de Parseval). Sejaf(x) uma fungao 
integravel real em todo espago , com a transformada de Fourier dada pela 
equagao 24-34, 

F(k) = -F I f(x)e lkx dx 

V ^ 7 T J —oo 

Entao, vale 


\F(k)\ 2 dk = 


— OO 


OO 


f(x) | 2 dx 


— oo 


(24.38) 


que e o primeiro teorema de Parseval. Segue a sua demonstragao . 
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Demonstragao. Para provar o primeiro teorema de Parseval, usamos o segun- 
do teorema com g(x) — /(x), isto e, 


oo 


oo 


F(k)F(—k) dk 


fi x )f( x ) dx 


(24.39) 


— OO 


—OO 


Vamos considerar o complexo conjugado da expressao 24.34, ou seja, 


F(k) 


OO 


f(x)e lkx dx 


7 T.J- 


oo 


OU 


F(k) 


OO 


f(x)e lkx dx 


7r . - 


oo 


Como f(x) e real, temos 


F(k) 


OO 


f( x )e 


—ikx 


dx 


7T J - 


oo 


OU 


F(k) 


OO 


f(x)e i( ~ k)x dx 


7 T J- 


oo 


de modo que 


F(k) = F(-k) 


Assim, voltando a equagao 24.39, temos 


oo 


oo 


F(k)F(k) dk 


\f(x)\ 2 dx 


— OO 


—OO 


OU 


oo 


oo 


\F(k)\ 2 dk 


I f( x )\ 2 dx 


— OO 


—oo 


o que demonstra o primeiro teorema de Parseval. 


□ 
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Com o uso do teorema de Parseval, e identificando 


x 


t 


f( x ) 


*(*) 


k 

F(k) 


U 


&{u) 


temos que a equagao 24.31 pode ser escrita como 


dW(t) 

dQ 


oo 


\H(uj)\ 2 du> 


— OO 


(24.40) 


Agora, podemos definir 


dW(t) 

dfl 


OO 


0 


d 2 l(u,R) 

dudQ 


du 


(24.41) 


como sendo a energia irradiada por unidade de freqiiencia e angulo solido. 
Usando 24.40, temos 


oo 


121 (a;) | 2 du 


0 roo 

13H' 2 


—oo 


—oo 


du) + / |2l(a;)| du 

o 


ou, fazendo u 


u na primeira integral, 


oo 


|2l(a;)| 2 du 


—oo 


oo 


0 r oo 

|2t(— u)\ 2 du + / |2l(^) 

JO 


du 


e entao, trocando os limites de integragao, o que troca o sinal da integral, 


oo 


oo 


oo 


|2l(tc») | 2 duj 




—oo 


0 


du + I |2l(cu)| 2 du 

0 


ou 


oo 


oo ^ 


|2l(^)| 2 du 


oo 


0 


aMi 2 + isi(-w) 


du> 


Usando novamente 24.40, 


dW(t) 

dn 


OO r 


0 


|2l(a;)| 2 + |2i(-u;)| 


du 


e agora, comparando com a equagao 24.41, temos 
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d 2 l(uR) 
du>dQ 


|2tH| 2 + |a(-w) 


Como 2t(<) e real, temos, de 24,32 


ou 


ou ainda, 


e assim. 

/ 



r oo 

' 2l(t)e‘ ^ dt 

—oo 



oo 


—oo 


2l(£)e 2L ^ 




a(-w) = a(cj) 


Voltando agora a equagao 24.42, obtemos 


d 2 1(w, R) 
diodQ 




Assim, para determinar o comportamento da energia emitida em fungao da 
freqiiencia observada e do angulo solido, precisamos determinar 21 (cj), o que 
e feito por meio da equagao 24.32, 


21 (t)e iuJt dt 

lembrando que 2l(t) e definido pela expressao 24.29, 

m = —p=R{t r )£a 

\Jtk)C 



onde, por sua vez, £s e dado pela equacao 24.3. Reunindo tudo, temos 
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Q Rx[(R-0)x f; 
4tt€ 0 [i -j? .0] 2 [R-R-0 



ou 



Q 

4:7T€()C^/27V [IqC 


oo 


—oc 


R x [(i2 — j3) x a 

[i-r.0] 2 [i-&.0 



ou ainda, 



e, simplificando. 



Note que todo o termo entre chaves e calculado no tempo retardado t r , en- 
quanto a integral e feita no tempo t do observador. Vamos fazer uma troca 
de variaveis para deixar a integral no tempo t r) que e dado por 20.33, 



Para isso, precisamos da equagao 20.125, 


dt T _ 1 

dt ~ l-R.B 


que fornece 


dt — (1 — R • j3) dt r 


de modo que achamos 




R x [(R - j3) x a] 
[1 - R • 0] 3 


ico(t r -\~ 


C * 



— R • P ) dt r 


ou, para simplificar a notagao, vamos fazer T = i r , de modo que 
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R x [(i? — ft) x 5] 


e MT+ 


R(T) 

c 



(24.44) 


Como, por hipotese, para que a energia emitida pelas cargas em movimento 
seja entendida como radiagao e preciso que esta energia chegue ate o obser- 
vador situado a uma grande distancia da fonte emissora, podemos fazer uma 
aproximagao na equagao 24.44. Como 



temos que o versor R e praticamente constante durante o movimento da carga 
na sua trajetoria, ja que r » tq, onde re a distancia da origem ao ponto de 
observagao. Alem disso, temos 



2 , 2 
r + t q- 



ou 

1 

F 

Podemos expandir a equagao acima numa serie de Taylor, guardando apenas 
os termos de ordem mais relevante, isto e, 


R 


[1 + 


r 


Q 


2 


r 


r Q 


r 


r 


R ~ r 1 + 


1 r Q 1 

2 r 1 2 2 r 2 J 


ou 


R ~ T 


” r • fQ + 



Quando r rg, podemos desprezar o ultimo termo. Alem disso, f = i?, de 
mo do que 


A 

R ~ r — R • tq 


Voltando a equagao 24.44, obtemos 



Q 2 

327T 3 enC 


r R*[(R-P)X3] 1 , u(r+ ^M) 
l [1 -R>P} 2 ) 


—oo 
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ou 


a(w) 



Q 


oo 


327r 3 eoc 


r 

„UO~ 

e c 


—oo 


Rx [(A - 0)xa] 

[l-R-0] 2 


■ /m R' ft Q( T ) \ 

MT -*—) c it 


de modo que a equagao 24.43 fica 


d 2 l( w, R) 
dudfl 


2ia(w)| 


Q 


167T 3 £o c 


oo 


— OO 


Rx [(R-0) xa~ 

[l-R-0] 2 


,*w(T 


(i-r Q (T) 


)dT 


(24.45) 


Consideramos agora o fator 


Rx(Rx 0) 

1 -R-0 


A 

e vamos calcular sua derivada temporal, lembrando que R e constante, isto e, 


ou 


d : 

'Rx (Rx 0)' 

[1 — R • 0][Rx (Rx a) 

- [Rx(Rx 0)](-R- a) 

dT 

. l-R-0 . 

[i-. 

33> 

■ 

Tan 

i_J 

to 

d 

'Rx (Rx0)' 



dT 

l-R-0 


j 


Rx (Rx a) - (R • 0)[Rx (Rx a)] + (R- oc)[Rx (Rx 0)] 


[1 -R-0] 


A propriedade 1.19a estabelece que 


a x (6 x c) = (a • c)b — (a • 6)c 


Assim, temos 


A A 


Rx(Rx/3) = (R- p)R-(R- R)p 


ou 
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Rx (Rx (3) = (R-/3)R-0 

e tambem 

Rx (fi x a) = (R • o)R — (R • R)o 

ou 


Rx (Rx a) = (R • a)R — a 

Portanto, 


d \Rx(Rx /3)~ 

dT[ 1 -R.0 

Rx(Rxa) - (R-p)[(R- a)R-a]+(R- a)[(R-P)R- p 

[i-r-P] 2 

OU 


d Rx (Rx (3) 1 

dT[ l-R.0 J _ [1 -R-/3} 2 

X | Rx(Rxa)- (R-p)(R-a)R + a(R-p) 

+ (R- a)(R‘ P)R — P(R • a ) 

que fica 

d [ Ax(.Rx/3) 1 _ Rx(Rxa) + a(R- P) - p(R - a) 

dT[ l-R.p \~ [l-R-p] 2 

Usando novamente 1.19a, temos 

Rx (a x /?) = a(R • ft) — (3(R • a ) 

e assim, 

d \Rx(Rxp)] _Rx(Rxa)+Rx(aXp) 

dT[ l-R.p J [1-R-p] 2 
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ou 


d 


dT 


Rx (Rx (3) 

1 -R-0 


Rx (Rx a) - Rx (0x a) 

[l — R - ft] 2 


que pode ser reescrito como 


d 

'Rx (Rx 0)~ 

i 

X 

1-1 

l 

X 

Pi 

i _ t 

dT 

1 -R-0 . 

[i -R-0? 


Note que este fator corresponde ao termo entre chaves na equagao 24.45. Por- 
tanto, agora vamos fazer uma integragao por partes nessa equagao, chamando 


u 


dv 


. ^ ^.r Q (T) 

e iuj(T -^-) 

R x [(R - 8) x a 


du = iuj (1 — R • ft)e 


[1 -R-0) 2 


- dT 


* V 


de modo que achamos 


MT s —) at 


Rx (R x 0) 
1 -R-0 


d 2 l(u>, R) 
dudPt 


Q 


167r 3 eo c 


iu(T- -fiX (RX 0) 

1 -R-0 


OO 


oo 


OO 


Rx(Rx0) . 


—oo 


1 -R-0 


iu( 1 -R-0)e. iu;{T 


R-Fq(T) 


] dT 


2 


ou, fazendo a hipotese razoavel de que os colchetes convergem para zero nos 
limites de integragao. temos 


d 2 l(uj, R) 

dujdfl 



OO 


\Rx(Rx0) 


iu>(T 


oo 



(24.46) 


Se, ao inves de uma carga, tivermos varias cargas se movimentando, entao 

ar. ■ 

: : obtemos 


d 2 I(u , R) 
dudQ 


CJ 


16 tT 3 6 oC 



oo 


QjlRx (Rx 0)}e 


1 J“(T~ 


R-f 


QAT) 


) dT 


OO 


(24.47) 


e se tivermos uma distribuigao continua de cargas, na forma de uma densidade 
de corrente J(r\ T), a integral acima torna-se 
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Podemos agora estudar um caso particular importante relacionado a 
equagao 24.46. Na segao 24.4 vimos que a radiagao emitida por uma carga : 
executando um movimento qualquer e dada, na sua quase totalidade, pela 
radiagao associada a componente centripeta do movimento. Alem disso, vimos 
tambem que a abertura angular do feixe de radiagao que atinge o observador O 
que possui algum detector de freqiiencias e muito pequeno. Assim, para uma 
dada trajetoria qualquer, precisamos conhecer apenas uma pequena parte 
dela para determinar a radiagao que chega ao detector, e podemos aproximar 
esse segmento da trajetoria por um arco de circunferencia, que e descrito 
com uma velocidade escalar v essencialmente constante, porque a aceleragao 
e centripeta. A figura 24.6 apresenta, para este caso, as grandezas relevantes 
para o problema. 



Figura 24.6: Parte relevante da trajetoria da carga Q executando 

um movimento qualquer e emitindo radiagao em 
diregao a um observador capaz de analisar o 
espectro de freqiiencias emitidas. 

Na figura, colocamos a parte da orbita de interesse, aproximada por 

A 

um arco de circunferencia, no piano xz , e o versor R (= ej_j) no piano yz. 
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Quando 9 —> 0, R —» k. O versor que esta no piano da orbita e e|| = i. Um 

terceiro versor importante e dado por ei 2 = R X e||. Quando 0 —> 0, ej_ 2 -* J> 
e ele orienta-se perpendicularmente ao piano da orbita, de modo que, nesse 
caso, a radiagao emitida nessa diregao corresponde a radiagao com polarizagao 
perpendicular ao piano da orbita. Em T = 0 a carga esta situada na origem. 
Note que apenas para 6 —> 0 havera uma componente apreciavel de radiagao 
sendo emitida. Como a trajetoria envolve um intervalo de tempo bastante 
curto, podemos aproximar 5 por 

Para determinar a integral 24,46, precisamos de algumas grandezas. O versor 
R e obtido da expressao 24.21, fazendo <fi = isto e, 

e_j_j = R = sen 6 j + cos 6 k (24.49) 

A posigao tq da carga e escrita como 


A A 

fn — 6(1 — cos 5) i + b sen 5 k 


ou 


, vT\ t vT ~ 

rn = b ( 1 — cos — ) l + b sen — k 


b 


b 


enquanto a velocidade fica 


dr 


v 


Q 


dT 


vT t vT f 

v sen —— x + v cos k 


b 


b 


Portanto, 


-> v vT - vT ~ 

3 = - = p sen —- i + (3 cos — k 

co o 


O versor ej_,, que sera util, e dado por 


ej_ 2 = Rxe || 


ou 


ej_ 2 = (sen 6 j + cos 9 k) x i 
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e entao. 


ej. 


a 

cos#j — sen 9 k 


Vamos calcular agora 


~ /i / r\ * /! i x / v vT - v vT - 

R X p = (sen 9 j + cos 9 kj X ( - sen —— i H— cos —- k 

c b c b 


ou 


Rx (3 


vT ~ vT - vT - 

p sen 9 sen — k + j3 sen 9 cos —— i + j3 cos 9 sen j 


b 


b 


b 


Agora, determinamos 


Rx (Rx (3) — (sen 6 j + cos 9 k) 


x 


vT - vT ~ vT - 

p sen 9 sen -p- k + (3 sen 9 cos - 7 - i + (3 cos 9 sen — j 


b 


b 


b 


ou 


A A ■■ 

Rx (Rx p) 


9 A V T - 9 vT - 

P sen 9 sen 1 — 0 sen 9 cos k 


6 


b 


vT - 

+ P sen 9 cos 9 cos —— j 

b 


P cos 2 9 sen 


vT 

~b 


ou ainda, 


Rx (Rx p) 


vT - vT 

P sen i + p sen 9 cos -^-(cos 9 j — sen 9 k) 


\ 


\ 


b 


b 


.v" 




e, por fim, 


R X (R X 0 ) 


vT 


(5 sen —— §n + f3 sen 9 cos 

b 11 


vT 

~b 




(24.50) 


Precisamos tambem de 


'}) f f T \ A 1 ) f I 1 A 

R • tq(T) = (sen# j + cos#k) • [£>( 1 — cos — ) i + b sen — k] 


b 


ou 


A 

R-rn(T) = ■ b cos 9 sen 


vT 

~b 
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Portanto, o argumento da exponencial fica 


AT 


R • tq(T) 


i rjrt b a VT 

cj (1 -cos 8 sen — 

c b 


(24.51) 


Agora, estamos interessados no limite relativistico (/? —» 1), na radiagao para- 
lela e perpendicular ao piano da orbita (angulos 9 pequenos, 6 —> 0 ) e tambem 
em inter valos de tempo curtos em tor no de T — 0, para que valha a aproxi- 
magao de trajeto circular. Assim, podemos expandir as equagoes 24.50 e 24.51 
nesses limites. Considerando inicialmente 24.50, temos 


R x (R x p) 


vT 

/3—e|| + p6e ±2 


ou, no limite P —> 1 , 


Rx (Rx 0 ) 


cT - . a - 

Y e || + e e -L 2 


(24.52) 


0 outro fator, dado pela equagao 24.51, fica 


AT 


R 


•rq(T) \ 
C J 


UJ 


b 

T--[ 1 

c 


9 2 \/vT 

tJ It 


1 v 3 T 3 

6 b 3 


ou 


uj T 


R-fn(T) 


UJ 


c 2 6 3 T 3 30 2 T 

t-/3t + ^4t + p 


2 9 2 0 3 T 3 

18 b 2 


6b 2 


2 


que fica, desprezando o ultimo termo entre colchetes por ser muito menor que 
os demais, 


R-f Q (T)\ 

uj I 1 -= U) 

c. ) 


6 2 T c 2 T 3 
Til- 3) + -0- + 


2 


6 b 2 


ou, trocando para 7 , 


, R • r 0 (T) 

AT - 0 =uj<T 


c 


1 


1 


1 


1 1 


7 


9 2 T c 2 T 3 

+ — + 


2 


6b 2 


Assim 


uj T 


R-r Q {T) 


L 

1 1 

T 

“ 1 + 2j 2 \ 


+ 


9 2 T c 2 T 3 


2 


+ 


6b 2 
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OU 


a At 


R 


■rQ(T) \ 




U) 

2 


T 


r 1 


+ e 


L 7 


+ 


c 2 T 3 

36 2 


(24.53) 


De posse das expressoes 24.52 e 24.53, podemos voltar a equagao 24.46 e 


escrever 


d 2 l(uj, R ) 
du>d£l 


2 . .2 




X 


167r 3 eoc 


CO 


~CO 


n cT . A i 

l.wl 

' / 1 _ 2 \ c 2 T 3 ’ 


[- 6 e || + 0ej_ 2 j 

exp *2 

[ T ( 7 2+ 9 )+ 3b 2 J 

I 

J 


dT 


OU 


R) 

dcodCl 


2 , .2 


Q <jj 


16tT^€qC 


X 


oo 


C . 

6 e " 


T exp < i 


UJ 

2 


H 1 


v 7 


+ 0 2 ) 


+ 


c 2 T 3 


dT 


— OO 


OO 


+ 0e. 


exp < i 


to 

2 


2m3 


T 


1 /l2 \ c ^ 
-^ + 0 2 + 


7 


36 2 


—OO 


dT 


Para simplificar, vamos definir 


OO 


2li|(ui) 


b 


T exp 


u> 

2 


T 


1 


7 


+ 0 2 ) 


+ 


c 2 T 31 
3b 2 


dT 


—OO 


OO 


aj.(w) = e 


exp 


OJ 

2 


Tfi 


v 7 


+ 0 2 ) 


+ 


c 2 T 31 

3 b 2 


dT 


OO 


de modo que temos 


(24.54a) 


(24.54b) 


d 2 l(u, R) 

cLudQ, 


2. .2 


Q*u> 


167r 3 eo c 


2lii(w) en + 21 _l(w) ej_ 


2 


(24.55) 
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Vamos agora definir o parametro 




3 

2 ' 2 


(24.56) 


e a variavel 


r 


?(>* 


1 

2 



T 


br / 1 


c V 7 


+ 0 


I 

2 \ 2 


(24.57) 


de modo que 


(It — — (—o + # 

b 


i 

2 \ 2 


dT 



dT =-(^ + 6 2 Y dr 

C\^y z 


(24.58) 


Desse modo, temos 


i St 


bu> / 1 


i?r 


3c V 7 2 

ojT/ 1 


+ 0 


IcT 


1 


6 V7 


+ e 


1 

2 


3 V 7 


+ 6 2 ) 


(24.59) 


i9r 




£(^* 2 ) 

c 2 wT 3 

~3b r ~ 


3 

2 


cT / 1 


6 


7 


+ 0 


1 “I ^ 

2 


(24.60) 


Utilizando as equagoes 24.56-24.60, as expressoes 24.54 ficam 


OO 


2t||M 


br f 1 


b 


c \7 


+ 0 


! 

2 \ 2 


exp 



UJ 

2 


3t9t t?t 3 
-+- 


uj 


UJ 



-(V* 

c \7 Z 


1 

2 \ 2 


dr 


—00 


OO 


2lj_ (to) = 6 


exp < 1 


UJ 

2 


3 dr dr 3 
-+- 


UJ 


UJ 


~(\ + 6 2 ) 2 dr 
c V 7 


— OO 


ou 
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—CO 


(24.62a) 


(24.62b) 


Podemos reescrever as integrals usando a relagao de Euler para a exponencial 
complexa, ou seja, 


oo 


rexp 


—oo 





r< cos 



+ i sen 




> dr 

j 


Considerando a paridade das dingoes /(r) = r e das fungoes trigonometricas, 
vemos que a primeira integral se anula, visto que o cosseno e par, mas /(r) = r 
e impar, resultando numa fungao fmpar integrada num intervalo simetrico. A 
integral do lado esquerdo pode ser escrita como 



ja que e a integral de uma fungao par. A outra integral 
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e assim, as equagoes 24.62 tornam-se 


2l||M 


2 ib / 1 

c 


V 7 


+« 2 ) 


oo 


r sen 


o 


3d f r 


2 




r + 


3 


dr 


BlM 


— (\ + e 

C \ 7 Z 


l 

2 A 2 


OO 


COS 


0 


3$ ( r 

YV + 1 


3, 1 


dr 


E importante notar que as integrals sao reais, logo, 21 (a;) e 
^nquanto 21_l(cu) e real. Assim, a equagao 24.55 fica 


d 2 l 

dudQ, 


2 . .2 


Qto 


167T 3 6o c 


| 21 || H | 2 +| 21 J .( W )| 2 1 


(24.63a) 

(24.63b) 


imaginario puro, 


(24.64) 


As integrals apresentadas nas equagoes 24.63 estao relacionadas a uma classe de fungoes, 
chamadas fungoes de Airy . que aparecem com certa freqiiencia em Eletromagnetismo, Optica e 
Mecanica Quantica. Essas fungoes sao solugoes da equagao diferencial 


d 2 y 
dz 2 



(24.65) 


iie forma que 

< 


y(z) = AAiryA(z) + 5AiryB(z) 


(24.66) 


xmde AiryA (z) e AiryB(z) sao as fungoes de Airy. A primeira delas e dada pela integral 


OO 


AiryA(^) 


3 


i(zt+ ~) dt 


2tv 


OO 


( 24 . 67 ) 


£ e possi'vel escrever tambem 


AiryA(z) = 


~ / 2 3.1. , 2 3.v 

jf 1 (-Z2 ) - 3 I (~Z 2 ) 

3 v 3 ' 3 v 3 } 


(24.68) 


.onde Ou(z) e a fungao de Bessel modificada de primeiro tipo dada por 5 


3 u (z) = i~ u g u (iz) 


(24.69) 



D 


Por favor, corrija a expressao D.36, ha um sinal negativo faltando. 
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sendo 3v(z) a fungao de Bessel usual, vista no apendice D. Ela pode ser ainda reescrita em termos 
das fungoes de Bessel modificadas do segundo tipo, dadas por D.37, 

K. u (z) = ^i u+1 Hl{iz) (24.70) 

onde, por sua vez, H^(z) e a fungao de Hankel de primeira especie, dada por D.24a, 


Hl(z) = 3u(z) + m,(z) 


(24.71) 


sendo KW as fungoes de Neumann D.21, ou fungoes de Bessel de segundo tipo, 


N„(z) 


3v(z) C0SZ/7T — 3-u (z) 

sen WK 


(24.72) 


Para obter a expressao desejada, vamos partir da equagao 24.70, utilizar as expressoes 24.71 e 24.72 

i — 

e lembrar que i — e 2 ? ou seja, 


K v {z) 

K v (z) 


7T 

■ 

— l 
2 


1 


Hi ( iz) 


ITT ,• vjr_ 

— e 2 


du (iz) + i 


. r Su (iz) COS V7 T — 3- v (z) 


sen i/7r 


. . iix i is it %,Aiz) sen vit 4- ifl.Aiz) cos utt — ifl 

l^u(z) = — e 2 - 


-u(iz) 


2, sen u'K 

7r j vjr_ (isen z/7T — cos is7t)3is (iz) 3—u (iz) 
— & 2 ■ 

2 


sen i/7T 


7r ivg. 3-v(iz) — e 
2 


— -IU7T 


2 v (iz) 


sen i/7r 


' ^7T 




7T 3-is(iz)e l 2 — e 1 2 3u(iz) 
2 


sen v 7r 


K„(z) = - 


1 r i u 3-v(iz) - i u 3u(iz) 
2 


sen uix 


Usando agora a relagao 24.69, temos 


K.v(z) 


7T 3-y(z) - 3 u (z) 
2 sen i/7T 


(24.73) 


Fazendo agora u = achamos 


/Ci (z) 
3 


7T 

2 


3_i (z) -3i (z) 

3 _ 3 

sen Tj- 


ou 


,c i (2) = ^P-i (z) " :, i (z) l 


( 24 . 74 ) 
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de modo que 


fn 

3_i(z)-3i(z) = —/Ci (z) 

3 3 7T 3 


9 2 

ou, colocando 2 —*■ 4, temos 


_ / 2 2. \ _ / 2 2 \/3 ,2 2 

3 1 (-2 3 ) — 3l ( 3 ) = - /Ci(-23) 

“3 V 3 ' 3 v 3 ' 7T 3 v 3 ; 


Empregando a equagao 24.68, achamos 


y/l \/3 / 2 2 < 

AiryA (z) = —- >Ci(-Z3) 

O 7T 3 o 


OU 


AiryA(^) 



z / 2 2 ^ 

—-AC l -23) 

3tt 2 3 V 3 7 


(24.75) 


que e outra forma de expressar a fungao de Airy AiryA(^). Outro resultado importante consiste na 
derivada desta fungao de Airy, isto e, 


-AiryA(z) = — (— f°° e i(2t+tl 
dz 3 w dz 1 


) dt 


dz l 27r 


00 


ou 


00 


AiryA'( 2 ) = 


27T ./_ 


ie i(zt+Aj*) dt 


OO 


(24.76) 


Por completeza, a fungao de Airy AiryB(^) e dada por 


AiryB(-s) 



/ 2 3 -v / 2 3 \ 

3 1 (- 22 )+ 3i(-^ 2 ) 

. “ 3 v 3 7 3 v 3 7 


(24.77) 


Assim, atraves de definigdes apropriadas, e possfvel converter as integrais em 24.62 ou em 24.63 em 
fungoes de Airy ou suas derivadas, o que e deixado como exercicio (veja o exercicio 24.2). 


Com o uso das fungoes de Airy, as integrais em 24.63 ficam 


CO 


rsen 


o 


OO 


COS 


0 


3? cn 

CO 

1_1 


dr = 

d 

7T 

' 3 

3 

3 

-3a( 0) 
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1-1 

CO 

:-t)1 

dr = 

7r 

= 3 

[3_ l (tf) - 

- 3i(i9) 

3 
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ry 

Agora, empregamos a equagao 24.73, com v — 3, 011 seja, 



7 f ^-|( Z ) 3g(z) 

2 sen ^ 


ou 


JC 2 (z) 

3 


7 r 


y/% L 


3_i(z)-32(z) 

3 3 


Reunindo esta expressao com a equagao 24.74, as integrals ficam 


00 


r sen 


0 


3 d / r 

lr -1— 


2 v 


3 


dr 


1 


V3 




OO 


cos 


0 


3$ / r 


2 




T + 


3 


dr 


1 


v'a 


KM 


e assim, as equagoes 24.63 tornam-se 


2l||(w) = 

2 ib 

" v^c' 

f 1 

+ 0 2 )/C|(d) 

(24.80a) 

21 j» = 

2 be . 

' V3c { 

f 1 

^/y2 

+ 0 2 V/Ci(tf) 

(24.80b) 


o que faz com que a expressao 24.64 fique 


d 2 l 

duidSl 


2 , .2 




167r 3 eoc 


4 b 2 
3 c 2 





ou 


d 2 X Q 2 uj 2 b 2 
dujdVt 127r 3 eo c 3 




(24.81) 


onde o primeiro termo entre colchetes refere-se a radiagao polarizada no pia¬ 
no da orbita, enquanto o outro termo responde pela radiagao polarizada per- 
pendicularmente a orbita. Podemos integrar essa expressao sobre todas as 
freqiiencias para determinar a distribuigao de energia por angulo solido, isto 
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dl 

d£l 



Como d esta relacionado a id pela equagao 24.56, temos 



Ent ao, 




3 

2 


3c/ 1 2 

dw ~T(^ + e 


5 d i) 


dX_ 

dQ 







zA s integrals valem 





entao, 


ou 



77T 2 

144 



5n 2 

144 



7tt 2 6 2 5?r 2 

144 + (i+02) 144 
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dX _ 7Q 2 1 5 6 2 

dn 647re 0 ( j_ + 02^ I + 7 (4, 4- 0 2 ) 

onde, novamente, o primeiro fator do termo entre colchetes esta associado 
a polarizagao paralela ao piano da orbita enquanto o segundo representa a 
polarizagao perpendicular a este piano. Aqui, e util considerar as expressoes 
assintoticas para as fungoes de Bessel modificadas K, u {x). Para temos 


onde 



e a constante de Euler-Masqueroni. Para x 1, temos 


(24.82) 


(24.83) 


K y {x) ~ 




(24.84) 


Observando a expressao 24.84, vemos que, quando a? 1, a intensidade da 
radiagao emitida descrita pela equagao 24.81 torna-se desprezivel. Isso ocorre, 
de acordo com a definigao 24,56, 




3 

2 


quando 0 torna-se grande, maior que um angulo critico 9 C para um dado u>. 
Alem disso, quanto maior menor o valor de 6 C a partir do qual a emis- 
sao e desprezivel. Assim, com o aumento de cj, cada vez menos radiagao e 
emitida para fora do piano da orbita. Note que, se u) for maior que um valor 
critico u; c , 'd sera grande para qualquer angulo 0, e a emissao sera desprezivel 
em qualquer diregao, incluindo as diregoes paralelas ao piano da orbita. Esta 
freqiiencia critica pode ser definida, de acordo com o uso geral, atraves de 
<0 ~ - quando 6 — 0, ou seja, de 24.56, 
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1 bu) c 1 

2 = ~3c ^ 


ou 




(24.85) 


que concorda com a definigao 24.27 feita anteriormente com base em um 
modelo bem mais simples. Se o movimento como um todo e circular, entao, 
de 24.28, 

c 

a* = - 

temos que 


U), 


n c ujq 


onde n c , o numero harmonico do sistema, e dado por 


n. 


3 

2 


7 


3/ E 


2 \7TloC 2 


(24.86) 


Continuando nossa analise, sabemos que, quando 7 > 1 (limite extre- 
mamente relativistico), praticamente toda a radia^ao e emitida no piano da 
orbita. Assim, vamos considerar a expressao 24.81 quando Q — 0, isto e, 


d 2 I 

du>d£l 


e=o 


Q 2 U 2 b 2 1 y2 r q\ 

127r 3 e 0 c 3 7 4/C | W 


(24.87) 


Quando lj -C uj c , $ <C 1, e usamos a expansao 24.82 para K. j,(i9), ou seja, 


JCzOS) 






2 tf 


7 


0 <1 


ou, usando o valor de 0, 


K 2 ( 0 ) 

3 




r (l)l(E)V 


1 


Portanto, temos 
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~ 3 


3 




T? < 1 


e, voltando a equagao 24.87, temos 


d 2 X 


Q 2 u 2 b 2 1 g 

- , Q 

k-)i 

dvodVt 

9=0 

127r 3 eoc 3 7 4 

V3/J 





ou 


d 2 l 

Q 2 

UH'il 

du)dVL 

0=0 47T 3 e 0 c 

' 3 )J 


2 



cj <C lu c (24.88) 


de modo que, para freqiiencias na regiao to cu c , a emissao cresce com cu . 
Vejamos agora o que ocorre no outro limite importante, que e uj > u c , ou 
$ 3> 1. Nesse caso, a expansao indicada e a dada pela equagao 24.84, ou 



# > 1 


ou 



7r 
2 



usando a definigao 24.85, temos 


$ » 1 




3c 3 __w_ 

-7 2 £ 2u; c ^ 

bu) / 5 


3> 1 


Portanto, 



e a equagao 24.87 torna-se 


» 1 


d 2 l 

dujdTt 


Q 2 UJ 2 b 2 1 7T 3c 3 

127r 3 eoc 3 7 4 2 


UJ 

Uc 


ou 


<N|00 
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d 2 1 

dujdfl 


9=0 


Q 2 ub 

87r 2 e 


0 c 2 7 


1 _ J±L 

—e 


oil ainda, em termos de u> 


C > 



dcodQ 


9=0 


3Q 2 7 2 uj _ul 

T7T~2- e Wc 

lo7r z 6oco; c 


* 

CO OJ c 


(24.89) 


Portanto, a emissao atinge um maximo em torno de uj = co c e a partir daf ela 
cai a zero de forma exponencial, como mostra a expressao 24.89. A figura 24.7 
apresenta, de forma esquematica, o comportamento da radiagao emitida em 
fungao da freqiiencia e do angulo solido, para a radiagao emitida no piano da 
orbita (6 — 0) por uma carga em movimento extremamente relativistico. 



Figura 24.7: Intensidade da radiagao emitida no piano da orbita 

(9 = 0) para uma carga em movimento extremamente 
relativistico em fungao da freqiiencia u e angulo solido. 


A abertura angular do feixe de radiagao emitido numa dada frequencia 
pode ser determinada nos dois limites discutidos acima. Quando oo < w c , o 
angulo critico pode ser obtido considerando-se #(0 C ) = 1, isto e, lembrando a 

definigao 24.56, 




3 

2 
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no limite extremamente relativistico 7 —> 00 , temos 



buj 

3 c 



3 

c 


OU 



3c \ s _ 1 /2 uj c \ 3 

buj/ 7 V u ) ’ 


w <§C u> c 


(24.90) 


onde usamos tambem a definigao 24.85 para a freqiiencia critica lo c > Da expres- 
sao acima, vemos que os componentes da radiagao com freqiiencias baixas 
podem alcangar angulos grandes de emissao fora do piano da orbita. 

Para determinar 6 C para o caso u) 2 > t o c , nao podemos usar diretamente 
i9(0), que e intrinsecamente grande nesse limite. A ideia e expandir, entao, a 
equagao 24.81, considerando tambem a expressao 24.84 e a definigao 24.56. 

Primeiro, temos 




3 

2 


ou 



ou, usando 24.85, 




3 

2 


Agora, de 24.84, temos, para qualquer v , 


M0) - 



ou 





^^(l + 7 2 # 2 ) 2 exp 

id 



e assim, 
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7T 2(jJ q / 9/i9\ — 

—- (1 + 7 z 9 2 ) 2 exp 

2 oj 


OJ 


OJ. 


(1 + 7 2 0 2 ) 2 


ou, expandindo os termos entre parenteses na exponential, 






ttoj, 


oj 


(1 + 7 2 0 2 ) 2 exp 


oj t 

1 + - 


u>. 


2 


Agora, voltamos a equagao 24.81, reescrevendo alguns termos, 


d 2 I 


2. .2u2 




(i +1 2 d 2 ) 2 \jcm+ 


du)dQ 127r 3 eoc 3 7 4 


2a2 


Y& 


1 + 7 2 0 2 5 


Kliti) 


e entao, como as fungoes K. y (d) tem a mesma expansao, e usando novamen- 

te 24.85, 


d 2 X 

dujdVL 


Q 2 u> 2 b 2 Y / 3c \ 2 

127r 3 enC 3 \2fcu; c 


2n2\2 


(1 + 7 0) 


1 + 


Yd 2 


1 + 7 2 0 2 J 


x 


7TOJ 


U) 


(1 + 7 2 0 2 ) 2 exp 


Y i + 

UJ„ \ 


2n2 , 1 


2 


ou 


d 2 l 

dojdVt 


2*,2 


3Q 7 


] 167r 2 eocw 


OJ _ J±L 

e 


(l + 7 2 0 2 )^ 


1 + 


7 


2 a 2 


1 + q 2 0 2 J 


_ 3uJ r y 2 0 2 

e 2 wc 


E importante notar que a multiplicagao da expansao do termo entre parenteses 
: com o termo entre colchetes resulta, em primeira ordem, apenas no numero 
1 , ja que 1. Alem disso, recordando a expressao 24.89, o termo entre 

chaves corresponde a grandeza determinada naquela equagao, ou seja, 


d 2 l 

dojdQ 


d 2 l 

dojdfl 


Zoj^e 2 

2 OJn 


e=o 


(24.91) 


que decai exponencialmente. O valor e x , que corresponde ao angulo crftico 
0 C , ocorre quando 



ou seja, 
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U) U) c 


(24.92) 


Neste caso, a emissao das componentes de frequencias muito altas ocorre nu- 
ma regiao de abertura angular muito pequena em torno do piano da orbita, 
de acordo com nossos resultados anteriores. A figura 24.8 ilustra o comporta- 
mento da radiagao emitida em fungao do angulo 9 de emissao. 


d 2 I 

dcod£2 



Figura 24.8: Comparagao entre as intensidades da radiagao 

emitida em fungao de 9 para os tres regimes 
de freqiiencia. 


Note que e preciso ter em mente o real significado das expressdes “angulos grandes” ou 
“angulos pequenos” quando nos referimos a abertura angular e ao angulo critico 0 C . Em todas as 
expressoes relacionadas a emissao de radiagao, sempre aparece o fator 'yO envolvendo o angulo 0. 
Isso indica que esse fator e uma unidade natural de medida de angulos e que comparaqoes devem 
ser feitas considerando-se o valor 


„ ,, 1 
70 = 1 => 6 ~ - 

7 

que delimita os comport ament os 70 1 e 7 0 1 . Assim, angulos 0 sao grandes quando comparados 
com 7 —1 , o qual, no limite relativfstico, e pequeno, visto que 7 1 . Portanto, de forma relativa, 

um angulo 0 C = 1 ° pode vir a ser grande ou pequeno, dependendo da freqiiencia to considerada. 
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Alem de estudar o comportamento da energia irradiada em fungao do 
angulo solido, podemos determinar a distribuigao da energia em fungao da 
freqiiencia de emissao, o que e feito integrando-se a expressao 24.81 no angulo 

solido, isto e, 

dI - o 

du I dudSl 


OU 


di n r d 2 i 

— — 27r -— sen u ad 

du J o dudit 

A integral acima envolve varias manipulagoes 6 e apresentamos apenas o re- 
sultado final 


di \/3Q 2 7 ^ 

dlO 47T6oC u c 



(24.93) 


^Podemos estudar os limites de baixa e alta freqiiencia para esta expressao. 

h 

No caso de baixas freqiiencias, u <C u c , temos, pela expansao 24.82, 



de modo que achamos 

du) 4 tv€qc u c I2 \xJ 


i- 





dX _ % /3Q 2 7 2tr(|) u / 3\ / 1 \°° 

du 47reo c 2 tu c \ 




dX _ V3Q 2 j 3 /2\/2\ ^ (u 

duo 47reo c 2^3/ \3/ u c \u c 


2 

3 


' 6 Veja, por exemplo, J. Schwinger, Phys. Rev. 75 (1949) 1912. 
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ou ainda, 


dl _ \/ 3 Q^y^/ 2 \ 

di^ 43 7T6qc ^ 3 / \cj c 


U> <§C U) c 


(24.94) 


Assim, a energia emitida por unidade de freqiiencia cresce com cj 3 na regiao 

/ 

de baixas freqiiencias. E um crescimento suave, como se ve na figura 24.9. 



Figura 24.9: Intensidade da radiagao emitida 

por unidade de freqiiencia para 
os tres regimes de freqiiencia. 


O outro limite importante ocorre quando u) tu c , de modo que usamos 
a expansao 24,84, 



e a integral fica 


ou 


oo 


KLsix) dx 

UJ_ 3 

ix)C 



r OO 

/Cs (x) dx — 

3 



CO 



UJ 




Podemos realizar uma integracao por partes, chamando 
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dv 
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Portanto, 
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X 2g 


dx 


UJ 


Vamos realizar mais uma integragao por partes, considerando 


u 


dv 


_ 3 

X 2 


—X 


dx 



du 



v 


3 -x-i dx 
2 


— X 


e assim, 


oo 


u 

U>c 


Kb (x) dx 

3 






UJ 


UJ 


UJ 


c — 

— e 


1 

2 


a; 


— —X 

2 e 


oo 

Wc 


3 

2 


OO 


x 2 e x dx 


UJ 

UJ C 


ou 


OO 


UJ 

UJ C 


K s (x) dx 

3 




CJ c _ EL 

—e 


cu 


1 


UJ, 


2 La; J 


2 _5±L 3 

e + - 

4 


oo 


x 2 e x dx 


UJ 

UJ C 


Continuando com esse procedimento, e facil ver que as corregoes ao primeiro 

_r 

termo entre chaves podem ser escritas como 


OO 


u> 

LJc 


Kb (x) dx 

3 




UJq _ EL 

- c Wc 


UJ 


O 


to, 


UJ 


2_LiL 

e 


Como estamos no limite uj uj C} o termo principal e o primeiro, ou seja, 
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Ll>c 


7 r 
2 



c 




U 

LJC 


Assim, voltando a expressao 24.93, temos 


UJ UJ C 


dl _ V3Q 2 j u 

du) 47T€oc uj c 



L _£±i_ 

—e 

UJ 


ou 


dl 

duj 


3 Q 2 7 [uj 
-/— e 

327T €qC V w c 


uj UJ C 


(24.95) 


que decai exponencialmente com uj. O comportamento para altas freqiiencias 
tambem esta mostrado na figura 24.9. 

Se a carga em movimento descreve uma trajetoria circular de forma 
periodica, o espectro de emissao e na verdade discreto, e as freqiiencias emiti- 
das sao dadas por multiplos da freqiiencia fundamental ljq — 5 . Nesse caso, o 
periodo do movimento e dado por T = ^,ee mais comum definir a potencia 
emitida no harmonico de ordem n, ao inves da energia. Assim, temos 


dP n 

dn 

Pn 


1 d?l 


U)Q 


T duidfl 


LJ=ncjQ 


1 dl 


UJQ 


Tdu 


oj—ncoQ 


OU 


dPn 

dfl 




c \2 d 2 l 


bJ dtjdQ 


c \ 2 dl 


U)=7lLJo 


b / duj 


oj=nujQ 


Para converter energia em potencia, dividimos as expressSes relacionadas a 
1 por T. Para obter as grandezas por harmonico ao inves de por unidade de 
freqiiencia, multiplicamos por ojq. 

A radiagao smcrotron descrita por 24.81 ou 24.93 e utilizada, como ja foi 
dito, na invest igagao cientifica em muitas areas, como Fisica, particularmente 
em Fisica de Aceleradores, envolvendo o projeto e a propria montagem dos 
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; equipamentos necessarios ao funcionamento das maquinas, Materia Conden- 
sada, Astroffsica, com a produgao de raios-x de alta energia (raios-x “duros”) 
e raios ultravioleta, Quimica (raios-x de baixa energia, ou “moles”, apropria- 
dos ao estudo de micelas, polfmeros e macromoleculas), Biologia (cristalo- 
grafia de protemas), Engenharia de Materiais (difragao de raios-x), Medicina 
(imageamento e danos provocados por radiagao ultravioleta e raios-x), Eco- 
logia (EXAFS ou fluorescencia de raios-x em sedimentos, agua, para inves- 
tigar contaminagao), etc. Um laboratorio smcrotron, de fato, reune diversos 
pesquisadores de varias areas diferentes, sendo inerente a sua interdisciplina- 
.ridade. Assim, a construgao, funcionamento e experiencias feitas utilizando 
essas maquinas implicam em avangos cientificos a curto, medio e longo prazos, 
o que por si so justifica o investimento nelas feito. Particularmente no caso 
^brasileiro, vale destacar que o smcrotron do LNLS foi todo construido com 
tecnologia e mao-de-obra national, e todos os equipamentos foram e sao de- 
fsenvolvidos aqui, o que tern gerado uma vasta gama de profissionais altamente 
?capacitados, alem de inumeros avangos na pesquisa cientifica. 

Como ultimos coment.arios acerca da emissao de radiagao por cargas 
'^em movimento, em particular, do funcionamento de smcrotrons, e interessante 
apresentar dois dispositivos utilizados em aneis smcrotron com fins especificos. 
Tais dispositivos, chamados de dispositivos de “insergao”, sao os wigglers e os 
unduladores , os quais se baseiam na ideia de que campos magneticos defletem 
cargas atraves da aplicagao de forgas magneticas. Se um campo magnetico 
for aplicado perpendicularmente a diregao da velocidade da carga, produzira 
iiela um deslocamento transversal por causa da forga magnetica perpendicu¬ 
lar tanto a v como a B. Durante a aplicagao do campo, ha uma aceleragao 

V- 

;^e, conseqiientemente, a carga emite radiagao no processo. Essa radiagao pode 
ter uma dispersao em freqiiencias bem maior que a radiagao emitida normal- 
mente num smcrotron, alcangando freqiiencias bem mais altas, no caso dos 
higglers, ou entao pode ser quase monocromatica, com alta intensidade con- 
centrada numa dada freqiiencia, no caso dos unduladores. Para estuda-los, 
vamos considerar inicialmente uma carga movendo-se em linha reta no piano 
%y com velocidade extremamente relativistica. de modo que (3 —> 1 ou 7 —> 00 , 

Vamos agora dispor uma sucessao de campos magneticos conforme mos- 
“tra a figura 24.10. A carga move-se com velocidade v no sentido positivo do 
tixo y, enquanto os campos magneticos estao na diregao z. Eles sao alterna- 
dos, como mostra a figura, de modo que a carga descreve uma trajetoria de 
vai-e-vem em torno do eixo y por causa da forga magnetica, ora positiva, ora 
negativa, que e produzida na diregao x. Durante essas oscilagoes, a carga emi- 
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te radiagao, ja que esta acelerada. Se os campos magneticos se alternam com 
um intervalo espacial Ag, entao a carga oscila de uma forma aproximadamen- 
te senoidal com o mesmo comprimento de onda, no piano xy. A amplitude a 
do movimento da o maximo afastamento da diregao y, e assim, conforme a 
figura 24.11, podemos escrever 



Figura 24.10: Representagao do princfpio de funcionamento 

de um disposifcivo de insercao. 


x ~ a sen 


2tt y 

A# 


(24.96) 


Na figura 24.11 mostramos tambem o angulo 5, que representa o maior afas¬ 
tamento angular em relagao a diregao original de movimento da carga. 


Assim, 5 pode ser determinado mediante 




27ra 

A b 


Como 5 e pequeno, podemos aproximar a tangente pelo angulo. Alem disso, 
definimos tambem 



2n 

A b 


onde kg e um numero de onda associado ao sistema, de modo que temos 
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Figura 24.11: Trajetoria oscilante descrita pela carga sob a 

agao dos campos magneticos de um dispositivo 
de insergao. 


5 = k$a 

Quando 7 ^ 1 , ou seja, quando estamos no limite extremamente relativistico, 
a emissao se concentra num regiao de abertura angular bastante pequena, 
da ordem de A9 = 7” 1 em torno da diregao do movimento. Como a carga 
descreve um movimento oscilante em torno de uma dada diregao ao passar 
pelos campos magneticos do dispositivo de insergao, dois comport ament os 
diversos podem ocorrer. 


24.5.1 Wigglers 

Um wiggler e caracterizado por ter 


<5» A6 


ou seja, o feixe de radiagao oscila apreciavelmente em relagao ao observador, 
que percebe uma sucessao de “piscadas” do feixe com uma freqiiencia 




cks 

2tt 


Portanto, para-uma periodicidade espacial do campo magnetico da ordem de 
alguns centimetros. temos uma freqiiencia de repetigao da ordem de 10 10 
Hz, ou 10 GHz. Conforme ja vimos, a emissao como percebida pelo observador 
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ter a componentes apreciaveis em freqiiencia ate cerca de 7 s vezes o valor da 
freqiiencia natural c^o, a qual e dada por 

c 

~ T 
bo 

onde bo e um raio de curvatura efetivo da orbita, que pode ser determinado 
aproximadamente considerando o inverso do modulo da derivada segunda da 
equagao 24.96 aplicada no ponto de maxima amplitude, isto e, 


ou 





-l 


h — 

0 fc|a 2n6 

Assim, o uso de um wiggler pode ampliar consideravelmente a faixa de fre- 
qiiencias dispomveis para uma dada experiencia num smcrotron. Note que a 
ampliagao do intervalo de freqiiencias e acompanhada por uma diminuigao na 

intensidade do fluxo de energia por unidade de freqiiencia, ja que de alguma 

/ 

forma a energia deve ser conservada. E util definir o parametro 


v = *y5 

de modo que wigglers sao caracterizados por terem v 1. A freqiiencia critica 
fica, entao, da ordem de 




27rc 




24*5.2 U nduladores 

No caso dos unduladores, temos 

M 


1 


rCl 
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isto e, o feixe de radiagao emitida oscila muito pouco em torno da diregao 
de movimento original, e o observador percebe um feixe de radiagao coeren- 
te vindo de todas as oscilagoes da carga. Se tivermos um numero infinito de 
imas e perfeita coerencia, o feixe torna-se monocromatico. Na pratica, ha uma 
dispersao em freqiiencias da ordem de 0(N~ 1 ). Portanto, o uso de um undu- 
lador permite concentrar toda a energia emitida num espectro de freqiiencias 
bastante reduzido, aumentando, portanto, a brilhancia do feixe naquela faixa 
de freqiiencias. 

Com o estudo qualitativo de wigglers e unduladores, encerramos o estu- 
do da radiagao emitida por cargas pontuais. No proximo capitulo, a emissao 
por distributes extensas de cargas e correntes e estudada. Vejamos agora 
alguns exercicios. 


24.6 Exercicios 

24.1 Obtenha a potencia total emitida por uma carga em movimento cir¬ 
cular uniforme integrando a expressao 24.24, e mostre que ela e dada 
pela equagao 24.25. 

24.2 Mostre que as equagoes 24.62 e 24.63 podem ser convertidas em fun- 

goes de Airy ou suas derivadas, mediante transformagoes apropriadas. 



Capitulo 25 


Radiagao, II: Multipolos e 
Antenas 

No capitulo anterior es,uda.es a radial enritida por cargas pon- 

tuais em movimento. Num certo sentido, exercitamos uma visao “microsco¬ 
pical da emissao. Podemos pensar agora num outro limite, macroscopico, 
que envolve distributes extensas de carga e corrente que variam em fungao 
do tempo. Tais distributes tambem podem emitir radiagao, a qual e o re- 
sultado das contributes individuais de uma grande quantidade de cargas. 
Para distributes arbitrarias de cargas e correntes, a exemplo do que ocorreu 
mo capitulo 8, e possivel expandir as distributes em termos de multipolos 
eletricos e magneticos e identificar os campos eletricos e magneticos gerados 
por eles, permitindo obter a radiagao emitida por cada momento de multipolo. 
Assim, nosso objetivo neste capitulo e estudar esses multipolos, suas proprie- 
dades e, tambem, os modos de produgao e recepgao da radiagao emitida por 
eles, o que envolve antenas transmissoras e receptoras. Antes de estabele- 
cer relagdes formais de validade mais geral, vamos iniciar determinando em 
mais detalhes a radiagao emitida por dois importantes multipolos, os dipolos 
eletrico e magnetico. 


25.1 Dois Sistemas Radiativos Importantes 

Nosso objetivo agora e estudar a radiagao emitida por duas configu- 
ragoes de cargas e correntes que sao de grande relevancia, ou seja, um dipolo 
eletrico e um dipolo magnetico. 
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25.1.1 Radiagao Emitida por um Dipolo Eletrico Oscilante 

Para determinar a radiagao emitida por um dipolo eletrico pontual, 
vamos considerar duas cargas +Q e —Q (Q > 0), situadas como na figura 25.1, 
separadas por uma distancia d que e muito menor do que a distancia r entre 
o centro do dipolo e o ponto de observagao P. Por hipotese, as cargas oscilam 

no tempo de acordo com 1 

Q(t) = Q(0) cos out = Qocosuit 

e temos um dipolo eletrico oscilante, com momento de dipolo 

p(t) = Q(t)d — Qodcosut'k = pocosut'k 

onde 

Po = Qod 


x 


Figura 25.1: Configuragao para o calculo da radiagao 

emitida por um dipolo eletrico. 

Como e de se esperar, vamos considerar o limite d r e realizar uma 
expansao em serie de Taylor, guardando termos ate primeira ordem em d. 


1 Note que e uma hipotese bastante justificavel, ja que ? mesmo que a dependencia temporal 
seja diferente de uma fungao harmonica, como senos ou cossenos, sempre e possfvel utilizar 
uma analise de Fourier, o que resulta numa combinagao de fungoes harmonicas. 
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Para determinar £ e £3, precisamos dos potenciais retardados V e A. Para o 
potencial escalar eletrico retardado temos, por 20.106, 

v(f, t) = -1 - 9—. 

47reo R-R.p 

sendo que devemos lembrar que as grandezas devem ser avaliadas no tempo 
retardado t r dado por 20.33, 


t 


r 





Como as cargas estao paradas, temos j3 = 0. 0 potencial das duas cargas fica 



r 

Qo cos co(t 






onde 



r 2 rd cos 9 + 



Consider an do agora que d«r, temos 


R± = r 



d 


cos 9 + 



4 T 2 


1 

2 


€ 


ou, em primeira ordem em d, 


R± = r 



Portanto, temos tambem 


ou 



R+ r 




e os termos envolvendo o cosseno ficam 


(25.2) 
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OU 


COS 


LJ 




R± 


) 


COS< LJ 


t 


r 


(it 


A 

2 r 


COS 


oh 



— cos 




t od 
2c 


cos 9 


que pode ser reescrito como 


cos 



cos 



cos 



=(= sen 




Agora, podemos efetuar a segunda aproximagao. Como queremos que a fonte 
seja pequena quando comparada com as dimensoes do problema, nao deve 
haver retardo apreciavel na emissao produzida por uma das duas cargas que 
formam o dipolo em relagao a outra na regiao do dipolo, ou seja, a radiagao 
emitida pelas duas cargas deve sair do dipolo ao mesmo tempo. Assim, como 
A e o comprimento de onda da radiagao de freqiiencia angular u>, queremos 
que (i « A, o que implica que a onda emitida por uma das cargas percorre 
uma distancia muito pequena dentro do dipolo quando comparada com o seu 


proprio comprimento de onda. Nesse limite, que tambem pode ser escrito 
como d — 2 , podemos aproximar a expressao acima por 


cos 


U) 


(* 


R± 


) 


cos 


U) 


(t-z) 


C' J 


tod 

=F — cos 0 sen 
2c 


UJ 




r 


-ch 


(25.3) 


Reunindo agora as equagSes 25.2 e 25.3 em 25.1, temos 


V(r, t) 


Qo 


47re 0 ( 


< cos 


U) 


(t-z) 


C J 


u>d 

2c 


cos 9 sen 


«(*--) 

. c 





ujd 
2c 


cos 6 sen 




d 


2 r 


cos 9 



ou 



- cos 9 cos 
r 




cos 9 sen 



2 Na verdade, A = - = —, mas o fator 2tt e irrelevante aqui. 
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ou ainda, 



- cos 9 cos 
r 



— cos 9 sen 
c 


*(*--) 

c 


Note que, quando lo —» 0, isto e, quando estamos no limite estatico, temos 



Po cos 9 
47T6o^ 2 


que esta de acordo com a expressao 5.33 para um dipolo pontual situado na 
Origem. Interessam-nos agora os potenciais emitidos pelo dipolo e que dao 
i>rigem a radiagao observada a grandes distancias dele. Assim, queremos que 
haja um retardo apreciavel entre os instantes em que a radiagao e produzida 
hqo dipolo e recebida no ponto de observagao, de modo que devemos ter a 
txmdigao r > A, ou tambem, r ~j. Nesse limite, o potencial eletrico do 
alipolo fica 

Lb.-.- ' 



Pqcj cos 9 
— -sen 

47T€oCr 




Para obter o potencial vetor magnetico, partimos da corrente eletrica que 
%ircula entre as cargas, obtida por meio de 


dQ 

dt 


Qquj sen u>t 


Agora, usamos a relagao 16.6, 


/ 

que fica, para o nosso caso, lembrando que a corrente deve ser calculada no 
tempo retardado, 




d 

2 



u) sen 


U) 




d R 

2 


: pnde, pela figura 25.1, 



r 2 — 2rzcos 9 + z 2 
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Considerando agora que d r, temos 


R = r 1 


— cos 0 + 


r 


r 


ou, em primeira ordem em d, 


e tambem 


R = r (1 — - cos 0 

r 


1 

R 


1 / z \ -i 

— (1 — — cos $ 

r \ r 


ou 


1 

R 


- f 1 + - cos 0 
r V r 


de mo do que 


ou 



u Rc 

1 r 

sen 

u(t -) 

— sen < u 


V C - 

J l 


/ R\ 

Jr 

sen 

U)(t - ) 

— sen< 


. c J 

L 


r(l — - cost?) 


t 


c 


, r, uz 

L0{t -)-COS & 

c c 


ou ainda, 


sen 


to 


{ R\ 

c 


sen 


r\l 


to 


(t--) cos 


fiOZ 


cos 9 


\ c 


cos 


r 


CO 


(t--) 

K C / J 


( UJZ a 

sen^— cost/ 


Como d <C A e z| < d, temos 




< A, de modo que podemos efetuar a 


aproximagao equivalente \z\ <C obtendo 


sen 

co(t 


^ sen 

U)(t 

--) 


\ 

c y J 


\ 

c } \ 




cos 0 cos 


(U 


(*--) 

^ c 


Voltando a integral para determinar A, temos 
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A 


Qpupo r 
4n 

d 
2 


X 


d 

2 


sen 

oj(t 


uz a 

— cos 6 cos 

oj(t 


l 

\ 

c \ 

c 

\ 

c J 


— (1 + — cos 9 ) dz 

r \ r 


ou 


A 


Qo^/io 

4irr 


d 


c 


f / r\i 

/ 2 

r / r N i 

k l 

sen 

u>(t -) 

/ cfc-cos 9 cos 

u(t -) 



v c J 

J-i c 

v c J 


d 

2 

d 

2 


z dz 


cos 9 

H-sen 


r 


oj 


(*--) 

x c ; 


2 oj cos 2 9 

zdz -cos 

d c r 

2 


r 


OJ 


(*--) 

v C J 


d 

2 

d 

2 


z 2 dz 


e entao, 


A 


QqOJ^O 

Airr 


k< dsen 


OJ 


(*--) 

c 


d 3 oj cos 2 6 


12 c 


cos 


r 


r 


OJ 


(*--) 

K c 


No limite d <C resta apenas 


A(r, t ) 


Po^PO 
47rr 


sen 


r 


u; 


i- 1 

v c j 


k 


(25.5) 


De posse dos potenciais dados pelas equagoes 25.4 e 25.5, podemos calcular 
os campos eletrico e magnetico. Vamos precisar de 


VV 


d 6 d 

r —|— _|_ 

or 


d pouj cos 9 
r d9 ’ rsen9d<fi\ _ 47reo cr 


sen 


OJ 


(*--) 

x c 


onde usamos o operador V em coordenadas esfericas (equagao B.16). Desen- 
volvendo a expressao acima, temos 


VV 


Pouj cos 9 

47T€QCr 


sen 

- 1 

e 

§): 


L 



r 


OJ 

H— cos 
c 


«(*--) 

. C J 


Pqoj sen 9 
+ —- rr sen 

47 T€QCr A 


OJ 


(* 


r 


a 


r 

e 


ou, lembrando que r > ^ na regiao de interesse, 


VV 


Pou> 2 cos 9 
47reoc 2 r 





A 

r = 

u 0 p 0 a> 2 cos 0 



cos 

cj \t 

c\ 

= cos 

47rr 

u;( £ 

"c4 


(25.6) 


564 


25. RADIAQAO, II: MULTIPOLOS E ANTENAS 


Vamos usar tambem 


dA 

dt 


Pqv W) 

47rr 


cos 


to 


(* 


-) 
c j 


k 


Po^ >0 

47rr 


cos 


to 




r 


X 


(cos 9 r — sen 6 6) (25.7) 


Podemos obter o campo eletrico mediante 20.3, 


£ 


VV 


dA 

dt 


ou seja, usando as equates 25.6 e 25.7, 


£ 


popo<o 2 cos 6 
Airr 


cos 


to 


( 4 


r 


-x 


p 0 OJ no 

4-cos 

47t r 




(* 


r 


c), 


(cos 0 r — sen 9 6) 


ou 


£ 


Po^Po 
Anr 


sen 9 cos 


r 


to 


(*--) 

v C J 


9 


(25.8) 


O campo magnetico e calculado por intermedio de 20.2, 


B = VxA 


Utilizando a expressao B.19 para o rotacional em coordenadas esfericas, temos 


VxA 


rsenfl 


8 


89 


( 


sen 


9AO 


8Aq 

8<j) _ 


+ 


9 


1 8A 


r 


d 


sen# d(j) 


dr 


(' rA 4>) 


+ 


A 

0 


r 


8 


dr 


( rAg ) 


8A, 

89 


Como A nao depende de 0 nem apresenta componente nessa diregao, temos 
apenas 



ou, lembrando 25.5, 
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A{r, t ) = 

A(f, t) = 


PQUJfiO 

— -sen 

47rr 

Pquj^o 

— -sen 

Attt . 



temos 



Portanto, 



Pouj 2 ho 

—--sen 0 cos 

47TC 




PO^MO a 
— -sen 9 sen 

4 7TT 



B 



sen 9 cos 



Po^o a 
— -sen 0 sen 



ou 



Po^Vo 

47rcr 


sen 6 




Novamente no limite r>-, temos 

to ’ 



Po^ 2 Mo 

47rcr 


sen 9 cos 




E interessante observar que os campos £ e B sao mutuamente perpendiculares 
e dao origem a uma onda que se propaga na diregao radial a partir do dipolo 
oscilante. Alem disso, temos tambem a relagao 



para os modulos dos campos, que representam ondas esfericas partindo do 
ponto onde esta localizado o dipolo. A amplitude dessas ondas decai com 0 
transporte de energia pode ser calculado por meio do vetor de Poynting 21.10, 


S — £ xH 
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que fica, usando as equagoes 25.8 e 25.9, 





r 



Pquj 2 ho 
4 ITT 


sen 6 cos 



-) 

c J j 


9 



Po^Vo 

Alter 


sen 6 cos 



r 


j), 


A 


ou 


5 


2 4 

P&> w 

I67r 2 cr 2 


Q 9 

sen 0 cos 



r 


Num ciclo completo, obtemos o vetor de Poynting medio como sendo 



2 4 

327T 2 cr 2 



Note que, no eixo do dipolo, send = 0 e nao ha emissao nessa diregao, enquan- 
to a maxima emissao ocorre no piano perpendicular ao dipolo, que o divide 
ao meio (9 = f). 0 padrao de emissao e muito semelhante ao apresentado 
na figura 24.1 para uma carga acelerada em velocidades nao-relativisticas. A 
potencia media total irradiada e obtida integrando-se a expressao acima, que 

fica 



(S) • r dA 


ou 


7r 


0 



Vo gen 2 ^ f . f r 2 sen Odddcj) 
32ir 2 cr 2 


que fica 




2 4 

Po^ Vo 

327 r 2 c 


4 

3 



7r 




OU 



2 4 

Po^po 


12irc 


(25.10) 
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Note que a potencia irradiada cresce bastante com o aumento da frequencia 
oj da radiagao emitida, E possivel explicar o tom azulado do ceu e o averme- 
Ihado do amanhecer e do anoitecer mediante um modelo simples envolven- 
do radiagao emitida por dipolos eletricos. Supondo-se que existam moleculas 
polarizaveis no ar, quando radiagao solar incide sobre elas, ocorre a produ- 
gao de dipolos eletricos induzidos, que oscilam sob a agao dos campos ele- 
tromagneticos responsaveis pela radiagao solar. Como o Sol emite radiagao 
num vasto espectro de freqiiencias, as moleculas tambem oscilam em varias 
freqiiencias diferentes, reemitindo, ou espalhando, radiagao em todas as di- 
regoes, exceto na diregao do eixo do dipolo. Como a potencia emitida cresce 
com a frequencia, os tons azulados, que tern freqiiencias maiores do que os 
vermelhos, sao muito mais espalhados do que estes, fazendo com que o ceu 
tenha uma tonalidade azul 3 . Alem disso, os dipolos que oscilam numa dire- 
jao paralela a que e definida pela linha que une a posigao do dipolo com a 
posigao do observador nao podem emitir radiagao nessa diregao, de modo que 
a luz do ceu espalhada e parcialmente polarizada, o que pode ser facilmente 
^verificado usando filtros polaroides. No amanhecer ou no anoitecer, a luz do 
Sol atravessa uma camada mais espessa de ar ate chegar aos olhos, e grande 
;parte dos tons azuis da luz visivel sao espalhadas e a radiagao que chega ao 

L+ . 

^observador e formada basicamente por tons avermelhados, explicando assim a 
ionalidade do amanhecer ou do anoitecer. Vejamos agora a radiagao emitida 
por um dipolo magnetico oscilante, 

-•Jn 


25.1.2 Radiagao Emitida por um Dipolo Magnetico Oscilante 

Vamos determinar agora a radiagao emitida por um dipolo magnetico 
oscilante. Para representar o dipolo, vamos considerar uma espira de raio a, 
como mostra a figura 25.2. 

Por hipotese, na espira circula uma corrente i (t) oscilante, dada por 

i(t) = i(0) cose ot — io coseui 

de modo que o momento de dipolo magnetico correspondente e 

r> a a 

m(t) = i(t)7ra k = mo coscut k 


"H 


3 Exceto, e claro, se voce estiver olhando diretamente para o Sol. 
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Figura 25.2: Espira utilizada para representar um dipolo magnetico. 


onde 


mo = to^ra 


(25.11) 


Como a espira esta descarregada, o potencial escalar eletrico retardado e nulo, 
ou seja, 


V(f, t) 


(25.12) 


No caso do potencial magnetico retardado, usamos a equagao 16.6, 


A 


Mo 

47T 


i dl 


sem esquecer que a corrente deve ser avaliada no tempo retardado i r , dado 
por 20.33, 


r — f f R(t r ) 

t r = t -= t -— 

c c 


de modo que temos 
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7 Mo f to cos v(t-&) jjr 

A 4n J R 

Se considerarmos, para simplificar, que r situa-se no piano yz : o potencial 

11 ^ ___ 

vet or A deve ter apenas uma component e na diregao x, ja que na diregao y 
as contribuigoes devem se anular por causa da simetria da situagao. Assim, 
como 



a sen cj) dcf) i + a cos (j) dcp 



ficamos com 



/^o l o a i 
4tv 


2tt 




sen 4> d(p l 


Agora, pela lei dos cossenos, temos 


(25.13) 


R — \]a 2 + r 2 — 2 ar cos 7 
Alem disso, da figura 25.2, temos tambem 

A A- 

r — r sen 6 j + r cos 6 k 



Entao, 


r 


/ 


a cos <f> i + a sen <f> j 


r • r 


/ 


ar cos 7 — ar sen 6 sen <p 


de mo do que 


R = \Ja? + r 2 — 2ar sen 6 sen cj) f 

Agora, devemos considerar que o dipolo magnetico e muito pequeno quando 
comparado com a distancia r, de modo que ele pode ser considerado um dipolo 
magnetico pontual. Assim, queremos que 


a 
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Nesse limite, temos 


R — r 




cl _ 

2 - sen u sen 
r 



ou, expandindo em serie de Taylor e considerando apenas termos em primeira 
ordem, 


Conseqiientemente, 


Alem disso, 


R~ r 


— sen 0 sen <j> f 

r 



(25.14) 


cos 


OJ t 


R 


c 




C0S< UJ 


l 




t 


r 

-( 1 
c 


a 


r 


sen 6 sen $ 


cos 


UJ 


( R\ 

[t -- 

\ c) 


r^j 


cos 


r\ au) n ,/ 

uj\t -M-sen 6 sen <p 

c/ c 


ou 


cos 


UJ f t 


R 


cos 


r 

uj ( t - 

c 


auJ a Jj 
cos i — sen 0 sen <p 


sen 


r 

uj (t - 

c 


f au) a a! 
sen — sen 0 sen <p 

\ c 


Agora, fazemos a segunda aproximagao, que consiste em considerar que o 
dipolo magnetico e muito pequeno quando comparado com o comprimento de 
onda da radiagao emitida, de modo que nao ha retardo apreciavel dentro da 
fonte (o dipolo). Assim, temos 

a < A 

ou, de forma equivalente, 

(25.15) 

UJ 

Entao, considerando que cosS «1 e sen S w se 5 < 1, temos 
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cos 


LO I t 


R 




COS 


r 

UJ (t - 

c 


auj 


sen 


r 

uj ( i - 

c 


sen 9 sen <fi* (25.16) 


Agora, substitirimos as equagoes 25.14 e 25.16 na expressao 25.13, ou seja, 


A 




AtQlQQ 1 

4n 


27T 


COS 


0 


r 

LJl t - 

c 


auj 


c 


sen 


uj t 


r 


sen 9 sen <// 


x 


- (1 + — sen 6 sen $ 

r \ r 


sen <$ d<$ 


ou 


27T 


+■ * 


A 




fiQiQa i 

47 T r 


< 


o 


COS 


T 

UJ ( t - 

c 


a 

H— cos 
r 


r 

uAt - 

c 


sen 9 sen <j> 


auj 


sen 


r 

uj I t - 

c 


sen 9 sen <fi f 


2 

a uj 


cr 


sen 


r 

uj{ t - 

c 


sen 2 9 sen 2 $ > sen <\> d$> 


0 ultimo fator pode ser desprezado em comparagao com os outros dois, de 
mo do que 


27T 


A 




WtQfl 1 

Airr 


cos 


l^o^oa i 

47rr 


o 

27T r 

a 


r 

uj[ t - 


sen (f> d(j> 


o 


1 

- cos 
r 


r 

uj ( t - 

c 


UJ 


sen 


uj 11 


r 


c 


>sen 0 sen 2 (j) d(f) 


ou 


* * 


A 




Hoipai 
47 rr 


cos 


r 

ujI t - 

c 


2 tt 


sen (j) l d(f) 


o 


Motpa i 
47rr 



1 

- cos 
r 


UJ 


i r 

t - 

V c 


UJ 


sen 


r 

uj (t - 



27T 

2 / / 

sen 9 I sen <p d<p 

o 


A primeira integral e nula, enquanto a segunda vale 7 r, de modo que temos 
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A 




AWo a i 
4 r 


1 

- cos 
r 


r 

UJ (t - 

c 


UJ 


sen 


r 

uj (t - 

c 


send 


Para uma posigao f qualquer, o potencial vetor magnetico deve estar na di- 

A 

regao do versor 0, de modo que, usando tambem 25.11 ? temos 



M o m o 

47T 


1 

“ cos 
r 



UJ 

-sen 

c 





(25.17) 


No limite estatico (uj —> 0), achamos 



/iotno sen 0 
47r r 2 



que esta de acordo com a expressao 16.23 obtida anteriormente para o dipolo 
magnetico pontual. 

Para determinar a radiagao emitida pela fonte, devemos considerar ain- 
da a situagao em que ha um retardo apreciavel entre a fonte e o ponto de 
observagao, de modo que queremos que 


r » A 


ou 


c 

r » — 

LJ 

Nesse caso, na regiao de radiagao, o primeiro fator do termo entre colchetes 

na expressao 25.17 pode ser desprezado em comparagao com o segundo, de 
modo que temos, nessa regiao, 



^omou; 

— -sene jj 

47rc 




Podemos obter o campo eletrico mediante 20,3, 



r » 


UJ 


(25.18) 


e entao, usando 25.18, achamos 
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£ 


Hompuj 

47rc 


cos 


r 

uj (t - 

c 


send 


r 


a 

4 >, 


0 campo magnetico e calculado por meio de 20.2, 


B = VxA 


r :» 


u> 


(25.19) 


Utilizando a expressao B.19 para o rotacional em coordenadas esfericas, temos 


VxA 


r sen 0 


8 


80 


( 


sen 


BA*) 


8A 


e 


8(f) _ 


+ 


e 


r 


1 8A 


8 


sen# 8d> 


dr 


(' rA <t >) 


+ 


0 


8 


dr 


(rAg) 


8A, 

~80 


—# A 

Como ^4 nao depende de </> nem apresenta componente nas diregoes r e 9, 
iemos apenas 



d 


r sen 6 dd 


( 


sen 


BA+) 



5>u, usando a equagao 25.18, 


VxA 


d 


r sen d dd 


u) 

Airc 


sen 


r \ I sen 2 d 

uj (t - 

c 

, 08 } fiomou> 

+ 7a;(^^ sen 


UJ I t - 

c 


sen d 


ou 


VxA 


VqWqUJ 

87 rc 


sen 


r 

uj ( t - 

c 


cos# 


T 


47rc 2 


cos 


r 

UJ ( t - 

c 


sen d 


e 


T 


"Considerando novamente que r » -j, podemos desconsiderar o primeiro ter- 
mo, de modo que, em primeira ordem, 


B = VxA = 


/iompo; 2 

47TC 2 


COS 




(25.20) 
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Note que os campos £ e 23, dados por 25.19 e 25.20, sao perpendiculares entre 
si e tambem sao perpendiculares a diregao de propagagao, dada pelo vetor ?. 
A razao entre os modulos dos campos e dada por 


s 

HQVX^u 2 
47rc 

COS 

LJ ( 

't- 
\ 

1 1 

fr-l u 

r 

sen 6 
r 

B = 

fiomou; 2 
47rc 2 

COS 


f 

t - 

V 

i-1 

s-i o 

i 

sen 9 

T 


ou 


£ 

B 



0 fluxo de energia, determinado por intermedio do vetor de Poynting 21.10, 


S = £xH 



S 


W)m^ 4 

167r 2 c 3 






cujo valor medio num ciclo e 



sen2 ^ - 
327r 2 c 3 r 2 


(25.21) 


Ha uma grande semelhanga matematica entre as expressoes obtidas para um 
dipolo magnetico oscilante quando comparadas com as expressoes equivalentes 
determinadas para a radiagao emitida por um dipolo eletrico oscilante. O 
padrao de emissao tambem se assemelha ao da figura 24.1. A potencia total 
irradiada e obtida integrando-se a expressao 25.21, que fica 



(S) •r dA 


ou 



7T 



2tv 2. ,4 #f 

m 0^ M0 2 o - - 2 njaji 

n - 0 0 sen 6 r • r r sen udvdcp 

6l'K jL c 6 r l 


que fica 
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4 

3 



27r 


2 4 

mgcj> 0 

327r 2 c 3 



sen 15 0 dO 


ou 


<P) = (25.22) 

Apesar das semelhangas matematicas, existem diferengas fisicas importantes 
entre as radiagoes emitidas por dipolos eletricos e magneticos. Vamos compa- 
rar as expressoes 25.10 e 25.22, isto e, 


(p) 


el. 


127rc 


OU 


onde mo 

io = Qu 


ou 


(-P)mag. 

127TC 3 

{pu. 

2 2 
„ Po c 

(■wmag. 

o 

m 0 

= io7ra 2 e po Qd. A amplitude da corrente no 

para comparagao, vamos definir d = 7ra. Entao, 

(P)e\. 

7r 2 a 2 Q 2 c 2 

(P) mag. 

Q2 6J 2 7r 2 a 4 

(PU. 

1" c 1 2 


(P) 


mag. 


lUCiJ 


Lembrando agora a condigao 25.15, 


a < 


c 

LJ 


vemos que 



» 1 


au 
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de modo que 



> 1 


Assim, a radiagao emitida por dipolos eletricos e magneticos de dimensoes 
semelhantes e dominada pela radiagao emitida pelos dipolos eletricos, e a 
contribuigao dos dipolo magneticos so se torna relevante quando nao ha dipo¬ 
los eletricos presentes. Vamos agora estabelecer formalmente uma expansao 
em termos envolvendo multipolos para a radiagao emitida por distributes 
de cargas e cor rentes. 


25.2 Radiagao Emitida por Distribuigoes 

Localizadas de Cargas e Correntes 

Nosso objetivo agora e determinar a radiagao emitida por distribuigoes 
de cargas e correntes que tenham um comportamento temporal oscilatorio (ou 
harmonico) 4 e que sejam localizadas espacialmente, isto e, que possam ser 
caracterizadas por um parametro a finito que descreva sua extensao espacial. 
Para isso, vamos considerar que as fontes sejam descritas por 

p(r, t) = p(r)e~ lujt (25.23a) 

J (r,i) = J(r)e- iuJt (25.23b) 

Aqui, p e J sao as extensoes complexas de p e J e devemos, depois de obter as 
expressoes finais, tomar a parte real dessas expressoes para obter as grandezas 
fisicas relevantes. Estamos interessados nos campos eletrico e magnetico que a 
distribuigao de cargas e correntes gera na regiao externa a ela. Para determinar 
os campos, precisamos do potencial vetor magnetico A 5 , dado por 20.34b, 

A(f, t) = B.[ dV 

4tt Jy \r — r ; \ 

Utilizando 25.23b e lembrando que 


4 Ver nota de rodape 1. 

5 Na verdade, da extensao complexa de A. 
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obtemos 



ou, como 



temos 



uf 

c 


Definindo 



—iujt 

47r 


v 



yi * ^ 




(25.24) 


A(r, t ) = A(r )e ^ 


achamos 



(25.25) 


(25.26) 


que nos fornece a parte espacial do potencial vetor (complexo) magnetico. O 
campo magnetico (complexo) e obtido de 


3 = V xA 


(25.27) 


A primeira vista, pode parecer que esquecemos de mencionar o potencial escalar retardado 
V. Ele, de fato, nao e necessario, ja que, como estamos fora da regiao onde se situa a distribuigao 
de cargas e correntes, a lei de Ampere-Maxwell complexa 


Vxft=J+ 


d£> 

dt 


torna-se, ja que J = 0 fora das fontes, 
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V X ft = 



dl 

dt 


Supondo uma dependencia temporal harmonica do tipo 


£(r, t) = E(f)e~ iut 


(25.28) 


para o campo eletrico, temos 


V X ft = —iuJEQ £ 


ou, como k = —, 

7 C J 


—*■ X _ -"■* 

£ =-Vx}( 

cAreo 


ou, como 

1 

c = —— = 

e, de 22.43. 



Mo 

eo 


temos 


(25.29) 

onde 2o e a impedancia do vacuo. Note que, por essa expressao, precisamos conhecer apenas ft, o 
qual, por seu turno, depende apenas de 23, obtido por meio de 25.27, que envolve apenas A. Assim, 
nao e necessario calcular V, 


Dada uma certa distribuigao de correntes J7(r'), formalmente resta-nos 
apenas resolver a integral na equagao 25.26 para obter o potencial vetor A 
e tambem, na seqiiencia, os campos £ e 33 na regiao externa a distribuigao 
J {?'). Tal procedimento e, em geral, bastante complicado, requerendo algum 
tipo de consideragao ou aproximagao para ser efetuado. Assim, e interes- 
sante considerar aqui tres situagoes fisicas distintas, que estao relacionadas 
ao tamanho caracteristico a da fonte, ao comprimento de onda definido por 

\ 0 >TT“ O i - 

A = -j- = — e a distancia r entre a fonte e o ponto de observagao. Tais 
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situagoes ocorrem quando temos as seguintes relagoes entre as grandezas aci- 
ma: 

1. a « r « A, Nesse caso, conhecido como zona estatica ou proximo , o 
tamanho caracteristico a da distribuigao de fontes de £ e B e muito 
menor que a distancia r entre ela e o ponto de observagao, ou seja, 
a <C r. Alias, essa condigao tambem e verificada nos outros dois casos 
consider ados. Alem disso, o comprimento de onda A e muito maior do 
que r, o que indica que os efeitos de retardo entre a fonte e o ponto 
de observagao sao praticamente nulos, e os campos assemelham-se aos 
campos estaticos usuais. Nessa regiao ocorre 

r«A 

ou 

27r 

r <C — 

k 

ou ainda, desconsiderando o fator 27r, 

kr < 1 (25.30) 

2. a«r^ A. Nesse caso. como antes, a fonte e pequena quando compa- 
rada com a distancia r entre ela e o ponto de observagao. Entretanto, 
agora o comprimento de onda A e da ordem de r, de modo que ha re¬ 
tardo mensuravel entre fonte e observador. Esta regiao e chamada de 
zona de indugao ou intermediaria , e ela e aquela na qual a complexidade 
matematica torna-se maior. Ela e caracterizada por ter 

kr - 1 (25.31) 

3. a « A « r. O ultimo caso e o que corresponde, efetivamente, aquele em 
que ha emissao de radiagao no sentido que temos considerado. O ponto 
de observagao esta muito longe da fonte e existe grande retardo entre 
a emissao e a recepgao do sinal, de modo que energia e efetivamente 
transferida entre fonte e observador, caracterizando assim a zona de 
radiagao ou distante. Matematicamente, nessa regiao temos 
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kr » 1 (25.32) 

Antes de estudar com mais detalhes as regioes ou zonas acima, vamos 
apresentar a figura 25.3, que mostra as grandezas relevantes para nossas con¬ 
sider agoes futuras. 



Figura 25.3: Diagrama apresentando a distribuigao de 

fontes e as grandezas envoividas. 

Tendo apresentado a figura 25.3, vejamos agora com mais detalhes as 
tres regioes acima definidas. 


25.3 A Zona Estatica ou Proxima 

Na zona estatica vale a relagao 

a«r«A 

ou, de forma equivalente, dada pela equagao 25.30, 


kr « 1 
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Como kr 1, a exponencial que aparece na equagao 25.26 pode ser aproxi- 
mada pelo primeiro termo de sua serie de Taylor, ou seja, 1, e entao temos 



(25.33) 


/ 

E interessante notar que a expressao 25.33 acima e muito semelhante a equa¬ 
gao 16.5, a qual e valida para o caso magnetostatico. Paraescrever essa expres¬ 
sao na forma de uma expansao em multipolos, consideramos a equagao 6.90, 
que e a expansao do inverso de \r — r f \ em termos dos harmonicos esfericos, 
ou seja, 






Substituindo essa expressao na equagao 25.33, temos 


A(r) 


Mo 

47r 


oo m — £ 

V £ = 0 m ~ -£ v 


Y e * m (9 , t <t>')Y e , m (9 t <f>) dV 


ou, como r r 1 , temos r < =r'er > = r, de modo que 


A(r) = mo 


oo m = £ 

EH 

£ = 0 m = — £ 


1 Ye tTn (Q, 4>) 


2£ + 1 r e+1 


[ j(ry e Y e *m(0',<l>')dV (25.34) 

Jv 


Esse resultado e muito similar ao que se obtem para o caso estatico, a diferenga 
e unicamente o fator temporal e ~ ZUJt , que faz com que A e os campos £ e B 
oscilem de forma harmonica no tempo. Em geral, £ e B terao componentes 
na diregao r. 


25.4 A Zona de Radiagao ou Distante 

Na zona distante, que e aquela em que efetivamente ocorre a radiagao, 
temos a condigao 25.32, 


kr 1 
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oriunda de 


a«A«r 


Vamos calcular agora 



ou 



ou entao, 




a 

2^r_ 

r 


Como r ! ^ a, e a <gC r , podemos expandir a raiz quadrada em serie de Taylor, 
para obter, em primeira ordem, 




~ ->! _ 
r • r 

r - 


ou 





(25.35) 


Note que essa expressao e valida mesmo na zona proxima, ja que la tambem 
ocorre r>a. Agora, na expressao 25.26, podemos aproximar o denominador, 
em primeira ordem, apenas por r, de modo que achamos 


ou 




(25.36) 


Agora, expandimos a fungao exponencial dentro da integral para obter 


25.4. A ZONA DE RADIAQAO OU DISTANTE 


583 


ou 



oo 


Jif') £ 


—ikr • r 

w m 


fin 


~dV 


n =0 


n\ 



0 n-esimo termo da somatoria tern um valor caracteristico dado por 



Como a <C A e r f < a, segue que fca C 1 e kr ! < 1, de modo que, como 
o termo kr ! aparece elevado na potencia n, a importancia dos termos de n 
maior diminui muito rapidamente com n, fazendo com que apenas os pri- 
meiros termos sejam relevantes; em particular, o primeiro termo nao-nulo e 
sempre o dominante na radiagao observada. Vejamos alguns casos particulares 
interessantes. 


25.4.1 Dipolo Eletrico 

Na segao 25.1.1 determinamos os potenciais Y e A para um dipolo 

t 

eletrico oscilante, bem como os campos £ e B mediante um calculo bastante 
detalhado efetuado para uma distribuigao de cargas particular (veja a figu- 
ra 25.1). Vamos agora obter novamente aqueles result ados por meio de um 
outro modo, eventualmente mais simples e geral. Consideremos que o termo 
com n = 0 na expressao 25.37 seja nao-nulo. Conforme vimos, ele sera o prin¬ 
cipal responsavel pela radiagao emitida pela distribuigao de cargas e correntes 
p e J. Assim, para obter os campos, precisamos determinar 



Vamos considerar agora a expressao 15.57, 


(25.38) 


A * V$dV ~ 6 §A-ndA- / <S>V-AdV 


v 


s 


v 
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que define a integragao por partes em tres dimensoes. Aqui, $ e uma fungao 
escalar qualquer, A e uma fungao vetorial qualquer e h e um versor normal a 
superficie fechada definida por S , Vamos considerar as seguintes associagoes: 

A — J 

$ = Xi 

onde e uma das coordenadas cartesianas, com % — 1, 2, 3, x\ = x y X 2 — y e 
x^ — z. Assim, e* e o versor correspondente a coordenada X{. Vamos calcular 
agora 


/ J • Vx{ dV — (p xj * h dA — / X{ V • V dV 
Jv Js Jv 

Como ^7 e bem localizada, ao considerarmos um volume V e uma superficie 
S suficientemente grandes, a componente normal a superficie S •use anulara, 
fazendo com que a integral de superficie se anule. Entao, 



A 

e,* 


dV 


' XiV-JdV 

v 


ou 


/ JidV = - XiV.JdV 
Jv Jv 

Multiplicando esta equagao por e* e somando nas tres coordenadas, temos 


ou 



f JidV = 

v 



xrf -JdV 


de modo que 


f J dV = — 
v 


f r{V-J)dV 

v 


I j(f')dV = 
v 


1 r\V-J)dV 

v 


(25.39) 


Agora, vamos recordar a equagao de continuidade 12.21, 
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dp 

dt 


V • J — 0 


Com as definigoes 25.23, a equagao de continuidade fica 


iup{f )e~ iwt + V • Je 


~iu)t 


0 


OU 


V • J = iujp{r ) 


(25.40) 


Assim, a equagao 25.39 fica 


J{r l )dV — —iuj / f *p{f ! ) dV 

v Jv 


(25.41) 


Recordemos agora a definigao 4.45 para o momento de dipolo eletrico para 
uma distribuigao de cargas, isto e, 


p= r ! p(r ! ) dV 

Jv 

Com essa definigao, a equagao 25.41 pode ser reescrita como 


f J(r f ) dV = -iup 
v 


(25.42) 


e a expressao 25.38 torna-se 



itop^o & 






Para calcular os campos, precisamos da identidade 1.58f, 


(25.43) 


V x ($A) = V$ x A + $V x A 

■Entao, para calcular 23 a partir de 25.27, temos, usando 25.43, 
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B = V x A 


B 


Vx 


lufio e 
47T 


ikr 


iufia _; e 
4 t r _ 


—ikr 


X p 


iuj/JsO e 
47r 


ifcr 


V X p 


Como p e fixo, seu rotacional e nulo, e assim achamos 


B 


zajpo 7 , (ifc)e 

47T 




ikr 


r x p 


ou 


B 


ku)fi o e 

47T 


ikr 


ikr 


r x p 


que pode ser reescrita como 


B 


krc/j, o e 
47T 


ikr 


ikr 


r X p 


(25.44) 


de modo que fica 


1 ^ k 2 c e ikr ( 

0i = — 2 = -- (1 

/io 47 t r \ 


ikr 


r x p 


(25.45) 


Para determinar £, usamos a expressao 25.29, 


£ = —VxM 

k 

e usamos novamente a identidade 1.58f, de modo que, de 25.45, 


iZo k 2 c_ e lh 

— - -V x — 

k An r 


ikr 


ikr 


r X p 


ik e 
47 T 60 r 


ikr 


ikr 


x [r x p] + 


ik e lkr 


47T€i 


ikr 


V x [r x p ] 


(25.46) 


Primeiro, calculamos 
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V 


ikr 


1 


V 


ikr 


i 


r 


1 


ikr 


1 


ikr 


1 


ikr 

Akr ~ 



= V 

J 

r 

ikr 2 _ 




r 

(; ik)e ikr 

_ Akr 

1 r 2 (ik)e ikr 2 re ikr 



r 2 



ik r 4 


ikr 


ik 


r 

ikr 


i 


l 


l 


ikr ikr 


2 


1 


& 2 r 2 


ik 


r 


1 


2 


ikr 


2 


1 


fc 2 r 2 


Agora, utilizando a identidade 1.58i, 


(25.47) 


V x (A x B) = (V • B)A - (V • A)B + (B • V)A -(A-V)B 


vamos determinar 


V x [r x p] = (V • p )? — (V • r )p + (p • V)r — (r • V)p 


(25.48) 


Como p e fixo, o primeiro e o ultimo termos do lado direito sao nulos, e resta 
calcular os outros dois fatores. Para isso, vamos precisar de duas propriedades 
relevantes, que vamos demonstrar em seguida. A primeira estabelece que 


V • [$(r)r] = — + — 

y 

r: 

=■ onde $(r) e uma fungao escalar de r. Vejamos sua demonstragao. 


(25.49) 


i' Demonstragao. Para demonstrar a equagao 25.49, inicialmente vamos rees- 

F" ■ 

Lcreve-la como 


V • [$(r)f] 


V 


r$(r) 


r 


r 


Agora, aplicamos a identidade 1.58e, 


V • (5>A) - (V$) • A + <3>(V • A) 


que fica, para o nosso caso 


V * [<3>(r)r 


V 


$(r) 


r 


w $(r) _ 

r H--V • r 


r 
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ou, lembrando que V • f = 3, 


V • [$(r)f] 


1 <9$(r) $(r) 


r 


dr 


r • f + 


3$(r) 


r 


que fica, entao, 


V * [$(r)f] 


<94>(r) 

dr 


<3>(r) 3<3>(r) 


ou 


V* [$(r)f] 


<9$(r) 24>(r) 

<9r 


que e a expressao que queriamos demonstrar. 


Assim, fazendo 4>(r) = 1 na expressao 25.49, temos 


w - 2 

V • r = - 

r 


que e urn dos termos necessarios. O outro termo usa a identidade 


(A • V)[$(r)f] =-[A-(A- r)r] + (A • r)—r 

onde A e um campo vetorial qualquer e $(r), uma fungao escalar de r. 
agora demonstrar essa identidade. 


Demonstragao. Para demonstrar a expressao 25.51, vamos escrever 

A = A r f + Aq6 + A^rf) 

Alem disso, vamos precisar tambem de 

_ „ d 6 d 4* d 

V = r-1-1- 

dr r 86 r sen 9 d(j) 


□ 


(25.50) 


(25.51) 

Vamos 


Assim, temos 
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A • V — [A r f H - + A^0] 


\ d 0 d 0 9 ■ 

. 9r r 50 r sen 0 90- 


ou 


A.V = aJ- + ^1 + ^ 3 


9r 


r <90 r sen 0 d<j) 


Entao, 


(A- V)[$(r)f] 


Ar i + ^i a * 


9 i 


dr 


r 80 r sen 9 <90 J 


[$(r)f 


ou 


(A- V)[$(r)f] 


$(r) 


dr A$ dr A$ dr 

Ar-— - 1 -- + 


<9r 


+ 


r <90 r sen 0 90 

A 9$(r) f Aq 9$(r) 

A r - r--h 


A<j> 9$(r) 


dr 


90 


r sen 0 90 


Como 


dr 

dr 


0 


9r 

90 


e 


dr 

90 


sen 00 


e como <3>(r) e fungao apenas de r, temos 


(A- V)[$(r)r] 


$(r) 


, A <t> a i 

u H- I —^ sen 00 


r 


r sen 0 


+ A^» 


<9r 


ou 


(A ■ V) [*(r)f] = 2£2 [-4,9 + A*] + 


Agora, temos que 




AqO + A^0 — A — A r r 
A<90 + A^0 = A — (A • f)f 
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de mo do que 


(A- V)[$(r)r] 




dr 


que e a expressao 25.51, agora demonstrada. 


Fazendo agora A = p e $(r) = 1 na expressao 25.51, achamos 


(p * V)r = - \p — (p • r)r 




(25.52) 


Voltando agora a equagao 25.48, aplicando as expressoes 25.50 e 25.52, temos 


V x [r x p] 


2 1 

-p+ - [p- (p • ?)?] 


r 


ou 


V x [r x p] — — -[p+ (p * r)r] 


(25.53) 


Em seguida, voltamos a equagao 25.46 para £, usando as equagoes 25.47 e 
25.53, 


£ 


ik 


ikr 


47T€o 


ik 


r 


1 


2 


2 


ikr k 2 r 2 




x [r x p ] 


ik ~ ikr 


47ren r 


1 


ih) 7 1 ?+ f)f 


ou 


£ 


k 2 e ikr 


47reo r 


r x [r x p} 


1 e 


ikr 


47 T 60 r 2 


2 ik ~ -jr x [r Xp] 

_l_e^/ 1 

47T60 r 2 ' T* 


[p+ (p- r)r] 


Usando agora o duplo produto vetorial 1.19a, 


a X (h x c) — (a • c)b — (a • b)c 
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temos 


ou 


r x [r x p ] = (r • p)r — (r • r)p 


rx[rxp] = (f' p) f — p 


(25.54) 


entao 


£ 


k 2 e ikr 


47T60 T 


[r x p] xr 


1 


ikr 


47reo r 2 




2 


r 


(f • p)r — p] 


1 e 


ikr 


47T£o r 2 




\) [p + (p • f)f‘ 


-ou 


£ 


1 


47T60 


fc 


„ikr Akr 

2 C r _ li * C 


r 


r x p ] x r + 


1 


r 


-3(r * p )r — p] 


(25.55) 


Assim, a equagao acima em conjunto com a equagao 25.44 para o campo 
toagnetico, 



festabelece os campos £ e B gerados 6 por um dipolo eletrico na zona de ra- 
^diagao e, na verdade, nesse caso em particular essas expressoes valem tambem 

" i " j. 

iaas outras duas zonas, tanto a estatica quanto a de induqao 7 . Note que £ 

•pu^ ■ —^ 

pem componentes paralelos e perpendiculares a r, ao contrario de B, que e 

aempre transversal. Na zona estatica, em que kr —> 0, os campos tendem aos 
3 ?alores 

1 0 / A —* \ 

__ o(r • p)r — p 

47reo r 3 

% 


JQ * 

E importante lembrar que essa e a parte espacial dos campos, devendo-se multiplicar 

1KH-- - - 1 

ainda por e ~ %w para obter os campos completos. 

•j . 

Compare, por exemplo, o termo com £ = 0 na expressao 25.34 com a equagao 25.38. 
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- _ iujfjb o rXp 

47r r 2 

E interessante notar que £ e bem mais intenso que B, em virtude das suas 
dependences com relagao a r. Alem disso, no limite estatico, em que u) —> 0, 
B —> 0, como deve ser, ja que nesse caso o dipolo e estatico. No outro extremo, 
em que kr 1, que caracteriza a zona de radiagao, os campos tern as expres- 
soes limites 



fc 2 e ikr 
47 T 60 r 


r x p ] x r 




Conforme se ve nessas expressdes, os campos sao transversals entre si e 
tambem com relagao a diregao de propagagao, definida por r. Alem disso, 
ambos possuem a mesma dependencia com r, sendo igualmente importan- 
tes 8 . Os campos completos sao obtidos multiplicando-se pela parte temporal, 

de modo que temos 



ou 






r X p] X r 



£{r, t) 


LJ 


Mt-5) 


47reoc : 


r 


[r X p ] X r 


B (r, t ) 


u 2 n o e~^ (t ~c) 

47rc 


r X p 


■u: 


■■■j 


8 As diferengas numericas nesse caso sao devidas ao sistema de unidades utilizado, o SI. 
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cujas partes reais, que correspondem aos campos ffsicos, sao 



uj 2 p o cos u)(t — £) 
47T r 


r X p] X r 




(jJ 2 Ho cos u> (t — 
47rc r 



Para comparar diretamente com as expressoes obtidas antes, fazemos p = pok, 
ou seja, 


e 



Pou) 2 po sen 9 


47r 


cosum t 


r 




Potu 2 uo sen 6 

—--cos LO 

47rc r 



que sao as expressoes 25.8 e 25.9 obtidas anteriormente. 


25.4.2 Dipolo Magnetico 

Apos rever o dipolo eletrico, vamos estudar novamente um dipolo mag¬ 
netico como aquele apresentado na segao 25.1.2. Para isso, vamos precisar do 
termo com n— 1 na expansao 25.37, que flea, nesse caso, 

%j V 

Vamos reescrever o termo dentro da integral da seguinte forma: 



j(r • f') + (r • j)f' 




J \ 


Note que o primeiro termo entre colchetes e simetrico em relagao a J e v ', 
enquanto o segundo e anti-simetrico. 0 termo anti-simetrico pode ser reescrito 
se considerarmos a identidade 1.19a, 


'—* -—/ —a 

a x (6 x c) = (a • c)b — (a * b)c 
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de modo que 


r x (r'' X J ) = (r * J )r 7 — (f • r')J 

Entao, 



(25.56) 


Vamos considerar agora inicialmente o potencial vetor magnetico gerado ape- 
nas pela parte anti-simetrica, isto e, 



ikfjbQ e lkr 
47r r 


v 



(r'xj) 



onde o mdice A em Aa indica que e o potencial gerado pela parte anti- 
simetrica. Podemos escrever 



ikfjb o e 



47r r 


r X 




dV 


Agora, relembrando a equagao 15.45. que define o momento de dipolo mag¬ 
netico, temos 



de modo que 


- ikfi q e lkr ^ 

Aa(t ) = —-r x m (25.57) 

47t r 

Assim, esse e o potencial vetor magnetico que esta associado ao dipolo mag¬ 
netico definido pela distribuigao de cargas e correntes. Para calcular £, pre- 
cisamos da identidade 1.58f, 


V x ($A) = xA + $V x A 


de modo que, usando 25.57, temos 
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B = Vx A a 


V x 


ikfj ,o e 


4n 


ikr 


r x m 


r 


B 


ik/.iQ 

47T 


V 


ikr 


T 


x [r x m] + ^° —v x [f x m] 

47T r 


(25.58) 


O primeiro fator fica 


V 


r Akr 


r 


r(ik)e 


ikr 


ikr 


V 


OU 


v 


ikr 


r 


ikr 


ik 


1 


1 


r 


ikr 


(25.59) 


.0 segundo fator tem um desenvolvimento semelhante aquele feito apos a equa- 

>. 

^ao 25.48, e o resultado e 


V x [r x m ] 


1 


r 


m + (m • r)r] 


(25.60) 


Utilizando as equagoes 25.59 e 25.60 em 25.58, temos 

- ikfio e lkr ( -i ik/j, 0 e lkr 1^ 

S =- %k -1 1-— Jr x r x m-m+ (m • r)r 

/ 47 1 r r 1 


47r 


r 


ikr 


No entanto, devemos lembrar que na zona de radiagao, r —> oo, e apenas os 
termos com a potencia mais baixa em r sao relevantes, de modo que 


B 


/c 2 /io e 


47T 


ikr 


r 


r x [r x m] 


(25.61) 


jgue pode ser reescrita, se compararmos o duplo produto vetorial com a equa- 

djvi 

^ao 25.54, de modo que 


r x [r x m] = (r • m)r 


m 


b entao, 


B 


k 2 fio e 


ikr 


47r 


r 


(r • m)r — m] 


(25.62) 
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Assim, *H fica 




ju2 Jkr 

47r r 




(25.63) 


Para determinar £, usamos a expressao 25.29, 

£ = ^Vxj{ 

k 

e usamos novamente a identidade 1.58f, de modo que, de 25.63, 


£ 

—j 
£ 



iZ$k e 


47T 


ikr 


T 


V x [(r • m)r 



Agora, usando a equagao 25.59, achamos 



1 


ib) fx 


(r • m)r — m] + 


iZok e 


ikr 


47r r 


V x [(f • tn)r — m 


A expressao acima simplifica-se bastante, ja que m e irrotacional, assim como 
qualquer fungao apenas de r, o que elimina todo o segundo ter mo. Alem disso, 
r x r = 0, e resta, considerando tambem apenas a potencia mais baixa em r, 

g Zpk 2 e ikr 

47r r 

Note que tanto £ como 3 sao perpendiculares entre si, e tambem o sao com 
relagao ao versor r. Os campos completos sao 


r x m 


(25.64) 



Z 0 k 2 e ikr 


47T 


e lujt r x m 


r 




k 2 no e 


47T 


ikr 


—iujt 


r 


r x [r x m] 


ou 
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e 

4ttc 2 


-—r x [f x ml 

r 


cujas partes reais sao 




ZqU) 2 cos uj(t — 

47re 2 r 



r x m 


(25.65) 



u 2 o cosu;(£ — 
47 tc 2 r 



f X [f x m 


A 

Definindo m = rriok, temos 


(25.66) 



mo/ioa; 2 sen0 / 

—--cos uj [t — 

47rc r \ 



onde substituimos Zq e c em termos de fiQ e eo e 



moa; 2 /io sen 0 

4tt C 2 r 


cos U) 1 1 



que sao as expressoes 25.19 e 25.20 obtidas anteriormente na segao 25.1.2. 
Vamos agora estudar o termo simetrico na equagao 25.56, o qual, conforme 
veremos, nos levara ao momento de quadrupolo eletrico. 


25*4.3 Quadrupolo Eletrico 

Nosso objetivo agora e calcular o potencial vetor magnetico referente a 
parte simetrica da equagao 25.56, 



J (r • f') + (r * j)f f 



ou seja, o potencial 
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As(r) 


ikfio e 


ikr 


An r 


V 


1 ’ 
2 . 


J(r • r 7 ) + (r • j)r 


dV 


(25.67) 


que consiste na integral do primeiro termo entre colchetes. Vamos reescrever 
esse termo e, para isso, consideramos que 



— J {r * r') • V 7 :r- 



onde X{ e uma coordenada espacial e usamos a identidade 1.58e. Usando 
novamente 1.58e no segundo termo, essa expressao fica 





f 7 )V 7 - J + x'iJ- V 7 (r -r’) 


ou, usando a expressao 25.40, 


V • J = iujp(r) 


temos 


V'- 


x 


\ 3 { 


r • r 


') 


(f • f') Ji + x[ (f . f 7 ) ( icj ) p + x\J • V' (f • r 7 ) (25.68) 


Agora, precisamos calcular V 7 (r • r Para isso, usamos a identidade 1.58h, 


V(A • B) = (A • V)5 + A x (V x B) + {B • V)A + 5x(Vxl) 


que fica 


V'( 


r ^ ■ 

r * r 


') 


(r • V')f'' + f x (V' x f 7 ) + (f' • V')f + f ‘' x (V 7 x f) (25.69) 


Os tres ultimos termos sao nulos. O primeiro usa a identidade 25.51, 

(A • V) [$(r)r] = - [A - {A • f)f] + {A • f) 


dr 


com A — re $(r / ) ~ r'. Nesse caso, 


(f • V 7 ) [r 7 f 7 ] 


n dr f 

[r _ (r . r)r ] + ( r . r )_ r 


OU 
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(f . V')r'' = 

A 

r 

(25.70) 

Entao, voltando a equagao 25.69, temos 



V'(r • f') = 

A 

r 

(25.71) 

Substituindo 25.71 em 25.68, achamos 



• x\j (r • r = (r * v^Ji + iux 

•(r • r')p + XiJ- f 

(25.72) 


Agora, integramos essa expressao em todo o volume V, isto e, 


/ V' • x , i j (f • f') dV = 

Jv L - 1 

f [r • r^JidV + f • r')pdV + f x^J-rdV 

Jv Jv Jv 

e usamos o teorema do divergente 1.54 para transformar a integral do lado 
esquerdo numa integral de superficie, ou seja, 



Agora, como J e localizada e V e muito maior do que o tamanho dessa dis- 
tribuigao, a componente normal a superficie se anula e a integral de superficie 
e nula, de modo que 


/ (r • f f ) Ji dV + iu> / x'(f •r l )pdV+ / x\j *v dV 

Jv Jv Jv 


Vamos multiplicar essa expressao por e somar as tres componentes, isto e, 
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OU 



' r\j • r) dV = 0 
v 


de forma que 



r')J + r'{J-r)] dV = 



Substituindo a equagao 25.73 em 25.67, temos 


ou 




!^> ^ m J r' (f ■ f') P dv 


ku)fi o e 


ikr 


8i t r 


V 


'( 


r r • r 


')pdV 


(25.73) 


Para calcular B, usaremos novamente 1.58f, e vamos considerar apenas a 
menor potencia em r, pois estamos interessados na radiagao emitida. Assim, 
temos 


ou 


B = V x Aa 



kufM) e ikr 

87 t r 



pdV 



Para o primeiro termo, temos, pela equagao 25.59, 



ou, mantendo apenas o termo relevante, 
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V 


ikr 


ikr 




ik 


Para o segundo termo, usamos inicialmente a identidade 1.58f. 


Vx 


'( 


r r * r 


y )p(0 


(r * r 7 )p(r 7 )V x r {f + p(r ‘ f )r ‘'V (r * r 7 ) 


(25.75) 


(25.76) 


O primeiro termo e nulo, ja que V age apenas nas coordenadas r. 0 segundo 
fica, usando a identidade 1.58h e adaptando a equagao 25.69, 


V( 


r • r 


') 


(r • V)r 7 + rx(Vxf') + (f 7 • V)r + r 7 x (V x r) 


(25.77) 


Os dois primeiros termos sao nulos, assim como o ultimo. O terceiro usa a 

identidade 25.51, 


(A * V) [<2>(r)r] = — [A — (A* r)r + (A • r)^^r 


com A = f 1f e $(r 7 ) = 1. Nesse caso, 


1 


(r 7 • V)r = - [r / — (r 7 * r)r] 


Usando 25.78 em 25.77, temos 


(25.78) 


v( 


r • r 


') 


i 


[r 7 - (r 7 • f)?] 


e retornando a equagao 25.76, achamos 


Vx 


'( 


r r * r 




p(f r )f r - [r 7 — (r 7 • r)r] 


Agora, reunindo as equagoes 25.75 e 25.79 em 25.74, temos 


(25.79) 


B 


kui/jto . 


ikr 


87T 


ik 


r X 


r 


v 


'( 


r r • r 


')pdV 


kojji o e 


ikr 


[ p(r 7 )r 7 - [r 7 — (r 7 • r)rl dV 

Jv r L J 


ou 


87r r 
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ikrujfio e 


ikr 


87T 


r x 


r 



hu>fj,Q e lkr 
87r r 2 




Agora, percebemos que 0 segundo termo acima envolve fatores proporcionais 
a r , de modo que esse termo pode ser desprezado quando comparado com 
o outro. Assim, ficamos com 



(25.80) 


Precisamos agora reescrever essa expressao, para coloca-la numa forma mais 
conhecida. Inicialmente, escrevemos 


B 


iKTu/i 0 e 


ikr 


247r 


r X 


r 


v 


3f‘ r (r • f , )p(f > ') dV 


Agora, adicionamos a essa expressao o fator 


ik 2 cjfiQ e 
247T 


ikr 


n 


zArtu/io e 


ikr 


rxr / r-‘p(r')dV = 

r ! v 247T 


r x 


r r /2 p(f') dV 


r 


v 


Note que esse fator, na verdade, e nulo, ja que r x r = 0. Ficamos entao com 



(25.81) 


que, agora sim, assemelha-se a algo que conhecemos. Vamos relembrar a de- 
finigao do tensor momento de quadrupolo Q, dada por 8.8, 


Qij 


p{r f ) — r l 2 ^jj] dV 
v 


Vamos definir agora um vetor Q( r) mediante 


Q( r) = Q • f 


(25.82) 


cujas componentes sao 


M 

J 


(25.83) 
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ou, explicitamente, 


Qi( f ) 



V 


p(r') [?,x'xx' : 


r'%] Hr fTj 


que pode ser escrita como 


Q*(f) = / P(r') fa Y2 x 'j*j ~ r ' 2 S V 

V L 


dV 


3 


OU 


<2i(f) 


V 


p(r') Sx'^r" • r) 


/2 - 
r Vi 


dV 


Agora, multiplicamos essa expressao por e*, e somamos sobre i, isto e, 




e. 



e, / p(r ‘') [3x'(r' • f) — r /2 fi 
v 


dV 


OU 


Q — i p{r l ) [3 f\r l • r) — r /2 r] dV 

Jv 

que e a integral que aparece na expressao 25.81, que fica, entao, 



(25.84) 


que fornece o valor do campo magnetico ® em fungao do momento de qua- 
drupolo eletrico da distribuigao de cargas que e fonte da radiagao. O campo 

IK fica 



ik 2 uj 

247r 



Para determinar £, usamos a expressao 25.29, 


£ 



V x IK 


(25.85) 
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e usamos novamente a identidade 1.58f, de modo que, de 25.85, 


£ = 
£ = 


iZo ik 2 uj 
k 247r 


Vx 


ikr 


rxQ 


Z^ku) 
247r 


r Akr 


V 


x[fxQ] + ^—Vx[fxQ] 

247T - 


(25.86) 


Nessa expressao, apenas o primeiro termo e relevante, ja que e possivel mos- 
trar que o segundo termo envolve potencias de £ maiores que 2 (veja o 
exercicio 25.1). Utilizando a equagao 25.75 na expressao 25.86, temos 


ou 




pikr 

-r x [f x 

r 




0 iZok 2 u e ikr „ W r „ W 
c = ——-r x[rx 


24?r 


r 


interessante expressar os campos em termos da 


Q] (25.87) 

freqiiencia (angular) u>, isto 




. ^ 
ILJ 

247TC 2 




(25.88) 


£ 


iZ$jft 
247rc 2 



(25.89) 


Vamos agora calcular a potencia media irradiada por unidade de angulo solido, 
isto e, lembrando a equagao 24.6, 



temos 


d(P(t)) 

dQ, 


= ({S} ■ R)R 


2 


ou, utilizando a equagao 22.52, que define a media do vetor de Poynting, 
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(. s ) = !»[£ x ft*] = 1»[£* x ft] 


2 


temos 


d (-PW) 1 (&[£ x ft*] • R)R 2 = i(R[£* x ft] • R)R 


dfl 


2 


ou entao, lembrando que estamos considerando Rare que r e um vetor fixo, 
podendo ser inclmdo dentro da media, 


d(P(t)) 

dfl 


1 

2 




2- 

r r 


£ x j{*] 


1 


5»[ 

& 




£* x j{] 


(25.90) 


Com o uso das expressdes 25.88 e 25.89, a equagao 25.90 torna-se 


d(P(t)) 

dfl 


1 

2 


. 2 ~ \iZquj 3 e k „ 

r2r ' tt;— o- r x ( r x Q) 

L 247 rc 2 r 


x 


ioj 3 e~ ikr 


-24nc 2 r 


r xQ 


ou 


d(P(t)) 

dfl 


Zquj 


11527t 2 c 4 


5R 


f x (f x Q)] x [r x Q*] 


Agora, usamos a identidade 1.17, valida para o produto misto 


d‘bxc = b‘CXa = C'axb 


de modo que achamos 


d(P(t)) 

dfl 


ZqLU 


6 


1152?r 2 c 4 


5ft 


rx(rxQ) .[fxfi*]xr 


ou, invertendo a ordem do ultimo produto vetorial, 


d(P(t)) 

dfl 


Zquj 6 


11527r 2 c 4 


3R 


| [r x (r x Q)] 


x (r x Q*)] | 


0 produto escalar resulta no modulo ao quadrado do vetor, que e uma gran- 
deza real, ou seja, 


d{P(t)) 

dfl 


Zquj 


6 


1152?r 2 c 4 


r x (r x Q) | 


(25.91) 
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A expressao 25.91 fornece a distribuigao de potencia media irradiada por 
unidade de angulo solido. Em geral, tal distribuigao nao e descrita por uma 
fungao simples em termos dos angulos 9 e 0, o que a torna dificil de ser 
interpretada para uma situagao geral. Apesar disso, a potencia media total 
emitida pode ser calculada de um modo relativamente simples. Nosso objetivo 
e, entaOj calcular 



ou, fazendo uso de 25.91, 



f Z 0 u 6 
n 1152?r 2 c 4 



que fica 


r x (r x Q)| 2 dfl 

Para resolver a integral, vamos primeiro usar a propriedade 1.19a para duplos 
produtos vetoriais, isto e, 


(25.92 




ZqU) 


1152tt 2 c 4 


n 


que fica 


ou 


ax (bx c) = (o • c)b — (a • b)c 


f X (f x Q) = (f • Q)f- (f .f)Q 


f x (f x Q) - (f • Q)r - Q 


Alem disso, 


r x (r x Q*) = (r • Q*)r — Q* 


Portanto, 
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r X (r X Q )\ 2 = 


[r x (r x Q)] • [r x (f x Q*)] 

[(f - Q)f — Q] - [(f • Q*)r - Q* 


■ Q\ 
Q-Q " 


Q\ 

Q 


f • Q | 2 + Q • Q* 


(25.93) 


Podemos escrever essa expressao utilizando somatorias, que se mostrarao bas- 
tante uteis. Assim, 




(25.94) 


(25.95) 


Agora, usamos a definigao 25.83 para as componentes do vetor Q, 

<&(*) = 

■■ 

3 

para reescrever as equagoes acima. A expressao 25.94 fica 


ou 




A expressao 25.95, por sua vez, torna-se 



(25.96) 
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on 


r • 




(25.97) 


Com o uso das equagoes 25.96 e 25.97, a expressao 25.93 fica 



TitjTkriQjiQik 


de modo que a potencia media 25.92 fica 




Zquj 


6 


11527r 2 c 4 , n L- 







y^rjTkQijQik - V titjtkUQjiQik 


hjAl 


dn 


on 


(pm 


ZqUJ 


6 


£2 


i,j,k 


ZoUJ 6 ^ ~ n 

1152ttV 2^ Q 3lQikJ^3 

i. j,M 



r^r 7 *f/cf/ (25.98) 


Agora, precisamos determinar as integrais. As componentes do versor r sao 
dadas pela expressao 1.37a, ou seja, 


A A A 

r = sen 0 cos i + sen 8 sen <f> j + cos 0 k 


de modo que 


r i — sen 8 cos <fc 
r 2 = sen 0 sen <p 
r 3 — cos 8 

Assim, notamos imediatamente que produtos do tipo r jf/-, onde j ^ k, sao 
fungoes fmpares, o que faz com que a integragao em Cl se anule para essas 
fungoes, ou seja, 



YjVk dCl 



3 ^ k 


25.4. A ZONA DE RADIAQAO OV DISTANTE 


609 


Portanto, resta saber quanto vale a integragao quando j = k. Neste caso, 
i admitindo que a integral tenha valor a, temos 



YjYj d£l 



Somando esta integral sobre j, teremos 




dfl = 




ou 


a 



Entao, 


(p rjY}~ dVt = 

Jvl 

Para calcular a outra integral na expressao 25.98, devemos ter em mente que, 
como ela envolve produtos do tipo sempre vao ocorrer dois indices 

iguais, o que resulta numa fungao par. Portanto, os outros dois indices devem 
tambem ser iguais entre si, para que tambem result em numa fungao par, caso 
contrario a integral se anula. Um modo de escrever essa condigao e 



dkl + 

Jn 

que satisfaz a condigao requerida. Por exemplo, se i — j, mas k ^ Z, as deltas 
se anulam porque nao e possivel satisfazer, ao mesmo tempo, % — k e % = l 
alem de j = l e j = k. Para determinar a, vamos considerar agora que i — j 
e vamos somar sobre i, isto e, 



fif 7 Tfcf / dVt = a{5 


w r 


iSjk) (25.100) 
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U 


d£l — a E{4, + Sikfiil + $il$ik} 


r 



(b T f ? r k ri dQ = 5 a5 k i 


Jvt 



Y k Yi dQ = 5 a5ki 


a 


Agora, utilizamos a expressao 25.99, isto e, 


47T 

T 


5jd — 5 ciSki 


(25.101) 


ou 


a 


47r 

15 


Entao, a equagao 25.100 fica 



A A A A 

YiYjY k Yl dll 


a 


47T 

15 


{SijSkl 4" $ik^jl 4“ 


Usando as expressoes 25.99 e 25.102 em 25.98, temos 


wt)) 


ou 


ZqUJ 


6 


11527 r 2 c 4 


4tt r 


3 


jk 


hj>k 


ZqUJ 


6 


11527r 2 c 4 


^ A ^ <E— ¥ 

) , 


(25.102) 


* 47T 

\$ij5kl 4 “ ^ik^jl 4 “ fiil&jk) 


i, j> k y l 


(P(t)) 


Zqoj 




8647rc 4 


y! Qij Qik^jk 


ij,k 


Zqlu 


6 


43207TC 4 


QjiQMAi + tfijfcfy + (25.103) 


i,j,k,l 


Vamos agora calcular as somatorias. Iniciamos com 



25.4. A ZONA DE RADI AQAO OU DISTANTE 


611 


ou 



(25.104) 


A outra somatoria fica 



4—y 4 —► ^ 



i —► ► * 


<—> i —»* 




^ ^ QjlQik^ij^kl + } ^ QjlQik^ik^jl + ^ ^ QjlQik^il^jk 


i,j,k,l 


i,j,k,l 


hjfal 


OU 


J "L J __V J- 

+ &ik&jl + SuSjk) 




ique fica 


4—$ 4 —> Jj« 

Qjl Qik ( ^kl d~ $ikl 4“ $il$jk) 




4—4 4r-+ 4 —> 

Agora, temos, levando em conta o fato de que Q e simetrico, isto e, Qij — 



4 —> 4 —> * 

4” ^ik^jl "H $il$jk) 
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OU 


E 4 > 4 ^ ♦ 

QjiQ ik (Sij5ki + SikS.i 4* 5u5jk) 




QjkQjk + QjjQii + ) ^ QikQik 


j,k 


P P 

h3 


i,k 


ou ainda, 


QjlQiki^ij^kl d~ SikSji + 


i,j,k,l 


Ei8*i 2 + E&E2* + Ei2*i 


j,k 


n / , ^33 

3 i,k 


que pode ser reescrita considerando que os indices i, j, k e £ sao mudos, 
podendo ser intercambiados entre si, isto e, 




E QjlQiki^ij^kl + fiikSjl + tiilbjk) 


i,j,k,l 


Eis 




+Qn Qii+i Qij 


1,3 


l ,3 


ou, lembrando ainda que o tensor Q tem trago nulo (equagao 8.9), de modo 


que £ , Q 


j 


0 , temos 


^^ <r-> «—► * ^^ <—> 

E QjiQiki^ij^ki + SikSji + SuSjk) = 2 ElQ 




(25.105) 


i,j,k,l 


v m 

i,3 


Utilizando as expressoes 25.104 e 25.105 na equagao 25.103, temos 


(p(t)) 


Zqoj 


8647tc 4 


E I Cr? 


-Znw 


6 


2 E 1 C 




4320ttc 4 “^' J 

■ * 


OU 


(P{t)) 


Zqoj 


6 


14407TC 4 


Eie 


p p 


(25.106) 


v * 

h3 


Note que a potencia total irradiada e proporcional a a; 6 , enquanto 
ela cresce com co 4 no caso da radiagao emitida por um dipolo eletrico ou 
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magnetico. O exemplo mais simples de configuragao que exibe um quadru- 
polo eletrico consiste numa distribuigao esferoidal de cargas, ou seja, uma 
esfera que foi alongada ou achatada na diregao de um dos eixos coordenados, 
mantendo-se os outros dois inalterados. Pela simetria existente, os elementos 
do tensor momento de quadrupolo situados fora da diagonal principal se anu- 
lam, restando apenas aqueles pertencentes a diagonal principal. Considerando 
que a distorgao ocorreu no eixo represent ado pelo numero 3 , temos 

Qn = Q 22 


e, como o tensor tern trago nulo, 

Qn + Q 22 + Q 33 = 0 


isto e, 


Chamando 



Qo = Q 33 

temos 

Qo 

Qn = Q 22 = 

-■ 2 

kki . 

-V ■ 

? Assim, o vetor Q fica, considerando as expressoes 25.82 e 25.83, e orientando 
; os eixos de modo que o eixo 3 coincida com o eixo 2 , 


Q — ^ = 

* * * 

* 

ou, como Qij = 0 , se i 7 ^ j, temos 

Q = Qllfiei + Q22?2e2 + Q33f3e3 


ou 


Q 


Qo 

~2 


sen 9 cos <fi i 


Qo 

~2 


A A 

sen 9 sen <p j + Qo cos 0 k 
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Agora, calculamos 


-A M A A A — j 

r x Q = I sen 0 cos cj) i + sen 0 sen cj> j + cos 0 kj 


x 


sen 9 cos cj)i — sen 0 sen (f) j + Qo cos 9 k 


2 


2 


ou 


f x Q 


Qo 

~2~ 


rt A ^ 

sen^ 9 sen <p cos (j> k — Qo sen 9 cos 9 cos (j) j 

Qo o a ^ 

H —— sen 0 sen <fi cos (j> k + Qo sen 0 cos 0 sen cp i 


2 


Qjp A So t 

sen 9 cos 9 cos <fi j H—— sen 0 cos 0 sen <f> i 


2 


2 


ou ainda, 


3 Qo * 3 Qo ~ 

r X Q = — — sen 9 cos 9 sen 4> i — ■ sen 9 cos 9 cos 4> j 


2 


2 


Em seguida, precisamos de 


f x [f X Q] 


A 


sen 9 cos Si + sen 9 sen 4> j + cos 9 k 


X 


3Qq * 3Qq * 

- sen 9 cos 6 sen <fi i -— sen 9 cos 9 cos cp j 


2 


2 


ou 


fx[rxQ] 


^ sen 2 9 cos 9 cos 2 6 k — sen 2 9 cos 9 sen 2 (f) k 


2 


2 

+ -T— sen 0 cos 2 9 sen S j + sen 9 cos 2 9 cos 4> i 


2 


2 


ou ainda, 


rxjrxQ] 


3Qo 

~2~ 


r\ " 

sen 0 cos 0 cos <p i 


+ - sen 0 cos 2 0 sen 0 j 

2 


sen 2 0 cos 0 k 

2 


de modo que 
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f x [f x Q)\ 


2 9Qo 9 r\ _4 /i_2 


4 


sen 9 cos 9 cos (f> 


+ 


^So 2 /i_4 f\ _2 


4 


sen 9 cos 9 sen <fi + 


^ So 4/1 2/1 

-sen 0 cos 0 

4 


ou 


? x [r x Q] 


^ SO 2/1 4 /} i ^ So 4/i 2 /) 

-sen 0 cos # H-sen 9 cos 6/ 

4 4 


ou entao. 





sen 2 9 cos 2 #(cos 2 9 + sen 2 9) 


e, finalmente, 


rx[rxQ]f = 



Portanto, a equagao 25.91 torna-se 


d(P) 

dfl 


Zqui 6 9 Qo 2 a 2 a 

——?r-sen 9 cos 9 

11527T 2 4 


ou 



ZqujS Qq 

5127T 2 


sen 2 9 cos 2 9 


(25.107) 


Note que, por causa da simetria da situagao, a potencia media emitida por 
unidade de angulo solido e independente do angulo cf). Uma representagao 
para o padrao emitido pode ser vista na figura 25.4. 


A expressao 25.107 pode ser reescrita lembrando que 


sen 2a = 2 sen a cos a 


de modo que achamos 


d(P) 

dVt 


Zqlo® Qq 

2048?r 2 


sen 2 29 


sen 291 


1 , isto e } em 9 


- e 

4 e 


Os maximos dessa fungao ocorrem quando 
9 = , em acordo com a figura 25.4. Alem disso, a radiagao emitida no eixo 
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Figura 25.4: Representagao do padrao da radiagao 

emitida por um quadrupolo eletrico. 


z, bem como no piano xy , e nula. A potencia total media emitida, obtida da 
equagao 25.106, fica 



Z 0 U> 6 -Ql 
14407T . 4 





2 

0 


ou 


ip\ = M.M. 

9607T 

Conforme se ve pelos desenvolvimentos feitos, ha uma crescente com- 
plexidade matematica envolvendo termos de ordem maior na expansao 25.37, 
o que acaba tornando uma analise de termos como octopolos, hexadecapo- 
los, etc proibitiva na forma atual. Outro problema e que campos de radiagao 
produzidos por distributes fisicamente diferentes, como dipolos magneticos 
e quadrupolos eletricos, por exemplo, aparecem combinados nos termos da 
expansao, o que e bastante indesejavel. Por fim, estamos limitados ao limite 
em que a< A, onde a e o tamanho caractenstico da fonte. Assim, quando o 
comprimento de onda da radiagao e da ordem ou eventualmente menor que o 
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tamanho da fonte, tal expansao nao se aplica. Em particular, ela nao se aplica 
a zona intermediaria ou de indugao, o que faz com que tenhamos que fazer 
novas consideragdes para poder resolver as dificuldades mencionadas acima. 
Vejamos entao tais consideragoes. 


25.5 Expansao em Multipolos para os Campos 

Nesta segao veremos como podemos determinar os campos de radiagao 
na forma de uma expansao em termos de multipolos eletricos e magneticos, 
comegando com a situagao mais simples, ou seja, uma regiao no vacuo sem a 
presenga de fontes. 


25.5.1 Expansao em Multipolos para os Campos para uma 

Regiao sem Fontes 

Vamos comegar considerando as equagoes de Maxwell no vacuo na 
ausencia de fontes, dadas pelas expressoes 22.14, 


V • £ = 0 
V-B = 0 


VxB 



m € o m 


V x £ — 


d% 

dt 


Considerando que os campos sejam tais que a parte temporal possa ser escrita 
como e~ luJt , ficamos com 


V • £ = 0 

V • B = 0 

—» 

V x 3 = —i/ioeow£ 

V x £ = ioj“B 


(25.108a) 

(25.108b) 

(25.108c) 

(25.108d) 


ou, substituindo 2 = [iqK, k = ^ e Zq = 


alem de c = 

e 0 ’ 


1 

\/Moeo } 


temos 
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V - £ = 

= 0 

(25.109a) 

V • IK = 

= 0 

(25.109b) 

Vxj{ = 

tco 

1 

II 

(25.109c) 

V xE - 

= i k Z{) 

(25.109d) 


Vamos agora considerar o rotacional da equagao 25.109c, isto e, 


Vx[VxKj 



ou, usando a propriedade 1.58c, 


V x V x A = V( V 'A) — V 2 A 


alem das equagoes 25.109b e 25.109d, obtemos 


—> 

—V 2 3-C = -—ikZo'K 

Zq 

ou 


v 2 k = 



que pode ser reescrita como 


(V 2 + fc 2 ):K = 0 (25.110) 

que e uma equagao diferencial de Helmholtz para IK, podendo ser decomposta 
em tres equagoes diferenciais, uma para cada componente do vetor “K. Alem 
disso, temos tambern que Ji deve satisfazer a equagao 25.109b, 


V • !K = 0 


Neste caso, o campo eletrico e obtido da expressao 25.109c, 



iZ 


o 


V x 


k 


(25.111) 
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No desenvolvimento acima optamos por escrever £ em termos de IK, mas 
podemos tambem escolher o caminho inverso. Nesse caso, consideramos o 
rotacional da equagao 25.109d, ou seja, 

V x [V x £] = ikZ 0 V x <K 

Usando a propriedade 1.58c e as equagoes 25.109a e 25.109c, temos 

—V 2 £ = k 2 E 


OU 


(V 2 + fc 2 )£ — 0 (25.112) 

que tambem e uma equagao de Helmholtz para £, podendo ser decompost a 

■—^ 

em tres equagoes, uma para cada componente de £. Alem disso, e preciso 
satisfazer tambem a equagao 25.109a, 


V * £ = 0 

e o campo IK e obtido da equagao 25.109d, 



(25.113) 


Em qualquer um dos casos acima, satisfazer o requisito de que as di¬ 
vergences de £ ou IK sejam nulas nao e uma tarefa simples, dada a solugao 
geral das equagoes de Helmholtz 25.110 ou 25.112, a qual e apresentada no 
apendice H (veja a equagao H.37). Vamos considerar, entao, um procedimen- 
; to um pouco diferente, sugerido por Bouwkamp e Casimir 9 , que facilitara em 
parte a obtengao de resultados. Primeiro, temos que demonstrar uma identi- 
dade, a saber, 


V 2 (r • V) = 2V- V + r • (V 2 F) (25.114) 

que e valida para qualquer campo vetorial V. Vejamos sua demonstragao. 


9 C. J, Bouwkamp e H. B. G. Casimir, Physica 20, 1954, pag. 539. 
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Demonstragao. Para demonstrar a identidade 25.114, vamos precisar de algu- 
mas outras identidades. Primeiro, vamos calcular V(r*y), usando a identidade 
1.58h corrigida, isto e, 

V(A • B) = (A- V)B + Ix(VxB) + (B‘ V) A + B x (V x A) 
que fica, entao, 

V(r • V) = (r • V)V + rx(VxV) + (V- V)f + V x (V X f ) 

Agora, temos que V x f = 0, e tambem que 

(V- V)r = y 

entao, 

V(r • y) = (f • V)y + r X (V X F) + y 
Agora, calculamos V * [V(r • Vj], ou seja, 

V • [V(r • y)] = V • [{f • V)y] + V • [r x (V x y)] + V • V (25.115) 

Aqui lembramos que V 2 = V • V. Alem disso, pela identidade 1.58g, temos 

V- (Ax B) = (V x A) * B - A • (V x B) 

ou 

V . [f x (V x V)] = (V x f) • (V x V) - f * [V x (V x V)} 

que fica 

V • [f x (V x V)} = -f • [V x (V x y)] 

e, usando a identidade 1.58c, que e 

V x (V x A) = V(V • A) - V 2 A 
V • [f x (V x ?)] = -r • [V(V • V) - V 2 V] 


temos 
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OU 


V • [fx (V x V)] = r- (V 2 t/) - r • [V(V • V)] 
de modo que a equagao 25.115 fica 

v 2 (f • V) = V • [(r • V)V ] + r • (V 2 V) - f • [V(V • V )] + V • V (25.116) 


Agora, precisamos reescrever o primeiro termo do lado direito da equagao 
acima. Explicitamente, temos 

(V x l + Vy3 + V z 

OU 





ou ainda, 



de modo que 


V • [(f. V)f] = 







dV z 


dz J 


ou 



que pode ser reescrito como 
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V • [(r • V)y] = V * V + x 


8 


dx \ ax 


dVr dV v 

+ ^r 1 + 


d /dV, 


y 


X 


dy V dx 


+ 


ay 


y 


dy 


+ 


dy 

ay 

dz 


ay 

dz 


+ Z 


a 


dz \ dx 


ay ay ay 

i i 


dy 


dz 


onde nos valemos do fato de que 


a 2 


a 2 


dxiXj 


dxjXi 


Assim, temos 


r\ o r\ 

V • [(r • V)V] = V • V + x —(V • V) + y—(V • V) + z— (V • V) 


dx 


dy 


dz 


ou 


V- [(f. V)V] 


A A 


V.y + xi-iA( V .y) + yj.jA(V-y) + ^k-k|-(V-f) 


dx 


dy 


dz 


ou ainda, 


V • [(r • v)y] = V • V + f * [V(V • V)] 


de modo que a equagao 25.116 torna-se 


V 2 (r • V) = V • V + f • [V(V -V)] + r- (V 2 V) - r- [V(V • V)} + V • V 


ou, finalmente, 


v 2 (f • V) = 2 V • V + f ■ (V 2 V) 


que e a identidade 25.114, agora demonstrada. 


□ 


Apos demonstrar a identidade 25.114, vamos aplica-la tanto para £ 
quanto para IK, isto e, 


V 2 (r •£) = 2V - £ + r • (V 2 £) 


e 
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V 2 (r • #) = 2V • 96 + f • (V 2 #) 

—# 

Agora, lembramos que £ e IK tern divergencia nula e satisfazem as equagoes 
de Helmholtz 25.110 e 25.112, de modo que temos 

V 2 (r • £) = r • (~k 2 E) 



V 2 (f- fi) = r • (-fc 2 9f) 


ou 


(V 2 + fc 2 )(f • £) = 0 (25.117a) 

(V 2 + Jb 2 )(r-jf) = 0 (25.117b) 

que sao tambem equagoes de Helmholtz, agora para as grandezas f'£er* IK, 
com solug5es similares a dada pela equagao H.37, a qual envolve uma soma de 
termos relacionados aos indices £ e m. Entao, definimos convenientemente os 
campos de multipolo eletrico mediante a especificagao dada pelas condigoes 

r • £|, m = fi(kr)Ye im (9, 4>) (25.118a) 

r • IK e = 0 (25.118b) 

onde o superescrito e indica os multipolos eletricos e os fatores multiplicativos 
utilizados sao apenas para conveniencia. Alem disso, 

fe(kr) = A\\)\(kr) + Ajt)j(kr) (25.119) 

em acordo com H.37. Consideremos agora a equagao 25.109c, isto e, 

_ jr* ik r* 

V x IK = - — £ 

Zo 

Efetuando o produto escalar com r, temos 

^-E ■ f= —V x jf-r 

Zo 
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ou, usando as propriedades de produto misto, 


4-r • £ = i(r x V) • fit 


Lembrando a definigao H.10 para o operador momento angular £, temos 





Agora, usamos a equagao 25.118a para os multipolos eletricos, isto e, 




e 





OU 


L . W| tm (r, 0,0) = *(£ + l)/*(fcr)y* |TO (0, <j>) (25.120) 

Note que, como o operador Z so age nas variaveis angulares, a dependencia 
de na coordenada radial r deve ser descrita pela fungao fe(kr). Sabemos 

tambem que a parte angular de m e descrita por harmonicos esfericos e que 

L esta relacionado aos operadores £+, £>_ e L z descritos pelas equagoes H.12, 
os quais nao podem alterar o valor de l, apenas, eventualmente, o de m. Entao, 
na expressao explicita de JK| m so devem aparecer harmonicos esfericos Y^ m 
de mesmo valor £ que o que aparece no lado direito de 25.120. Alem disso, 
se no lado direito aparece um unico Y^ m , no lado esquerdo (em IK| ) nao e 
possivel termos qualquer valor arbitrario para m. Recordando a equagao H.8, 

L 2 Y e , m = + l)Ye, m 

percebemos que a equagao 25.120 lembra muito esta equagao, desde que !K| m 
seja dado por 

9 , 0) = Mkr)LY e<m (6, <j>) (25.121) 


ja que, nesse caso, 

Z . £f im = Z • \Mkr)ZY i<m ) - fg(kr)Z • ZY e<m = fe{kr)L 2 Y i<rn 

Z^l m =e(£+l)f e (kr)Y e>m 
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O campo eletrico associado ao multipolo eletrico, nesse caso, e dado pela 
equagao 25.109c, isto e, 


£l„ = yV X S l m (25.122) 

E importante notar que, da equagao 25.118b, 

r-j{ e = 0 

vemos que o campo magnetico do multipolo de ordem (^, m) e ortogonal ao 
vetor posigao r, de modo que ele e considerado um campo magnetico trans- 
verso , ( ou entao um modo magnetico transverso (modo MT). Partimos agora 
para os campos de multipolo magnetico, definidos por 

r • = e -^^- 9 e(kr)Y e , m (e, <f>) (25.123a) 

f-£f m = 0 (25.123b) 

Dnde novamente os fatores multiplicativos sao escolhidos de acordo com a 
conveniencia, e o superescrito M refere-se aos multipolos magneticos. Temos 
tambem 


ge(kr) = B\\)\(kr) + Bjtf e {kr) (25.124) 

em acordo com H.37. Consideramos agora a equagao 25.109d, isto e, 

V x £ = ikZ 0 ti 

e efetuamos o produto escalar com r, de modo que 

j 

Vx£^ m -r = ikZ 0 fi% n -f 

OU 


i£j 



(f x V) .£f m = ikZo^P^9i(kr)Y etm {9 t <f>) 


k 


de modo que 


£ • £ m 


i,m 


ZQl{t+l)gt{kr)Yt,m{0, <f>) 


(25.125) 
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que e similar a equagao 25.120. Fazendo as mesmas consideragoes descritas 
anteriormente, temos como solugao para os campos eletricos de multipolos 
magneticos a expressao 


Ze!m(r, 9, 4>) = Zoge(kr)LY eim (d, 4>) 


(25.126) 


enquanto o campo magnetico e descrito por 25.109d, isto e, 


rpr AI 
^£>771 


kZ Q 




M 
m 


(25.127) 


Como, pela equagao 25.123b, temos 


r- £e!m = 0 

vemos que aqui e o campo eletrico que e ortogonal a r, e temos um campo 
eletrico transversal ou um modo eletrico tranversal (modo ET). A solugao geral 
para os campos envolve tanto os multipolos eletricos quanto magneticos, na 
forma de uma combinagao linear de todos os campos. Para simplificar, vamos 
definir o vetor 



1 

V^TT) 


£>Y itm (6, <f>) 


(25.128) 


que e um vetor normalizado, conforme se ve se fizermos 10 



ou, como L e hermitiano, e como £ • L = £ 2 , alem de usar a equagao H.8, 
temos 



1 ( 1 + 1 ) 

y/e 1 (£• +1) y/e(eTi) 





Yg m dVl 


Utilizando a relagao de ortogonalidade C.31 para os harmonicos esfericos, 


v* 

* £ f ,m 


d£l 


^£ } £ f , m! 


Note que 



10 


0 . 
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temos, fazendo as devidas simplificagoes, 

[ ,7 n l * = &IJL 1 $m,m l 


(25.129) 


0 campo eletrico total pode ser escrito entao como 

£ = "§ c '^ v * [ftWfyrnW, <t>)\ + c^ m z ogt {kr)ZY e , m {e, <f>) 

£, rn 

onde fizemos uso das expressoes 25.121, 25.121 e 25.126. Os coeficientes C| m 

e C^ m definem as proporgoes dos respectivos multipolos de ordem (£, m ). 

Utilizando a definigao 25.128 e incorporando as constantes \J t(l + 1) que 
aparecem nos coeficientes, temos 




(25.130) 


0 campo *K e obtido de forma semelhante, utilizando as equagoes 25.121, 
25.126 e 25.127, 

* = <f>) - * [Zoge(kr)ZY e , m (e, </>)} 

rn 



OU 


= J2\Ctmh(kr)\m - x [ge(kr)l l<m ] l (25.131) 

Lm ^ * 

Podemos agora determinar os coeficientes C e PrY . CrL se manipularmos as 

^ jilt/ j f f t 

equagoes 25.130 e 25.131. Iniciamos reescrevendo estas equagoes em termos 
do vetor isto e, 




1 

\jt(i + 1 ) 



m 


+ C^ m gt{kr) 


1 

yjt{l + 1 ) 



N 


e 
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1 

yj£(£ + 1) 



m 


w 




1 

\Jl{t + l) 



m 


ou entao, 




C e are 






onde usamos as definigoes 25.121 e 25.126. Continuando, utilizamos as expres- 
soes 25.122 e 25.127, achando 




C e ce _i_ n M c M 


(25.132) 



r~te ore _i_ s~iM arM 

W,m 


(25.133) 


Agora, consideramos a equagao 25.132 e fazemos o produto escalar de f com 
ela, ou seja, 




! r*M 


r 


£ 


M 

£.m 


Fazemos uso agora da expressao 25.123b, 



e tambem de 25.118a, 
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r * £!,m 


t(l + 1) 

2o— t— feikrjYe, 


m 


de modo que 


r * £ 


Z 


o 


k 


Y^VW+l)Cl m Mkr)Y t> 


m 


£, m 


Fazendo agora o produto com a fungao Y*, , e integrando, temos 

^ ^ J i L 1 


Y£ m ,r-Zdn 


z 


0 


k 


Yin,’ Y. VW+^) C bnf(Xkr)Y ( , m dn 


£, m 


OU 



£, m 


y/W+l)Cl m f e (kr) J Yl m ,Y e , 


rn 




t ; y; m , f • £ dn 

Zn 1 


e, usando a ortogonalidade dos harmonicos esfericos, temos 


^ ^ \/^(Z+ 1)C^ m fj{kr)5^£i 

£ t m 




r * £ dCt 


ou, efetuando as somas e eliminando as linhas desnecessarias em £! e m', 


Ctmfe(kr) 


k 


z 0 Jm+T) 


Y; m r-Edn 


(25.134) 


Efetuando o mesmo procedimento para achamos 


c Sn9e(kr) 


k 


VW+T) 


Y e * m r-MdQ 


(25.135) 


e a demonstragao e deixada como exercicio (veja o exercicio 25.2). Com estas 
expressoes, e possi'vel determinar as constantes Cf m e C^, alem das cons- 
tantes existentes nas fungoes fe(kr) e g&{kr), desde que se saiba os valores de 
r • £ e r * 0~C para pelo menos dois valores diferentes de r. Devemos notar que 
as solugoes acima foram determinadas sem considerar as fontes do campo, 

f • 

isto e, para uma regiao sem fontes. Em seguida, consideramos o que ocorre 
ao explicitarmos as fontes. 
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25.5.2 Expansao em Multipolos para os Campos para uma 

Regiao com Fontes 

Vamos agora supor que haja fontes, descritas por uma densidade de car- 
ga p(r, t ) e uma densidade de corrente J(f, t). Consideraremos, tambem, uma 
eventual magnetizagao A4(f, t), que gera, de acordo com 17.6, uma densidade 
de corrente de magnetizagao Jm (r, t) dada por 


Jm =VxM 


Neste caso, fazendo as devidas extensoes complexas para p (p), 
(M), as equagoes de Maxwell tornam-se, na forma complexa, 


Co 

V ■ B = 0 


VxB = 
V x £ = 


/io-l + po-)m + po^o 

d% 

dt 


dE 

dt 


J (J) e M 

(25.136a) 

(25.136b) 

(25.136c) 

(25.136d) 


Como antes, na segao 25.5.1, vamos fazer a hipotese de que dependencia 
temporal dos campos e fontes e do tipo descrito pela fungao e _t , de modo 
que 

£(r, t) = £(f)e~ wt B(r, t) = ‘B(r)e~' lLot 


e 

p(f, t) = p(f )e~ iut J(f, t) = M(r, t) = M(f)e~ iujt 

e, substituindo nas equagoes 25.136, ficamos com 

V • £ = — 

co 

V • B = 0 

V x!B - noJ + MoV x M — i/iQCoujE 

V x £ = 


Vamos reescrever estas equagoes de modo a facilitar sua resolugao. Para tanto, 
inicialmente definimos um campo !K por meio de 
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B 

t*Q 


Substituindo este campo e tambem k = 7 , Zq 



mo 

60 


e c 


V • £ 


P_ 

€0 




V- 5i = 0 


w 


VxM=J+VxM 


ik 


Z 


£ 


0 


V x £ = ikZn'Si 


VM0^0 


temos 


(25.137a) 


(25.137b) 

(25.137c) 


(25.137d) 


A equagao de continuidade 12.21 estabelece que 


dp 

dt 


+ V • J7 = 0 


Sua extensao complexa torna-se 


icjp + V • J7 = 0 


ou 


P 


V-J7 


a; 


(25.138) 


Entao, a equagao 25.137a pode ser reescrita como 


V • £ 


i 


U)£q 


v-j 


ou 


ou ainda, 


V • £ -f~ 


UJ€Q 


V • £7 = 0 


V 


£ "i" 


we 0 J 


0 


Definindo 
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temos 


e entao, 




v • £ 



Utilizando a expressao 25.139 na equagao 25.137c, temos 


O' 


VxM= J +Vxl 


ik 

2oL 


O' 


£ 


uie o-l 


ou, simplificando devidamente as constantes, 


O' 


Vx^K = /7 + VxjVt 


ik 


O' 


z 


£ - v7 


o 


ou ainda, 


VxM + 


ik 


O 


£ 


£ = V x M 


o 


Por fim, a equagao de Maxwell 25.137d fica 


Vx 


OX 


£ 


we 0 J 


ikZoK 


ou 


ou ainda, 


V x £ - = iyfcZoJC 

we 0 


ox 


ox 


V x £ — ikZnJi 


iV x J 

u>e 0 


Portanto, as equagSes de Maxwell 25.137 ficam sendo 


(25.139) 


(25.140) 


(25.141) 


(25.142) 
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V • £ = 0 

v-:k = o 




VxJ{ + 


ik 




Z. 


£ = VxM 


o 




\J 


V x £ - ikZ 0 W 


iVxJ 

U€ 0 


(25.143a) 

(25.143b) 

(25.143c) 

(25.143d) 


que sao os analogos das equagoes 25.109, so que agora temos fontes para os 
campos. Vamos considerar o rotacional da equagao 25.143c, ou seja, 


3 * j,}c 3 * 

V x V x + —V x£=VxVxM 

-£o 

♦ 

Usamos agora a equagao 25.143d alem da identidade 1.58c, 


VxVxi= V(V • A) - V 2 A 


para obter 


V(V • ft) - V 2 9f + 


ik pV x J 
Zn L ojen 




+ ikZrfK 


Vx VxM 


ou, aplicando a equagao 25.143b, 


V 2 JC - k 2e K = Vx J + VxVxM 


ou 


(V 2 + fc 2 )J{ = -Vx(J + VxM) (25.144) 

que e uma equagao de Helmholtz, so que nao-homogenea. Podemos obter a 
jequagao para £ considerando o rotacional da equagao 25.143d, 

- - iV x V x J 

V x V x £ - xK=-— 

o;e 0 

;• ou, usando 1.58c e 25.143d, 






V(V • £) - V £ - ifcZo 


VxM 


-i/c 


Z, 


£ 


o 


iV x V x J 

UltQ 
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Lembrando de empregar a equagao 25.143a, temos 



k 2 E 


— ikZoV x M + 


iZ 0 V x V x J 

k 


ou 


(V 2 + k 2 )l = -ikZ 0 V X 



(25.145) 


que e, por sua vez, uma equagao de Helmholtz nao-homogenea para o cam- 

po £. As equagoes 25.144 e 25.145 sao as equivalentes das equagSes 25.110 
e 25.112, so que agora envolvendo as fontes. Lembrando que no desenvolvi- 
mento anterior as grandezas r * £ ef-M definiam muito bem o problema, 
vamos considerar aqui a mesma ideia. Assim, vamos efetuar o produto escalar 
das equagoes 25.144 e 25.145 com r, iniciando com a primeira delas, ou seja, 


(' V 2 0<) • r + k 2 (ti • T) = - V x (J + V x M) • r 
Demonstramos anteriormente a propriedade 25.114, 

V 2 (f • V) = 2V • V + r • (V 2 V) 

Alem disso, para qualquer V, 

(VxV)-r = (fx V) • V 
e, usando a definigao H.10, 



”i(rx V) 


temos 


(VxV)-r = iZ-V 

Portanto, lembrando tambem que V • ‘K = 0, ficamos com 


V 2 (f- K)+k 2 r-%= -iZ • (+ V x M) 


(25.146) 


OU 
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(V 2 + k 2 )(r- ft) 


^•(J + VxM) 


(25.147) 


Vamos considerar agora o produto escalar de f com a equagao 25.145, isto e, 


que fica 


ou 




(V z £) • r + k z (E • r) 


ikZ 0 V x 


M 


VxJ 

k : 2 


r 




S7 z (r-£) + k%E-r) = kZ 0 L 


M + 


V x J 
k 2 


(V 2 + k 2 )(f- £) = kZ 0 L 


M + 


VxJ 

k 2 


(25.148) 


que e a equagao para £. Tanto esta equagao quanto a 25.147 sao equagoes 
de Helmholtz nao-homogeneas, e podemos resolve-las utilizando o metodo de 
fungoes de Green desenvolvido na segao 20.5. A equagao de Helmholtz 20.41, 

V 2 T + fc 2 T = —Anv 

tern como solugao geral a equagao 20.85, 


T= / ^k(r,f")v(f')dV 

Jv 

onde T?fcCr, f') e a fungao de Green apropriada. No presente caso, como ha 
emissao de radiagao pelas fontes, queremos a fungao de Green dada em 20.43, 




ikR 



sendo R 


r — r'\. Entao, temos 




f • £ 


kZ 0 fe 


47T 


ik\f—f' 


r — r 


Z' • 


M(f') + 


A , 


V' x J(r') 

kF~ 


dV 


(25.149) 


ik 




r—r 


f * IK 


47T 


r — r 


l 


£' * [J(r f ) + V' x M(r')] dV 


(25.150) 
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Seguindo o procedimento utilizado para o caso sem fontes, queremos que £ e 
!K sejam escritos de forma similar as equagoes 25.132 e 25.133, isto e, 



ne ce , fiM c M 


(25.151) 




ne ore , fiM nrM 
^ / £,m J ^'£,m ' ^£,m^£,m 


(25.152) 


onde, de acordo com as expressoes 25.121, 25.122, 25.126 e 25.127, temos, 
para as componentes de multipolo eletrico, 



e, para as componentes de multipolo magnetico, 


(25.153a) 

(25.153b) 


£^n( r > 4>) = Zo gi(kr)LYe, m (d, 4>) 





(25.154a) 

(25.154b) 


Para determinar as constantes, seguimos o desenvolvimento feito la, o que 
resulta nas equagoes 25.134 e 25.135, que ficam, para o presente caso, 


Clmfeikr) = 


k 

Z 0 ^£(£+l) 


Y; m ( 6 ,</>)?■ I dfl 


(25.155) 


e 





(25.156) 


Com o uso das equagoes 25.149 e 25.150, as expressoes 25.155 e 25.156 tornam- 
se 
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Como nossos campos devem ser tais que eles se propaguem a partir das fon- 
tes em diregao ao infinito, nas fungoes fi e gt , dadas pelas equagoes 25.119 
e 25.124, 


fe(kr) = A\\)\{kr ) + Af\)i(kr) 


2^2 


ge(kr) = Bjtiikr) + Bfmkr) 


2^2 


as constantes Ap e que multiplicam f)|, devem se anular, para que os 


campos se propaguem “para fora”, como requerido. Entao, devemos ter, des- 
considerando as constantes, que serao incorporadas nas constantes C^ m , 
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fe(kr) = t)l(kr) gt{kr) = J )\{kr) (25.159) 

Alem disso, a equagao H.59 nos fornece a expansao 

i k t _ t ^ j 

— = ik^kihr <)h\(kr ,)¥,•„{«, A) 

£,m 

valida para propagagao a partir de um ponto. No caso presente, em que as 
fontes sao localizadas numa regiao finita, devemos ter r< = r l e r> = r, ou 
seja, 

% k | T* _ T ^ 

(25.160) 

Empregando esta equagao na expressao 25.157, ficamos com 



x l' • [>t(f0 + v x ^ r ) ] dv'dn 

L k l J 

onde utilizamos linhas nos indices (£', m 7 ) para diferencia-los de (£, m). Pode- 
mos reescrever a expressao acima trocando as ordens de integragao e de soma, 
para dar 



A ultima integral e dada pela condigao de ortogonalidade C.31 dos harmonicos 
esfericos, e ela resulta em 
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V' x J(r')i 




Y [)Hkr')l) 1 e (.kr)Yt tml (d f , 0')<V<W 

t\ m! 



Efetuando as somas, temos 


Cimhe(kr) = 

ik 3 

~ 7 W+T) 


U(kr , )t)i(kr)Y e * m (0', $)& 

V* 



ou, como a integral e feita nas variaveis com linha, de modo que podemos 
retirar fy](kr) da integral, 



f UikrK'MfiZ 

v 



(25.161) 


onde tambem retiramos as linhas, por serem redundantes. Vejamos agora os 
coeficientes C^. Para tanto, empregamos as equagoes 25.159 e 25.160 na 
expressao 25.158, e obtemos 



ik 

\J + 1) 


x 



Q 



V 




/ 


) e >(kr , )^(kr)Yl m ,(9 , ) <f>')Y etm '(6 t 4>) 


x £' • \j{r') + V 7 x M(f')] dV'dtl 


Fazendo novamente a troca de ordem de integragao e soma, temos 


CetS)}( kr ) 


k 2 

sj£{t + 1 ) J \ 


£' • [J(r‘') + V' x M(r'')] 


X 


Y\ U’{kr%,{kT)Yl ml {e\<t>') j Y e , m (6, <t>)Yj^(9, <f>) dd 


\ dV' 


e,m‘ 
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ou entao, usando G.31, 


CLmh\{ kr ) 


1(1 + 1 ) 


V' 


l' • [J{r') + V' x M(f')] 


X ^2 [^' ( fcr 0 (#'> 0') S e,e, S m.m 


e,m' 


que fica, apos efetuar a somatoria, 


CeLbeikr) 


£(£ + 1 ) 


dV' 


j t {kr')^\{kr)Y^ m {ff t <f>')Z' • [J(f‘ ') + V' x M(r')] dV 


V' 


ou, finalmente, 


nM 

^£,771 


£(£ + !) 


U(kr)Y e * m (0 , «/»)£. [i + V x M] dy 


(25.162) 


v 


As equagoes 25.161 e 25.162 fornecem os coeficientes C^ m e Cj^ para as 
expressoes 25.151 e 25.152, especificando completamente o problema desde 
que as fontes sejam conhecidas. Estas expressoes podem ser reescritas de forma 
a deixar mais clara a dependencia com relagao as fontes. Para tanto, lembre-se 
de que, pela equagao 25.146, temos 


(VxK) 


iL • V 


que pode tambem ser reescrita como 


V • (V x r) = iZ • V 


ou 


£ • V = iV • (f x V) 


(25.163) 


Se P for escrito como V = V x U, a expressao acima torna-se 


£ • (V x f7) = iV • [r x (V x U)] 


(25.164) 


25.5. EXPANS AO EM MULTIPOLOS PARA OS CAMPOS 


641 


A identidade 1.58g estabelece que 

V . (A x B) = (V x A ). B - A • (V x B) 

de modo que achamos 

V • [f x (V x [?)] = (Vxf)*(Vx[/)-f*[Vx(Vx U)] 

ou 

V • [r x (V x U)] = -f • [V(V • U) - V 2 c7] 

ou ainda, 

V • [f x (V x 17)] = f • V 2 ?/ - r • V(V • t/) 

Usamos agora a propriedade 25.114, e obtemos 

V • \f x (V x U)] = V 2 (f • U) - 2V • U - r • V(V • 17) (25.165) 

Em coordenadas esfericas, temos, pela equagao B.16, 

_ ^ d 0 d <p d 

V = r-1-1--- 

dr r 86 r sen 6 dcf) 

Assim, 

f) 

r • V = r— (25.166) 

or 

■4- 

r Vamos calcular agora 

A(r 2 V • U) = 2rV • U + r 2 ^-(V • U) 

dr dr 

i ou, usando a equagao 25.166, 

d 

dr 

de modo que 

2V • U + f • V(V • U) = -^-(r 2 V • 0) 

r dr 



(25.167) 
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Com o uso da expressao 25.167, a equagao 25.165 fica 


V • [fx (V x U)} = V 2 (f • U) - -4-(r 2 V • U) 

r or 

Aplicando a equagao 25.168 em 25.164, achamos 

* 0 

£ . (V x 17) = iV 2 (f• U) - - — {r 2 V • U) 

r or 


(25.168) 


(25.169) 


que e valida para qualquer vetor U. Se V — M. a equagao 25.163 fica 


£-M = iV<(fxM) 


(25.170) 


Se U — J, a expressao 25.169 torna-se 


li 


id, o 


£ . (V x J) = iV^f • J) - - —(r V • J) 

r or 

Utilizando as equagoes 25.170 e 25.171, a expressao 25.161 fica 


(25.171) 




C e 

£,m 


ik 


\J + 1) 


U(kr)Y; m (e^) 


V 


x iiV • (rx M) + 


k 2 L 


v 2 (f • J) 


r or 


dV (25.172) 


Utilizando a equagao 25.138, temos 


V-J = icup 


(25.173) 


Com o uso de 25.173, a expressao 25.172 fica 


^ i^m 


fc 3 


yj£(£ + 1 ) 


U(kr)Y t *(e, 4>) 


v 


x < V . (f x M) + -1 [v 2 (f • J) - — ^-(r 2 p) 

k l L r or 


dV (25.174) 


que pode ainda ser manipulada. Considere o termo 


11 Note que V X M nao e igual a J. 
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j/(Ar)y; m (M)4vV. 1 


V 


k 2 


k 2 


v 


(25.175) 


O teorema de Green 1.62 estabelece que 


v 


($V 2 $ - 3>V 2 ^) dV 


j> (\&V$ — 4>V\I/) • ndA 


Assim, considerando 


* = U(kr)Y; m {9,<j>) 


$ = r • J 


temos 



)^-V 2 (r • J) - (f • J)V\UYl m ) 


2 /: 


dV 


V 



s 


kY e : m V(r> J) - (f • J)V(nYlm) 


* h dA 


O volume de integragao deve ser suficientemente grande para envolver as 
fontes, podendo ser maior do que elas, de modo que J — 0 na superffcie que 
delimita o volume, e a integral de superffcie se anula. Entao, 



m 


V 2 {f-J)dV 


' (r-j)V 2 () £ Y e * m )dV 

V 


Pela relagao 6.79, 


(25.176) 


Y e * m = (25.177) 

Alem disso, devemos lembrar que a equagao de Helmholtz homogenea H.l, 

V 2 /(f) + A 2 /(f) = 0 

tern justamente como solugoes as fungSes jconforme mostramos no 
apendice H. Entao, 


V 2 [j/(fcr)y* tm (M)] = -k 2 U(kr)Ye, m (e,<f>) 


% 
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e, usando a expressao 25.177, podemos escrever 

V 2 [ }e (kr)Y e * m (9, </>)] = -k 2 u{kr)Yl m (Q , <f>) (25.178) 

Com o uso da equagao 25.178, a expressao 25.176 fica 


/ )tYZ m V 2 (r- J) dV = -k 2 / uY t * m {r- J) dV 

Jv Jv 

de modo que a equagao 25.175 torna-se 

J U(kr)Y e * m {9, ( }>)± I V 2 (r-J)dV = -J U(kr)Y e * m (9,4>)(r-J)dV 

(25.179) 

Considere agora, em 25.174, o termo 



o f*]c Pi 

Vkr)Y^{9, ^Ur 2 p) dV 


1C 

k 



-UMY e * m (e , 0) 4-ir 2 p) dV 


r 


dr 


(25.180) 

Lembrando que o elemento de volume em coordenadas esfericas pode ser 
escrito como dV = r 2 drdfl, podemos reescrever o lado direito da expres¬ 
sao 25.180 como 


ic 


1 


d 


k / r 


-Mkr)Yl m {9, <j>) ^p) dV 


1C 

k 


Y e * t mV,<l>) 


Q 


r)e(kr)-^-(r 2 p) dr'jdQ (25.181) 


Podemos realizar uma integragao por partes da integral radial, mediante 


u 


dv 


r)e(kr) 

9 . 2 


dr 


(r p) dr 


de modo que 


du 


d 


dr 


[r}e(kr)] 


v — r p 


d 

r )e(kr) — (r 2 p) dr 


r 3 )e(kr)p(f ) 


Q 

r 2 p—[rje(kr)] dr 


o 


r 


dr 
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Note que, como a densidade de carga p e localizada, ao considerarmos um 
volume V que envolva completamente as fontes, a aplicagao em r no primeiro 
termo do lado direito da equagao acima se anula, ou seja 12 , 


r k{kr) — (r 2 p) dr 


Q 

r 2 p—[rji(kr)] dr 


V 


dr 


Com o uso de 25.182, a expressao 25.181 torna-se 


(25.182) 


f J l r k(kr)Y i: 


m 


{eA)^r(r 2 p) dv 


dr 


lc ' y* 

h I 

K 'n 


M) 


d 

r [rj^(fcr)] dr 


dr 


ou 


r /. 


m 


V 


(9, <^(r 2 p) dV 


de modo que a expressao 25.180 fica 


ic 

k 


Yi* 


d 


i , rn 


(0,<f>)p-r^[r}e(kr)\ dV 


v 


j e (kr)Y e * m (9, <f>) 


ick %c 


v 


k^r dr 


( r p) dV 


d 


k 


v 


Y lm .( 6 > [r)e(kr)} dV 


(25.183) 

Com o uso das expressoes 25.179 e 25.183, a equagao 25.174 torna-se, apos as 
devidas simplificagoes, 




C <e 

£,m 


ik 


d r 


y/W+1) 


Y Zm( Q ><t>) 1 c P(r)fo[r)i(kr)] 


v 


+ ikji(kr)(f • J) — ikji(kr)V • (f x M) > dV (25.184) 


Seguindo os mesmos passos, o que e deixado como exercicio (veja o exerci- 
cio 25.3), mostra-se que a equagao 25.162 pode ser reescrita como 


12 O termo se anula tambem em r = 0, por causa do fator r 3 . 
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As equagoes 25.184 e 25.185 sao validas em geral, para qualquer freqiiencia e 
tamanho de fonte, e elas explicitam a dependencia dos coeficientes de multipo¬ 
los eletricos e magneticos em termos das fontes. Veremos algumas aplicagoes 
importantes das equagoes acima em seguida. 


Exemplo 25.1. Uma aplicagao imediata das equagoes acima consiste em de - 
terminar os campos de radiagao emitidos por uma antena linear alimentada 
pelo seu centro por um gerador que gera uma corrente oscilante ) como mostra 
a figura 25.5. 


gerador 



Figura 25.5: Modelo para uma antena linear alimentada pelo 

centro por um gerador que fornece corrente alternada. 


A antena tern tamanho total L e esta paralela ao eixo z. Nosso objetivo e 
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determinar os coeficientes 25.184 e 25.185 para esse problema. 

Pelas condigoes do problema, a corrente nas extremidades da antena 
deve ser nula, e pela simetria da situagao, deve ser uma fungao par de z, de 
modo que podemos escrever, de forma bastante geral, 

5(z,t) = J(\z\)e~ iujt (25.186) 


com a condigao auxiliar 


3(f)=3(-f) = 0 (25.187) 

onde supusemos uma dependencia temporal harmonica para a corrente, consi¬ 
der ando que o gerador de corrente produza uma corrente senoidal, por exem- 
plo, alem de ja escrevermos a extensao complexa da corrente. Como a corrente 
fLui ao longo do eixo 2 , a densidade de corrente J e paralela a esse eixo, de 
modo que em pontos pertencentes a antena temos 

r x J = 0 (25.188) 

Alem disso, a antena nao possui, em geral, magnetizagao, de modo que 

M — 0 (25.189) 

A conseqiiencia imediata das condigoes que levam as equagoes 25.188 e 25.189 
e que, se olharmos a equagao 25.185, veremos que todos os coeficientes C^ m 
serao nulos, isto e, 


rtM 



(25.190) 


para uma antena linear, alimentada pelo centro, de modo que a antena nao 
tern termos de multipolo magnetico, apenas eletrico. Para calcular os coefi- 

-4 

cientes Cf™, dados pela equagao 25.184, precisamos de J e p. Lembrando as 

^ j M t 

fungoes delta de Dirac estudadas na segao 4.7, em particular a delta associada 
com uma distribuigao linear de cargas num fio, dada pela equagao 4.51, vemos 
que podemos escrever a densidade de corrente no fio 13 por meio de 


J 


3(0 

2irr 2 


[5(cos0 — 1) — <5(cos0 + l)]r 



(25.191) 


13 


Na verdade, a parte espacial da densidade de corrente. 
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onde as fun goes delta forgam a corrente a circular pelo eixo z. A verificagao 
explicita de que essa expressao concorda com uma corrente J circulando na 
antena e deixada como exercfcio (veja o exercicio 25.4). Se J for conhecido, 
a densidade de carga a pode ser obtida por intermedio da equagao 25.138, 


P = --v-jf 

U) 

onde devemos lembrar tambem que o divergente, em coordenadas esfericas, e 
dado pela equagao B.18, 


V • A 


1 d 


r 


dr 


(r 2 A r ) + 


1 


d 


r sen 0 dO 


( 


sen 


QAq ) + 


1 dAs 


r sfm 0 Bch 


Como J so tem componente radial, temos 


V • J 


1 d 


r 


2 dr 


{r 2 J) 


de modo que a densidade de carga fica 


i 1 d 


P 


u) r 2 dr 


(: r 2 J) 


ou, substituindo J dado por 25.191, 


p(r) 


i [(5(cos0 — 1) + 5(cosB + 1)] d3 


to 


2i rr 2 


dr 


(25.192) 


Usamos agora as expressoes 25.191 e 25.192 na equagao 25.184, ou seja, 



ou 
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k 2 


L 

2 


+ 1) 



r)J(r) 


1 d3 d r 


k dr dr 


r}i(kr)]\ 


o 


x 1 ^* m (#> 4>) [£(cos# — 1) — 5(cos0 + 1)] dQ dr (25.193) 

Q 


A integral angular e 


o. 


Y i*m( 0 > <l>) [%os0 - 1) - 5{cose + 1)] dfi 


1 r27r 


-1 Jo 


Y^ m [5(cos0 — 1) — S(cos9 + 1)] d(cosd)d(p (25.194) 


Os harmonicos esfericos sao dados pela equagao 6.78, isto e, 


Yi, 


771 



2£ + 1 (£ — m)\ t) / q\ imd > 

—r— , . (cos 60 e ^ 


47T (-£ + 771) ! 


Seu complexo conjugado e 


v* 

*£,771 



21+1 (l-m)! 

47t (6! + m)! 


Pe,m(cos6)e~ irn< ^ 


Assim, a equagao 25.194 pode ser escrita como 


n 


y^ m (0, </>) [5(cos0 -1) - s (cose +1)] dn 



2£ + 1 (£ — m)! 
47r (^ + m)! 


x / P* im (cos 5) [£(cos 0 — 1) — <5(cos e + 1)] 

-l 


27T 


—irrup 


d(j) 


0 


d(cos0) 

(25.195) 


A integral em <fr pode ser realizada de um modo simples se lembrarmos que, 
pela expressao C.29, 


2tt 


im(f> —im f (j> 

O O 


0 


dtp — ^7r<5 m 


Com m = 0, temos 
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27r 


lTn,<i> d(f> - 2ir5 0<m < 


o 


de modo que a expressao 25.195 simplifica-se para 


n 


Y e *(B, <t>) \S(cos6 - 1) - 6(cos8 + 1)1 dtl = 2tt 



2i+l ( e-m)\ 
Atx {i + m )! 


1 


x i Pe,m(cos 6) [<5(cos# — 1) — 5(cos9 + l)]5o )7n d(cos9) 

-l 

ou, como a fungao delta so permite que termos com m = 0 sejam nao-nulos, 
o que pode ser entendido se lembrarmos a simetria do problema em torno do 
eixo z, achamos 


Q 


Yimi®') <£) £(cos# — 1) — 5(cos 9 + 1)] dfl 



2£ + l f 1 

2i t\I —:- / P^q(cos9) [£(cos0 — 1) — <5(cos# + 1)] d(cos9) 

-1 


47 r 


Alem disso, temos tambem que Pi t o = P^ onde Pi sao os polinomios de 
Legendre, de modo que 


n 


Yl m {9^ <t>) 5(cos 9 — 1) — 5(cos9 + 1)] dQ 



2£+l f 1 

2tt\/—-— j Pi(cos9)[6(cos9 — 1) — <5(cos0 + 1)] d(cos9) (25.196) 
Efetuando a integral restante em 25.196, temos 


YT 


n 


£ y m 


(#, <f>) 5(cos9 — 1) — <5(cos0 + 1)] dCl 


op - Li 

^Y^^iPi^-Pii-l)] (25.197) 
Agora, sabemos que, de acordo com a definicao dos polinomios de Legendre, 



Pe(l) = 1 


p,(-i) = (- 1 ) 


£ 


Entao, a expressao 25.197 flea 
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to 


Y e * m (0, <f>) [<5(cos 9-1)- S (cos 9 + 1)] dtl = 2tt 



2i+ 1 r 


4tt 


[i - (-i)'i 


0 termo entre colchetes e nulo se £ e par, e ele vale 2 se £ e impar, de modo 
que temos 


n 


[^(cos0 


1) — 5(cos0 + 1)] dVt 


■\/4:7t(2£ + 1), impar, m — 0 (25.198) 


Com o uso da equagao 25.198, a expressao 25.193 fica sendo, para £ impar, 


C e 

W,o 



2^+1 , 2 


L 

2 


k 


1 dO d r 


«+!)- / L ftrWiT)3(r) “ A-* I 


rj^(fcr)] > dr (25.199) 


Vamos reescrever esta equagao considerando o termo 


d 


dr 


r)i(kr) 


dO- 

dr. 


[r)e(kr)] +r)e(kr)^ 


dr dr 


de modo que 


d3 d r 


dr dr 


rje(kr) 


d 


dr L 


rje(kr) 


dl 


dr. 


Empregando 25.200 em 25.199, achamos 


r)Akr) 


d? 3 
dr 2 


(25.200) 




C e 

e,o 



2£ + 1 fc2 


7 t£(£ + 1 ) 


L 


X 


kr)^{kr)3{r) 


1 ( d 


o 


k \ dr i 


rje(kr) 


dJ- 
dr . 


rj^(A;r) 


d 2 3 
dr 2 



dr 


ou, reescrevendo melhor a expressao, 


C e 


to 



2 £ + 1 
tv £(£ + 1 ) 


L 

2 


k 


rje(kr)J(r) 


o 


o d 2 3i 

d 

d3~ 

+ dA 

dr 

[ r „(fcr) 


dr (25.201) 
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Para podermos continuar, precisamos da expressao explicita de J(|z|). Como 
hipotese, vamos supor que a corrente possa ser descrita pela aproximagao 


J(z) = Jq sen 



(25.202) 


que seria rigorosamente valida apenas se a antena fosse uma linha no sentido 
matematico, ja que nao leva em conta o diametro da antena, por exemplo, 
alem de desprezar a propria resistencia eletrica do material que a forma, o que 
altera a distribuigao de corrente de forma a gerar um problema com condigoes 
de contorno bastante complicado. Esta aproximagao, feita pela primeira vez 
por H. C. Pocklington, em 1897, tern como vantagens permitir que efetuemos 
os calculos de forma relativamente simples e tambem fornecer uma boa ideia 
a respeito do fenomeno fisico considerado. Com o uso de 25.202, e simples 
mostrar que 


d 2 3 

dz 2 


ra 


o que faz com que o primeiro colchetes na integral em 25.201 se anule. Entao, 


C 'C 

e,o 



2 £ + 1 


L 

2 


k 


d 


tt£(£+1) I g dr 


rje(kr) 


(fl- 

dr _ 


dr 


ou 


C <e 



2£ + l 

ir£(£ + 1) 


k 


rje(kr) 


d3 

dr 


J o 


(25.203) 


Vamos precisar da derivada de 25.202, ou seja, 


d3 

dr 


J 


d 


o 


dr 


(kL 

sen (- 


kr 


{kL 

A; Jo c °s(— kr 


(25.204) 


Com o uso de 25.204, a equagao 25.203 torna-se 




C 'e 

e,o 



2£+1 k 2 L3 0 f kL. 

-«(t) 


t t£(£ +1) 2 


ou 
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2£ + 1 /kL \ 2 . ( kL, 
_____ 


(25.205) 


Dois casos import antes sao os que correspondem a uma antena de meia-onda e 
uma antena de onda completa, caracterizadas pela situagao em que o compri- 
mento L da antena corresponde, respectivamente, a meio e a um comprimento 
de onda A da radiagao emitida, Temos entao, para uma antena de meia-onda, 

A 2tt 7r 
2 2k k 


ou 


kL = 7r, meia-onda (25.206) 

onde usamos k = Com isso, temos, para uma antena de meia-onda, os 
coeficientes dados por 25.205 como sendo 






2^+1 / 7 T 

tt£(£+1) V 2 



(25.207) 


lembrando que £ deve ser impar. Alguns valores para esses coeficientes sao 
dados na tabela 25.1, que mostra tambem os valores aproximados da razao 
entre os coeficientes com £ > 1 e o coeficiente com £ — 1. 


Para uma onda completa, temos 



2n 

~k 


ou 


kL — 2i r, onda completa 

e, usando a equagao 25.205, achamos 



(25.208) 


(25.209) 


Alguns valores sao apresentados na tabela 25.2, juntamente com a razao entre 
os coeficientes com £ > 1 e o coeficiente com £ = 1. 
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£ 

L fie 

o 0 W,o 

°£,0 

&to 

1 


1 

3 

2(tt 2 -10) /21 

TT 2 Y 7T 

« —4, 94 x 10 -2 

5 

7r 4 -1127r 2 +1008 /330 

7T 4 y 7T 

m 1, 02 x 10“ 3 

7 

7r 6 -4507r 4 +356407r 2 -308880 / 210 

TT 6 V * 

« -9, 84 x 10“ 6 


Tabela 25.1: Alguns coeficientes C \ 0 dados pelaequagao 25.207 pa¬ 
ra as antenas de meia-onda alimentadas pelo centro, 
juntamente com as razoes aproximadas entre os coefi¬ 
cientes com £ > 1 e com £ = 1. 


Observando as tabelas, vemos que os coeficientes diminuem de valor a medida 
que l aumenta, mostrando que os multipolos de l menor sao os mais impor- 
tantes, em particular o primeiro. Alem disso, quanto maior a fonte quando 
comparada com o comprimento de onda da radiagao emitida, mais lentamente 
caem os coeficientes, que e o que ocorre na antena de onda completa, onde 
A = L, quando a comparamos com a antena de meia-onda, na qual A = 2L. 

Os campos de radiagao sao dados pelas expressSes 25.151 e 25.152, lem- 
brando que os coeficientes dos multipolos magneticos sao nulos e que m — 0, 
ou seja, 



£ 



1 

VWTT) 





C e pe 

e,o c e,o 


(25.210) 




1 

y/HJ TT) 


rte tire 

W,o J Ho 


(25.211) 


onde £ e fmpar e J~C 


e £ sao 


dados mediante as equagoes 25.153, isto 
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£ 

3o W,0 

C|,o 

CU 

1 

\/67r 

1 

3 

15-7T 2 /21 

37T y 7r 

« 0,324 

5 

7T 4 -1057T 2 +935 /330 

157T 3 y 7T 

» 3,10 x 10~ 2 

7 

Tr 6 —3747r 4 + 173257r 2 —135135 / 210 

147T 5 y 7 r 

« -1,47 x 10~ 3 


Tabela 25.2: Alguns coeficientes Cf Q dados pela equagao 25.209 pa¬ 
ra as antenas de onda completa, juntamente com as 
razoes aproximadas entre os coeficientes com £ > 1 e 
com £ — l. 


*1,0 4>) = fe{kr)LYe i0 (d, <f >) 


£ 


e 

€,0 



V x IKf )0 


(25.212a) 

(25.212b) 


E possivel escrever expressoes explicitas para alguns termos dos campos, uti- 
lizando tambem as equagoes H.13 e H.14, mas isso e deixado como exercicio 
para o leitor (veja o exercicio 25.5). Vejamos agora outro sistema radiante 
importante. 


Exemplo 25.2. Vamos considerar agora uma antena linear de tamanho L 
alimentada por um extremo, como na figura 25.6. Obtenha os coeficientes, 
como no caso anterior. 

No presente caso, tambem podemos escrever 

J {z,t) = 3(z)e~ lLjjt (25.213) 


com a condigao auxiliar 


J(L) = 0 


(25.214) 
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gerador 


Figura 25.6: Modelo para uma antena linear alimentada pela extremidade 

por um gerador que fornece corrente alternada. 

A densidade de corrente e semelhante a do caso da antena alimentada pelo 
centro, de mo do que 

J = -H^(cos e - l)f, T < L (25.215) 

2ixr l 

Assim, como antes, temos 

rxj = 0 (25.216) 

e, como nao ha magnetizagao, 

M = 0 (25.217) 

o que, como no caso anterior, faz com que todos os coeficientes CfL sejam 
nulos, isto e, 

Cef m = o (25.218) 

Como J e muito similar ao caso discutido no exemplo anterior, praticamen- 
te todo o desenvolvimento e o mesmo, excetuando-se a integral na equa- 
gao 25.196, que fica 
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Y e * m (9 y 4) [<5(cos0 - 1) - <5(cos0 + 1)] dtt 




21+1 

47r 



1) d(cos 9) 


ou 


ft 


Yg m (9, (j>) [<5(cos0 — 1) — S(cos9 + 1)] dQ, = 27r 



2 £+ 1 


47r 


W) 


ou, como ^(i) = i, 


0 


Y e * m (9, <t>) [5(cos 9 - 1) - 5(cos 9 + 1)] dQ, = 2t r 



2 £+ 1 


47r 


As diferengas sao um fator multiplicative igual a 2 e tambem o fato de que 
agora e possfvel ter £ par, o que faz com que os coeficientes dados pela 
equagao 25.201 tornem-se 


C e 

ifl 



2£+l 


L 


4n£(£ + 1) 


k 


r)i(kr)3(r) 


o 


Ar + 


d 2 3- 

dr 2 - 


d r 


dr 


r)i(kr) 


d3~ 

dr~ 


dr 


(25.219) 

Note que ainda ha simetria cilmdrica em torno do eixo 2 , de modo que apenas 
termos com m = 0 sao possiveis. Fazendo a mesma suposigao para a forma 
explicita da corrente, dada em 25.202, 


3(z) — Jo senfc(L — z) 
chegamos a expressao analoga a 25.205, ou seja, 

^ = i(§h (kL)2 ^ kL) (25 - 220) 

onde agora todos os l inteiros positivos sao possiveis 14 . Para uma antena de 
meia-onda, temos kL = ir, e entao 25.220 fica 


14 Lembre-se de que, pela definigao dos campos de multipolo IK* e £*, os termos com £ = 0 
sao nulos. 
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2 £ 1 
4lTt£{£ + 1 ) 



e alguns valores dos coeficientes sao dados na tabela 25.3. 


(25.221) 


t 

Ue 

3o W,0 

<%0 

cto 

1 

\/6 7T 

4 

1 

2 

1 /30 

4y 7r 

fa 0, 772 

3 

15— 7T 2 / 21 

I2n V 7r 

fa 0, 324 

4 

5(21-2tt 2 ) 

7T 4 

« 0,111 

5 

7r 4 -1057r 2 +945 /330 

607T 3 Y ^ 

w 3,10 x 10 -2 

6 

7t 4 -607t 2 +495 /s46 

47T 4 Y ^ 

w 7,25 x 10“ 3 

7 

7r 6 -378'?r 4 -i-173257r 2 —135135 / 210 

567I -5 Y 7T 

fa 1,47 x 1CT 3 


Tabela 25.3: Alguns coeficientes C| 0 dados pela equagao 25.221 pa¬ 
ra as antenas de meia-onda alimentadas pelo seu ex¬ 
treme, juntamente com as razoes aproximadas entre 
os coeficientes com £ > 1 e com £ = 1. 


Note, na tabela 25.3, que os coeficientes agora caem um pouco mais lenta- 
mente do que no caso da antena de meia-onda alimentada pelo centro, sendo 
que agora seria preciso considerar pelo menos 4 termos de multipolo (£ — 1 
ate £ = 4) para obter uma aproximagao razoavel para os campos de radiagao 
emitidos pela antena. No caso anterior, os dois primeiros termos, com £ = 1 
e £ = 3, ja seriam suficientes para exprimir os campos de radiagao. 

Para uma antena de onda completa, temos kL — 2n, de modo que a 
expressao 25.220 fica 
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21 + 1 
Att£(£ + 1 ) 


(2n) 2 )£(2n) 


Alguns valores dos coeficientes sao dados na tabela 25.4. 


(25.222) 


e 

L pe 

3() A 0 

<5f.o 

i 

\/67r 

2 

1 

2 

i /30 

4 y ?r 

s® 0,356 

3 

47T 2 —15 /21 

247r Y 7T 

« -0, 387 

4 

3(8tt 2 —21) /? 

16n 2 Y n 

« —0, 640 

5 

16tt 4 —420tt 2 +945 /330 

4807T 3 Y ^ 

« -0,521 

6 

167T 4 —240+ +495 / 546 

647T 4 Y ^ 

« -0, 307 

7 

647t 6 —60487r 4 +693007r 2 — 135135 /210 

1792-7T 5 V T ' 

~ —0,146 


Tabela 25.4: Alguns coeficientes Cf 0 dados pela equagao 25.222 

para as antenas de onda completa alimentadas pelo 
seu extremo, juntamente com as razoes aproximadas 
entre os coeficientes com £ > 1 e com £ = 1. 


Neste caso, os coeficientes decaem muito mais lentamente que no caso da an- 
tena de onda completa alimentada pelo centro. Seria preciso considerar mais 
termos de multipolo para termos uma aproximagao razoavel para os campos 
emitidos pela antena. Como no exemplo anterior, os campos sao obtidos por 
meio das equagoes 25.151 e 25.152, lembrando que os coeficientes dos multi¬ 
polos magneticos sao nulos e que m = 0, ou seja, 



1 

\j£{l + 1 ) 


/nre p e 


(25.223) 
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1 

\J 1) 





C re are 

£,0^,0 


onde J~C e £ sao dados mediante as equagoes 25.153, isto e, 


tito(r, 0, <?>) = fe(kr)ZY £t o(0, &) 




V x Ala 


(25.224) 


(25.225a) 

(25.225b) 


Apos estudar esses dois exemplos, vamos passar a considerar um tema de 
grande importancia pratica, que e a distribuigao angular da potencia irradiada 
pelas fontes em termos dos momentos de multipolo dos campos de radiagao. 


25.6 Distribuigao Angular da Potencia Irradiada 

pelos Momentos de Multipolo 

Para determinar a distribuigao angular da potencia irradiada, e a poten¬ 
cia total irradiada, em termos dos momentos de multipolos, vamos considerar 
que estamos na zona de radiagao, descrita pela condigao 25.32, 


fcr> 1 


ou seja, a distancia entre as fontes de radiagao e o ponto de observagao e 
muito maior que um comprimento de onda tfpico da radiagao emitida. Os 
campos de radiagao, em termos de uma expansao multipolar, sao dados pelas 
equagoes 25.151 e 25.152, 




\y 




r^e c e 
W,m c £,m 


, XM q M 

' ^£,m c tjm 



i fiM arM 


(25.226) 


(25.227) 
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onde os campos sao dados por 25.153, 



= fe(kr)CY e<m (d, cf>) 


ce 


iZ 


o 


k 


V X 5i\ 


rri 


e 25.154, 


£jjn(r, 6, <t>) = Z 0 g e (kr)LY e<m (e, <f>) 


(\rM _ 



Para expressar a potencia irradiada por unidade de angulo solido, vamos 
precisar de algumas expressoes adicionais. Primeiramente, note que as equa- 
goes 25.153 podem ser transformadas nas 25.154, e vice-versa, se usarmos as 
equivalences 


£ 




ZqH 


M 


«-► — E m 


Z 


0 


Consideremos inicialmente a equagao 25.153b, 


Usando 25.230, temos 


ou 


t% m = x XI 


m 


ZoX}’ = '4°V x 


k 


O' " £,T7l 
^0 


n/M 

^£,rn 


—-V x £ / 
kZ 0 e ’ 


M 
m 


que e a equagao 25.154b. Tomemos agora 25.153a, 




0, 0) = /,(fcr).GY* im (0, <j>) 


(25.230a) 

(25.230b) 


Utilizando 25.230, achamos 
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OU 



fl{kr)ZY itm {9, 0) 


E M (r, 6, <f>) = Zof t (kr)ZYi im (6, <f>) 

que e a expressao 25.154a quando fe(kr) e ge(kr ) sao descritos pela mesma 
fungao. No caso da zona de radiagao, lembrando que, quando r e muito grande 
e queremos radiagao propagando-se para fora a partir de um ponto, essas 
fungoes sao dadas por 25.159, 


f e (kr) = f)J(fcr) 


ge(kr) = i)t(kr) 


vemos que as fungoes sao de fato iguais, o que justifica o uso de 25.230. Quando 
x ^ 1, as fungoes f)J(x) podem ser aproximadas pela forma assintotica 


~ (-*) 


e+i 


IX 


X 1 


X 


Para continuar, precisamos mostrar a identidade 


(25.231) 


= fV 2 + V (1 — r 


d 


dr 


(25.232) 


onde £ e dado por H.10, 


f 

£ = —i(r x V) 

Vejamos entao a demonstragao. 


Demonstragao. Para demonstrar 25.232, inicialmente calculamos 

iV x £ - V x (r x V) (25.233) 

Utilizando a identidade 1.58i, temos 

V x (r x V) = r(V • V) - V(V • f) + (V • V)r - (f • V)V 
Como V 2 = V*V e V - r = 3, temos 
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V x (f x V) = fV 2 + V 2 f 


-) 

dr J 


V 


Agora, utilizamos a identidade 1.58c, 


V x (V x A) = V(V • A) - V 2 A 


para escrever 


V x (fx V) = f V 2 + V(V • r) — V x (V x f ) 




ou, como V x r = 0, temos 


V x (fx V) = r V 


5 


r 


dr/ 


w 


(25.234) 


Considerando agora o operador V em coordenadas esfericas, temos 


d 

r—)V 
or 


d 


r 


dr 


A d e d 

r —-1-TTTT + 

or 


4> 


d 


r d6 r sen 0 <90 


ou 


<9 


r 


dr J 



„ <9 

rr 


dr 2 


2 3 r0 <9 2 

+ 


r 


2 dd 


ref) d r<fi d 


r drd9 r 2 sen 6 <90 r sen 0 drd<fi 


que pode ser reescrito como 







0 d / d 

H-r— 

r d0\ dr 



0 d 

r sen 0 <90 






0 d " 

r sen 0 <90- 


ou 


e entao, 
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dr 


Voltando a equagao 25.234, obtemos 


r^Av = vf-1 + r 9 


dr 


V x (r x V) = r*V 2 + V f 1 


d 


r 


dr 


e, retornando a equagao 25.233, ficamos com 


(25.235) 


(25.236) 


i V x = f V 2 + V [ 1 — r 


d 


dr 


que e a equagao 25.232, agora demonstrada. 


□ 


Consideremos agora a expressao 25.153a, 


Kim(r, 6 , <f>) 


fe(kr)LYe, m (6, <f>) 


Na zona de radiacao, podemos usar a forma assintotica 25.231 para 'i)j(jr), 


de mo do que 




n,m = H) 


£+1 e 


ikr 


kr 


LY, 


m 


Consideremos agora a equagao 25.153b, 


p e _ ^0 ^7 n>e 


m 


Utilizando a expressao 25.237, achamos 


(25.237) 


x 


ikr 


(->)' TF ly ‘- 


m 


OU 




ce 

u £,m 


f-iYZ, 


tor Jikr 


0 


k 


V x 


. kr 


HYe, 


m 


que fica, usando a identidade 1.58f, 
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£ 


e 




X + 


ikr 


hr 


V x LY ty 


m 


Agora, lembrando que estamos na zona de radiagao, onde apenas a menor 
potencia de £ sobrevive, utilizamos a equagao 25.75, 

Akr 

~ ik -r 

r 



e obtemos 




ce 

c £,m 


Lr x LYe,m + Jvx LY e , 

k r I k 


m 


Empregando agora a identidade 25.232, achamos 


.(— i) e Zo e 




ce 

°£ } m 


ikr 


k 


r x LY e , 


111 


1 

k 


fV 2 + VI1 — r 


d 


dr 


Ye, 


m 


(25.238) 


Agora, lembramos que Y^ m nao e fungao de r, de modo que a ultima derivada 
no lado direito acima se anula. Alem disso, usando a expressao H.16, temos 



Mas, de H.8, temos 


^ 2 Yt, m = 

e entao, como a primeira derivada do lado direito se anula, temos 



O termo que falta considerar e 




<j> d ~ 

rsend d(p. 



(25.239) 


ou 
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vy. 


1 


m 


r L 


*dY e , 


e 


ae 


m 4> dYi, 


m 


sen 0 dcj) 


(25.240) 


Utilizando as equagoes 25.239 e 25.240 em 25.238, ficamos com 




ce 

( “'£,ra 


(-0 


e+1 Z 0 e ikr 


k 


r 


f x LY ti 


m 


1 

k 


eu + i) 


r 


Ye, 


rn 


r 


+ 


l 


r L 


e 


dYtsn 

dd 


~K 


4> dY, 


m 


sen 9 dcj) 




ou 


£ 


e 

£,m 


(~i) e+1 Z 0 e ikr 

k r I r 


LY tt 


m 


l 


kr 


i{£ + 1 )Y e , m r 


+ e 






m 0 


sen 0 50 






Note que o termo entre colchetes e uma fungao angular que nao depende de 
r, e ele esta multiplicado por p-, de modo que esse termo, em comparagao 
com o outro, pode ser desprezado na zona de radiagao, restando entao, 


ce 




ikr 


m 


(25.241) 


ou, utilizando a expressao 25.237, achamos 




£ 


£,771 


^of X K-lm 


(25.242) 


Vamos usar agora as equivalences 25.230, para obter 


Z 0 3i 


M 

l,m 


Z 0 r x 


1 


Z 


£ 


o 


M 

£,m 


OU 


r(rM 

^£,771 


4-f x 


(25.243) 


Empregando as equivalences 25.230 na equagao 25.237, achamos 
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rv c '£,m 
^0 





m 


OU 



de modo que a expressao 25.243 torna-se 



(25.244) 


ou 


- (-0 


e+ 1 e 


ikr 


kr 


f xHY, 


m 


(25.245) 


Utilizando essa expressao e tambem a equagao 25.237, a equagao 25.227 pode 
ser escrita como 


w 


*K 



1 


i, m 


yjl(l + 1 ) 


i/cT* 




kr 


llCT* 

Mi M+i e 


kr 


m 


OU 


ikr 




ft 



(-0 


£+1 




Cf, m LYt, m + C," f x LY t , m 


krfXVWTT) 


(25.246) 


Agora usamos as equagoes 25.241 e 25.244 em 25.226, e obtemos 




£ 



1 


£. m 


\J i(i +1) 


X 


ci m ( 


i) t+I Zo^t * LY,, m + C^ m ( 


ikr 


M 


i) 


e+i 


ikr 

Zz—ZYl, 

kr 


m 


OU 


ikr 




£ 


Z 


o 



(-0 


t +1 


Q%f x LY tim - C^ZYtm 


kr tiZyW+i) 


(25.247) 
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Agora, vamos calcular o produto r x!K } usando a expressao 25.246, 


ikr 


rxK 



(-0 


M-l 


c e,m* X i + x (f x £>Yl,-m) 


kr >/<(< +1) 


Usando a propriedade 1.19a para duplos produtos vetoriais, 


a x (6 x c) = (a • c)b — (a • b)c 
obtemos, para o fator r X (r X £Y^ m ), o valor 


(25.248) 


f x (f x lYt, m ) = (f • - (f * f )lY t , 


m 


Lembrando que L>Yi m nao tem componente radial, achamos 


r x (r x EY etm ) 

Retornando a expressao 25.248, obtemos 




m 


ikr 




rxJ{ 



(-0 


t+l 


kr tm VW+lj 


<5,' f x LY t<m - 6, M m LY,, m ) 


e, comparando com a expressao 25.247, vemos que podemos escrever 


£ = -Z Q r x 01 (25.249) 


Assim, por meio de 25.249, podemos estabelecer £ em termos de IK. Note que 

tanto IK quanto £ sao ortogonais a r , e tambem entre si, na zona de radiagao. 
Lembrando da definigao 25.128, 

podemos reescrever 25.246 na forma 



(25.250) 


Por fim, relembrando a dependencia temporal descrita pela fungao e lu)t : acha¬ 
mos, para a zona de radiagao, e usando 25.250, 
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M(r, t ) 


i(h — tot) ( 

£, m 




M - 


+ Cijrn* X ^£,m 


(25.251) 


sendo que } de 25.249, temos tambem 


£(r,t) 


Zqt x J{(r, t ) 


(25.252) 


Podemos agora determinar algumas grandezas importantes. Primeiro, vamos 
relembrar que a potencia media emitida, por unidade de angulo solido, e dada 
por 25.90, 


d(P(t)) 

d£l 


1 

2 




r 2 r 


£ xj{*l 


1 


-$R[r 2 f • £* x M] 


Vamos inicialmente calcular 


£xJ{ 




(. Zqt x 9t) x IK 


onde usamos a expressao 25.252. Usando agora a identidade 1.19b, temos 


£ xIK 






Z 0 (i ■ 0<*)0i + Z 0 r(% ■ JC*) 




ou, como f e IK sao ortogonais, 


£xK 




z 0 rm 


(25.253) 


de mo do que 


r 2 r • £ x IK* = Z 0 r 2 r • r|IK| 


OU 


r 2 r •£ xIK* = 2 0 r 2 IJt:| 


(25.254) 


Com o uso de 25.254, a equagao 25.90 torna-se 


<W)> 

<m 


1 

2 


9?[Z 0 r 2 |IK| 2 ‘ 


ou 
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d{P(t)) 

dfl 


£o_2 
2 


r z \Ji 


Considerando o complexo conjugado da equacao 25.251, temos 


3C* (r ; t) 


—z(kr-ujt) 

kr 



1 +1 




/^e ' | /-(M* ~ v n* 

^Ijri ^ 


£, m 


(25.255) 


(25.256) 


Multiplicando as equagoes 25.251 e 25.256, achamos 




|IK| 


A(kr —tot) 

e ' ' ' •'£+! 


kr 


£< 

m 


M - 


0 1 ^1,771^,777 + X 




—2 (At — u;t) 

kr 


D 

m 


*+1 J r*e* 7* , XM* f v T* 

d ^ Jo ^ ~T~ Lso m i * J 


£,m~ J £,m 


£,771 


l,m 


(25.257) 


ou 


i*i 


i 


k 2 r 2 




e +1 


“I" ^£,rrif X 


m 


(25.258) 


de modo que 25.255 torna-se 


d(P(t)) 

d£l 


Z 


o 


2k 2 




t+i 


^£,rn^£,m + X 


l , 771 


(25.259) 


Vejamos agora alguns casos particulares import antes com relagao a essa ex- 
pressao. 


25.6.1 Distribuigao Angular da Potencia Irradiada por um 

Multipolo Puro 

O caso mais simples que pode ocorrer e o de um sistema emissor de ra- 
diagao descrito por um multipolo puro, isto e, com um unico valor de (■£, m). 
Nesse caso, a potencia irradiada por unidade de angulo solido para um mul¬ 
tipolo puro dada por 25.259 torna-se 





£,m 


2 


(25.260) 
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onde Ce, m pode ser tanto referente a um multipolo puro eletrico quanto 
magnetico. 


Para ver isso, consideremos inicialmente, na expressao 25.257, que temos um multipolo 
eletrico puro, de modo que C¥ = 0, W, m. Nesse caso, temos 

c j. TTT 





£+l/^e 




OU 




£,m 


Utilizando esta equagao na expressao 25.255, obtemos 


d(P)e,m 

dQ, 


2 k 2 




(25.261) 


que corresponde a equagao 25.260. Se, por outro lado, o multipolo puro for magnetico, temos 
C\ m =0, W,m, e a expressao 25.257 fica 



fc 2 r 2 


(~i) 


£+ 


Cgm* * 3< im 


[ 


£+1 


^£,m ^ 



OU 


1*1 


2 . _ 1 I StM 12 


fc 2 r 2 


C£'J"(rx3<. m )-(f x3t) 


(25.262) 


Podemos reescrever esta expressao considerando a propriedade 1.20, que e 


(axb) *(cxd) = (a • c)(b • d) — (a • d)(b • c) 


Entao, temos 


(f X 3*, m ) • (f x 3j ) = (r • r)(3f, m 




ou, como f e sao ortogonais, 



Retornando a equagao 25.262, obtemos 
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(25.263) 


e, fazendo uso de 25.255, 


d(P)e ir n 

dQ 



que tambem corresponde a equagao 25.260. 


(25.264) 


Com o uso da definigao 25.128 para 3^ )?n e tambem das expressoes H.13 

e H.14, e possivel obter uma expressao explicita para dm em termos dos 
harmonicos esfericos, o que e feito no exercicio 25.6. A potencia media total 
irradiada e obtida de 



ou, utilizando 25.260, 



Considerando a condigao de ortogonalidade 25.129, 


(25.265) 




&£ £ f 


vemos que 



e a expressao 25.265 torna-se 



(25.266) 


Vejamos agora o proximo caso importante. 
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25.6.2 Distribuigao Angular da Potencia Irradiada por 

Multipolos com Mesmo £ 

0 proximo passo consiste em considerar multipolos para um dado valor 
de £, com m variando de — £ ate £. Nesse caso, a expressao 25.259 torna-se 



ou 


ou ainda, 




Usando a identidade 1.20, temos 



ou, como r e sao ortogonais, 



(25.267) 


de modo que achamos 
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d(P(t))e 

dQ 


Zo 

2 k 2 


m, m 


+ x 5 (>m ) ■ T t „, + cr m c(%,\ m ■ r, m 


/ 


J ne rie* V n* . Z^e ^ 

/ , \ + 0 £,m u £,m' J 


'£,m ' (f x ^g,m f ) 




M n =j* 

f m ^ m / * P 77) « tf im / 


(25.268) 


A potencia total media irradiada pelo conjunto de multipolos de mesmo fndice 
i e dada por 


(p)t 


d(P(t )) 

dCl 


dQ 


ou, usando a equagao 25.268 


mi 


Zo 

2 k 2 


£ 


m, in 


/~ie s^e* 'i n* 

^g,rn^l,m'g ,tii ' -*£,771 


T* j_ r^e *1 

“* 0 m I I ^ ^ m ^ ^ m I *1 


t,m '^ / g.m , ^g,Tn 


■<f x3;, ra o 


+ c^c| m ,(f x 3 ( , ra ) ■ • 3,* m , } da 




'£,771' 


que pode ser escrita como 


(p)i 


z, 


o 


2 k 2 


E 


m, m 


^ * 


^£,77i^£,77i' y ^£,m ' ^m/ 






ZC' 4> (f x J*, m ). S m , dn 


+ g'efm g'tjm’ 0 ^ 


Usando a condigao de ortogonalidade 25.129, obtemos 




z 


0 


2k 2 


E 


771, 771 


W,7nW,?7i /0 ra,7n / 


I Ae 

“I - 


£,771 * 


(f x5 


^TTl' 


)dtt 


+ <5,"'<X," / (f X j(,m) • S m . <K1 + 


A-/ /*.Af* 


(25.269) 
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Para simplificar ainda mais esta expressao, vamos calcular inicialmente 


r x V = rx 


\ d 0 d d> d 
, r ^— I —— + 

L or 


r dO rsen0 50J 


ou 


r x V = 0 


5 


e d 


86 sen 6 dq 


Lembrando a equagao H.10, 


L 


i(fx V) 


temos 


£ 


4> 


d 


6 d -\ 


89 sen 6 d(j>- 


(25.270) 


Com L dado por 25.270, temos, utilizando a expressao 25.128, 


0) 




d 


0 d 


\Jl{t + 1) L d0 sen0<90J 


Ye,m(0, <t>) 


ou 


^£,m(.0 , 0) 


+ 1) L 


, dY t 

<t>- ' 


m 


e dY e> 


m 


d0 


sen 9 50 


(25.271) 


Agora, consideramos o produto vetorial entre re a equagao 25.271, ou seja, 


^ ^ ^,ra(0> 0) 


\/+ 1 ) 


f X 0 


5^, 


m 


r x 0 dYe t 


rn 


d0 


sen 9 d(j) 


ou 


T ^ ^£,m(0j 0) 




g + 0 51^, 


m 


+ 1) L sen 0 50 


(25.272) 


O complexo conjugado de 25.271 e 




v^+T) 


0 


90 




sy ( * 


sen 0 90 


(25.273) 
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e, para um par , m'), temos 




VW+ 1) L 


- 

0- 


/ 


e 8Y: m . 


d» 


sen 0 90 


(25.274) 


Vamos calcular agora o produto escalar entre as equagoes 25.272 e 25.274, 
isto e, 




y/eW +1) L 


0 


f)Y* 

UI e , i m / 

89 


e 


BY* 


sen 0 dcj) 


%r 


yj£(£ + 1) 


/J 9E0 m 0 *9^,771 

a——-1- 


90 


sen 0 90 


ou 


-n 

1 


£* ,7Tl/ 


(#,0) • [rxj* im (0,0)1 


1 


r 


^£(£+ l)y/t f {£ 1 + 1) sen e L 


dY i*,m> dYe, m dYj , dY it 


rri 


de 


50 


50 


89 


(25.275) 


Se integrarmos a expressao 25.275 no angulo solido, teremos 


3 


£',m f 


(0,0) • [r x % >m (9, 0)1 dn 


1 


r r dY i‘m> dYc 


y/i{e + \)y/e{jp + \) J sen o L 50 


m 


8YZ gy t 


50 


t',m' 

50 


m 


90 


clQ, 


ou 


1* 

^£ f ,m / 


(r x 3 ^ 771 ) dQ 


r 


-/€(£ +l)v'W + l) 


7T /*27T 


X 




0 Jo 


sen 9 L 89 


771 


50 


8Y* 

8(f) 


8Yt 


m 


90 


sen 0o!0d0 


Efetuando a integral em 0, temos 


^£\m / * ^ ^,m) 


r 


v ^(I+T)v / W + 1 ) 


7T 


X 


0 


«7,m' 

50 


Y e . 


m 


27r 


0 


5U, m 

50 


* £ f <m f 


n 27T 


0 


d0 (25.276) 
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Os harmonicos esfericos sao dados pela equagao 6.78, que e 



2£ + 1 (£ — m)\ 
4n (£ + m)\ 


Pp m (cos 9) e im<t> 


Sendo assim, no angulo <j) eles sao periodicos, de periodo 2i r, de modo que 
Yi ijn (0, 0) = Y^ )m (0,27r), o que faz com que a integral na equagao 25.276 se 
anule, ou seja, 


J * ( r * ^£,m) dVt 


0 


(25.277) 


Tomando o complexo conjugado dessa equagao, temos 


%\m t 9 (r x Jj im ) d£l = 0 


(25.278) 


Considerando as equagoes 25.277 e 25.278, a expressao 25.269 torna-se 



2o 
2 k 2 



fie h e* A _L fiM 


fiM* a 

W,m' u rnjn f 


?7j, m! 


ou, efetuando a soma no fndice m', 



(25.279) 


que e a extensao da equagao 25.266 para o caso de multipolos que tern o mesmo 
fndice l. Note que a potencia irradiada e uma soma simples das potencias 
irradiadas por cada multipolo, que se comportam de forma independente uns 
dos outros. Vejamos agora o ultimo caso relevante. 


25.6.3 Distribuigao Angular da Potencia Irradiada por 

Multipolos com £ Quaisquer 

Apos termos estudado os dois casos particulares relevantes com respeito 
a distribuigao angular da potencia media irradiada e a potencia media irradia¬ 
da em si, podemos, seguindo os mesmos desenvolvimentos, obter as expressoes 
equivalentes para o caso geral de uma combinagao de multipolos com (£, m) 
quaisquer. Nesse caso, a expressao 25.259 converte-se em 
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d(P) 

dQ 



(-0 


■M+ht'+Xrie rie* 


/-ie /~it n n* 

£ ! ,m / ^tsvn * ^£\m / 


£, l' m, m / 


w M* 

£, m , m* "* £•> m 


, /^re /nfiw ‘ n 
"T O/i ™ U/J/ J 


(f X + Ce?m.Ce’ t m l (* X 


1* 

^£ { ,m / 


i /^fM s*iM* *i “|* 

+ ,m' 


OU 


d(P) 



^e* n\ . 5* 


C e yoe -r 

£,m^£\m / ^£> 


m 


£ f } m / 


£, £ l 771, 777/ 


-e 


+ ^ t , rrfiP , m'\rn ' X ^, m ') + 


M 


^ _J*c 


C?/ „/(f X 3z,m) 


1* 

^£ f ,m / 


+ C," • :,V ) (25.280) 


enquanto a potencia media total irradiada fica sendo 



(25.281) 


mostrando, novamente, que os resultados envolvem somas simples, ou incoe- 
rentes, dos termos relacionados aos multipolos puros. Vejamos agora alguns 
exemplos de aplicagao. 


Exemplo 25.3. Considere a antena definida no exemplo 25.1, alimentada 
pelo centro e vista nafigura 25.5. Fazendo as consideragoes pertinentes, vamos 
obter as fungoes e ( P) para antenas de meia-onda e onda completa. 

Conforme discutimos no exemplo 25.1, e de acordo com as tabelas 25.1 
e 25.2, apenas termos com t impar e m — 0 sao relevantes para esse proble- 
ma, em particular os primeiros termos. Alem disso, os coeficientes de multi¬ 
polo magnetico sao todos nulos, de modo que apenas importam os multipo¬ 
los eletricos. Temos dois casos a considerar, a saber, antenas de meia-onda 
(kL = 7r) e onda completa (kL = 2i r). Iniciando com as antenas de meia- 
onda, da tabela 25.1 vemos que os termos relevantes sao aqueles com t — 1 
(dipolo) e l = 3 (octopolo). Nesse caso, lembrando que t — 1, 3, t! — 1, 3 e 
m = m! = 0, a expressao geral 25.280 simplifica-se para 
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d(P) 


ou 


Z 


0 




W v-/ * 

e *" 


dQ 

2 A: 2 

d(P) _ 

_ Z o 

dfl 

2fc 2 


/nre ne *r n* pe ne n n* 
°1,0°1,0- | 1,0 • —• 1,0 ~ ( -'l,0 ( -'3,0 J l,0 • *^3,0 






r^e r^e n *1* \ /^e r^e n 

^S.O^l.O-^O • Ji,0 "T ( -^3,0°3,0- | 3 


I <7 


i e ,ol 2 Pi,o 


2 l/ u ± 1 

r^e r^e 


oe oe *i 

l '1,0°3,0 j 1,0 • -*3,0 


\j ^ rk 


& 3 , 0^1,Cp3,0 - 3! l0 + IC 3 , 0 1 p3,0 


Utilizando a expressao 25.271, temos 


J 


1,0 


i \rdY li0 

V2U 30 


0 dY lfi 


send d(f> J 


3 


3.0 


2 \/3 




0 


3,0 


£ ay 3 ,o 




sen 6 d(p J 


As expressoes explicitas para os harmonicos esfericos necessarios 
por exemplo, a tabela 6.4 do volume I) 


yi 


1.0 



3 


47r 


COS# 


Y ^ = \yh bco ^ 6 


3 cos 6) 


Entao, temos, de 25.283, 


^°= y ^ send * 


de modo que 


T* 


o 



3 


2 V 2t r 


A 

sen 6 <p 
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(25.282) 

(25.283) 

(25.284) 
sao (veja, 

(25.285a) 

(25.285b) 

T 

(25.286) 

(25.287) 


Alem disso, de 25.284, e usando 25.285b, achamos 
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^3,o = tta/;t-(5cos 2 0- 1) sen 0 0 


8 V 37r 


T* 

J 3,0 


3 i 



7 


8 V Sir 


(5 cos 2 6 — 1) sen 0 0 


Usando 25.286 e 25.287, obtemos 


P 


i,o 


2 “i 


J1,0 • Jl.O 


3 


87T 


sen 2 0 


De 25.288 e 25.289, extraimos 


3 


3,0 


2 n *■(* 


^ 3,0 ’ ^ 3,0 


21 


647T 


(5 cos 2 8 — l) 2 sen 2 9 


Por fim, de 25.286 e 25.289, achamos 


li.o-JS.o 


—\ - sen 2 0(5 cos 2 0 — 1) 
167T V 2 


de mo do que 


llo • I3.0 


h,0 ’ 5 


* 

3,0 


3 


167T 


[7 

W - sen 2 0(5 cos 2 0 — 1) 


(25.288) 


(25.289) 


(25.290) 


(25.291) 


(25.292) 


(25.293) 


Alem disso, das tabelas 25.1 e 25.2 vemos que os coeficientes sao reals, de 
modo que Cf 0 = Cf 0 e C<f 0 = C^ 0 . Com o uso das equagoes 25.290-25.293, 
a expressao 25.282 torna-se 



ou, lembrando, da tabela 25.1, que Cf 0 = ^ y ^ e usando tambem a equa- 

gao 25.206 para uma antena de meia-onda, temos, para uma antena de meia- 
onda alimentada pelo centro, a distribuigao angular de potencia media irra- 
diada como sendo 
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d(P) _ 9 Zq31 sen 2 9 
dfl 87T 4 

^\ZI^ 5cos2e “ ^ + \&f) (S 00820 - 1 ) 2 } (25.294) 

^ 1,0 V Z 0 ^ 1,0 J 

e devemos ter em mente que aproximamos a situagao considerando apenas 
dois termos na expansao em multipolos para o problema, de modo que essa 
e uma expressao aproximada. Para este caso, a potencia media total irradia- 
da, dada pela equagao 25.281, considerando os dois primeiros termos como 
aproximagao, torna-se 




ou, usando os valores numericos dados na tabela 25.1, temos 




6\2 
- + 


7T 


Jo 2(7r 2 — 10) 

L 7r 2 



ou ainda, 



3tt 4 + 42(w 2 - 10) 2 


e, finalmente, 




8407T 2 + 4200 




(25.295) 


que e valida para uma antena de meia-onda alimentada pelo centro, conside- 
rando-se os dois primeiros termos (£ = 1 e £ = 3) da expansao em multipolos 
para o problema. E interessante comparar esse valor com o correspondente a 
emissao de um dipolo eletrico puro (£ = 1, m = 0), dado por (usando 25.281) 



Zo 

2 k 2 



2 



£ 0 % 6 
2k 2 L 2 7r 


OU 
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ou entao, 






2 

o 


Portanto, temos, dividindo a equagao 25.295 pela 25.296, 


ou 



^ 457r 4 -84q7T 2 +4200 j2 


7F 


7 


0 


Z* 


7r 


a 2 

3 J 0 




56t r 2 + 280 



(25.296) 


ou, aproximadamente, 


- ~ 1.00244 

,o 

de modo que a potencia total media emitida pela antena de meia-onda ali- 
mentada pelo centro e um pouco maior que a de um dipolo eletrico puro, 
pelo fator acima. Vejamos agora a outra antena, a antena de onda completa, 
em que, pela equagao 25.208, temos kL = 27T, Nesse caso, observando-se a 
tabela 25.2, vemos que, como os coeficientes caem mais lentamente, vamos 
precisar de pelo menos tres termos da expansao de multipolos, com £ = 1, 
£ = 3 e £ — 5, para obter a distribuigao angular de potencia media irradiada. 
A expressao geral 25.280 fica, entao, 



(25.297) 



• —* 1,0 ~~ ^1,0^3,0-*!,o * J 3,0 + °1,0°5,0 J 1,0 * -*5,0 


O' O' * —* —* O' Of * 

/ne /~re i n* . /nre /~te n 
°3,0 ( - x l,0- , 3 > 0 ’ -*1,0 + ( -'3,0 ( -'3,0 J 3,0 



Of 


* 
e 


C e /nri 

3,0°5,0 J 3,0 





Of Of * —* —* 

I /~te /ne t n* 

+ ( -'5,0 ( -'l,0- 1 5,0 * -11,0 — 


o o * —* —*■ O O' * —* 

/^e z^te n* , s-ie /nre n 

^O^O-^O ' ->3,0 + ^O^S.O-^O 



ou, como todos os coeficientes sao reais, 
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d(P) 

d€t 


MCjo) 

2 k 2 






Pi, 


0 


r^e r<e 

3,0 ^ *7* , 5,0 ^ 

- Jl,0 ’ **3,0 + ^ J l,0 ' -*5,0 

° 1,0 


°t 


0 






r^e 

°3,0 g *«, 

v ^ 3,0 *^10 ' 


/CI,0 N 2 


r*e 

U 3,0 U 5,0=f f* 
- J 3,0 ‘ -*5,0 


Cf 


,0 


\ci 


3 


3,0 


0 


(Cf.o ) 2 


1,0 


S- 2 1 


, °5,0? 

+ ——-*5,o • -q,o 


e /^e 




/°e 

°1, 


/^e 

^S.O^O;? =?* 

- J 5,0 “ -*3,0 


0 


(Cf „) 2 


CSo\ 2 . 
+ ( ^) Ps, 


C l 


0 


0 


(25.298) 


Alguns termos ja calculamos anteriormente, e outros vamos calcular agora. 
Vamos precisar de o que pode ser obtido de 25.271, 


1, 


5,0 


V30 


<t> 


BY 


5,0 


e by? 


5,0 


Be 


sen 9 B(f> J 


(25.299) 


que, por sua vez, precisa de Is o- Recordando a expressao 6.78, temos 


Y 


5,0 



11 
47r 


p 5i o(cos 9) 


(25.300) 


Agora, sabemos que Pe,o(x) — Pe(x), onde Pe(x) sao os polinomios de Legen- 
dre, dados nets tabelas 6.2 ou C.l. Destas tabelas, temos 


P§ (cos 0) 


^(63 cos 5 0 — 70 cos 3 0+15 cos0) 
8 


de modo que 25.300 fica 


Y 


1 11 


5,0 



8 V 47r 


(63 cos 5 0 — 70 cos 3 0+15 cos0) 


(25.301) 


Utilizando 25.301 em 25.299, temos, ja efetuando as devidas simplificaqoes, 


1 


15 i 


5.0 



11 


sen 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) </> 


16 V 307T 


(25.302) 


e tambem, considerando seu complexo conjugado, 


T 


15 i 


5,0 



11 


16 V 307T 


sen 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) </> 


(25.303) 


Agora, precisamos de 
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33 

— sen 2 0(21 cos 4 0—14 cos 2 0+1) 
15 


onde usamos 25.286 e 25.303, e tambem de 


(25.304) 



15 

128tt 


sen 2 0(5 cos 2 6 - 1)(21 cos 4 0 - 14 cos 2 6 + 1) (25.305) 


onde usamos 25.288 e 25.303, alem de 




165 

512tt 


sen 2 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) 


(25.306) 


na qual utilizamos 25.302 e 25.303. Note que essas expressoes sao todas reais, 
de modo que 



ou 




33 

— sen 2 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1)0 
15 


(25.307) 




ou 


^ 3,0 • ^ 5,0 


15 / 77 

1 y — sen 2 0(5 cos 2 0 — 1)(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) (25.308) 


Utilizando as expressoes 25.290-25.293, alem das equagoes 25.304-25.308, a 
equagao 25.298 fica 
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i(P) 

dQ 


2 k 2 


3 


8ir 


sen 2 6 —^ ! 1 2 — 2 


Cf,„ Iftr " 2 



- sen 2 0( 5 cos 2 0 — 1) 


+ 


C. 


5,0 


15 


Cf , 0 



33 


sen 2 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) 


647r V 15 




<+> 3 


C io lfer V 2 



sen 2 0(5 cos 2 0 — 1) + ( 


efox 2 21 


cv 64?r 


(5 cos 2 0 — l) 2 sen 2 0 


^3 0^1,0 15 / 77 


(Cf 0 ) 2 128 tt V 10 



sen 2 0(5 cos 2 0 — 1)(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) 


+ 


Cfn 15 ,'33 


Cf 0 64tt V 15 



sen 2 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) 


fie fe 

U 5,0 U 3,0 


15 


(Cf 0 ) 2 128 tt V 10 



77 


sen 2 0(5 cos 2 0 — 1) (21 cos 4 0 — 14 cos 2 0 + 1) 




<?f,o\ 2 165 


C\ J 512tt 


sen 2 0(21 cos 4 0 — 14 cos 2 0+1) 


ou, como Cf o = (veja a tabela 25.2), e lembrando que kL — 2 tt, temos, 

para uma antena de onda completa alimentada pelo centro, 



Alem disso, a potencia total irradiada, considerando-se esses tres primeiros 
momentos de multipolo, fica sendo, de acordo com a expressao 25.281, 
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ou, utilizando os valores dados na tabela 25.2, 





J 0 15-7r 2 /21\2 

L 3t r V V) 



J 0 7T 4 - 1057T 2 + 945 
L 157r 3 


330\2 


7T 


ou ainda, 

Zo % ( _ 7(15 - 7r 2 ) 2 22 (tt 4 - 105tt 2 + 945) 2 

2^75 6,r+ S? + IS? 



ou, finalmente, 



Z 


o 


7(7tt 8 - 270t r 6 + 12905 tt 4 


407t 9 


2079007t 2 +935550) 2 


0 


(25.310) 


que e a potencia total media emitida pela antena de onda completa, alimen- 
tada pelo centro, utilizando a aproximagao de que os campos sao dados pelos 
primeiros tres termos de multipolo. Novamente e interessante comparar com 
a potencia emitida por um dipolo eletrico puro, obtida da equagao 25.281, 
isto e, 



ou 


Fazendo a razao entre 



(P) 1,0 = 

25.310 e 25.311, temos 

■ 2 - 7(7TT 8 -2707r 6 +129057r 4 -2079007r 2 +935550)„2 
Zo~ -40^5- 9 0 



Z ^l 


(25.311) 


OU 

(P) _ 7 7tt 8 - 270tt 6 + 129057T 4 - 207900t r 2 + 935550 

(F>i,o “ 3 10 tt 8 


o que da, aproximadamente, para uma antena de onda completa alimentada 
pelo centro, 
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7^- 1,10604 (25.312) 

\Hi,o 

Comparando esse valor com a razao dada pela equagao 25.297 determina- 
da para uma antena de meia-onda, vemos que, a medida que o tamanho da 
antena torna-se maior em comparagao com o comprimento de onda emitido 
(meio comprimento de onda na antena de meia-onda, e um comprimento de 
onda na antena de onda completa), a potencia emitida tambem se torna pro- 
gressivamente maior em relagao a potencia emitida por um dipolo eletrico 
puro, que seria a aproximagao mais simplista que poderia ser feita para a 
antena. Sendo assim, quando L aumenta em relagao a A, e preciso considerar 
mais termos na expansao de multipolos, para descrever qualitativamente e 
quantitativamente, pelo menos de forma aproximada, mas razoavel, o corn- 
portamento das antenas. Foi o que fizemos quando passamos da antena de 
meia-onda para a de onda completa, pois consideramos um termo a mais 
na expansao para a antena de onda completa. Se a relagao entre L e A for 
ainda maior, a complexidade matematica pode aumentar consideravelmente, 
requerendo eventualmente uma resolugao numerica das equagoes. Alem disso, 
outros efeitos podem complicar ainda mais a questao, como a existencia de 
condutores, em particular a propria superficie da Terra, na regiao proxima a 

antena, o que acrescenta novas condigoes de contorno ao problema. Vejamos 
agora outro problema interessante. 


Exemplo 25.4. 0 problema de uma antena linear de comprimento L, ali- 
mentada pelo centro, como mostrada na figura 25.5 e discutida nos exem- 
plos 25.1 e 25.3 em termos de uma expansao em multipolos, tern a particu- 
laridade de poder ser resolvido exatamente se considerarmos a densidade de 
corrente como sendo dada pela equagdo 25.191 


J 


3(0 

27rr 2 


5(cos0 — 1) — £(cos 



onde, pela expressdo 25.202, 



L 

2 



de modo que 
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Ij 

J(f) = -^5 sen(^-fc|z|)[5(cos0-l)-<5(cos0+l)]f, r<- (25.313) 

Obtenha essa solugao e compare-a com os resultados obtidos no exemplo 25.3 
para antenas de meia-onda e onda completa. 

Primeiramente, vamos reescrever a equagao 25.313 no sis tenia de coor- 
denadas retangulares, de modo que temos 

jf(r ) = 3osen^^ - A:| 2 |^ 5 (x)(J(y) k, z < — (25.314) 

Agora, lembramos que, pela expressao 25.36, 

A{f) = / J(r')e- ikf - f> dV 

4tt r J v 


podemos determinar o potencial vetorial magnetico A se conhecermos a den- 
sidade de corrente J, que e justamente o caso. Entao, substituindo a equa- 
gao 25.314, ficamos com 



Mo e 


ikr 


An r 



8(x')5(y') ke" ifcf ^ dy'dx'dz' 


ou, como f = z' k, e como o angulo entre ref 1 vale 6 , achamos, ja efetuando 
as integrals em x e y, 



n 0 % e ikr » 
An r 




—ikz 1 cos 6 



f 


Como 



z > 0 
z < 0 


vamos separar a integral acima em duas integrals, de modo que obtemos 


A(f) 


/io^o e 


ikr 


An r 


0 /kT 

k / serifs 

L \ 2 

2 

, Mo^o e ifcr f 
+ —-k 

47 T r 


+ kz'\ 


—ikz* cos 6 


dz { 


L 

2 


sen 


o 


kL 

" 2 ” 


fcz' 


—ikz 1 cos 0 


dz' (25.315) 
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Agora, lembramos que 


e lx — e ~ ix 


sen x 


2 i 


Usando essa propriedade na expressao 25.315, ficamos com 


Mr) 


MqJq e 

An 


ikr 


0 h( k 


k(f+z') _ a -k(f+z') 


k 


—ikz' cos 6 


2 i 


dz 1 


| i*o%e ikr ^ 

Att r J 0 


— : l.f L 


ik(--z') _ 


ikz ' cos# 


2 i 


dz ! 


ou 


A(f) 


z/io^o e 

87T 


ikr 


k 


i(^+kz'-kz' cose) J 


e -i(^+fe-z'—fcz'cos^) ^ / 


+ 


i(^ — kz'~kz f c °s 6 >) 7 / 


—z {j~—kz ! —kz l cos j . 


que pode ser reescrita como 


A(f) 


z/xqJq e 

87T 


ikr 


kU { 


ikL 

e 2 


COS0) J . 


■ JcL 




cose Uz' + e ih T / e 


zz ; /c(l+cos 0 ) 


e 2 


zz'/c(l+cos tf) ^ 


Agora, efetuando as integrals, achamos 
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A(r) 


e 

8tt 


ikr 


k 


ihL 

e x 2 


^z ( k(l—cos9) *j 0 


ik( 1 — cos#) J _l 


„• kL 

e 1 2 


— iz l k{l— cos 9) j 0 


ik( 1 — COS#) I _L 

2 


kL 


+ e 2 


g—iz'A^l+cos#) 

-ik{ 1 + cos#) 


■ kL_ e 

e 2 — 


iz f k(l+cos9) 


ik{ 1 + cos 0) 


ou 


yL(f) 


87T 


ikr 


k 


■ kL 

e 2 


■ k_L_ 

e 2 


/cL 


+ e" 2 


zfc(l — COS#) 


ifc(l — cos#) 

g—i/cy (l+cos 0) 

i£;(l + cos#) 


+ “ 


p—ik ^ (1— cos 9) 


ik( 1 — cos #) 


%k~{l —cos 9) 


ik{ 1 — cos#) 


+ “ 


-ihL 

e 2 


ik{l + cos 9) 

i/cy (1+cos 9) 

ik{ 1 + cos#) 


zfc(l + cos 9) 


que se torna 


A(r) 


ifLo^o e 
8n 


ikr 


k 


AkL 

e 2 


ifc(l — cos#) 


i/c-j cos 0 

iA:(l — cos#) 


■ kL 


+ . 


— ik^ cos 9 


■ L 


ik(l — cos #) ik( 1 — cos #) 


.•&& 
e 2 


g —ik^ cos 9 

ik( 1 + COS #) 
cos# 


_jkL 

e 2 


i/c(l + cos#) ik{ 1 + cos#) ifc(l + cos#) 


Reorganizando os termos, temos 


A{r) 


ikr 


M0^0 e 


87T kr 


k 


feL 


e 2 + e 


—i 


kL 


gi/c|?-cos6> I g— ik^ cos 9 


COS# 


COS # 


giA: cos 0 . g —ik y cos 0 


1 + COS # 


kL 


+ 


e 2 + e 


—i 


kL 


1 + COS # 


(25.316) 


to|t^ 
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Como 


gin _|_ g ix 

cos X — - 

2 

a expressao 25.316 torna-se 



l-iplp e ikr 
87r kr 



2cos^ 2cos(^cos0) 

1 — cos 9 1 — cos 9 


2cos(^ cos0) 
1 + cos 6 


2 cos 

| _ * 

1 + cos 9 


ou 


A(f) 


fioh e 


ikr 


kL 


47T kr 


- I COS 0 

k< -? 


cos(^f cosd) 


1 — cos 9 


ou ainda, 


A(f) 


M% e 


ikr 


47r kr 


( kL , kL 1 - 1 — cos0 + 1 + cos 9 

COS(— COSPj — COS — > k 


2 


(1 + cos#)(l — cos 9) 


e, finalmente, 


A(f) 


/io% e 


ikr r 


27r kr 


cos(^ COS#) 


cos 


kL -i 


sen 2 9 


k 


(25.317) 


Agora, para determinar 23, precisamos calcular o rotacional de A, ja que 


2 = Vx4 


Entao, usando a equacao 25.317, temos 


£ = V xA 


^Vx 1 6 

2n 


ikr 


kr 


cos(^ cos#) 


cos 


kL i 


sen 


2 e 


k 


(25.318) 


O versor k, em coordenadas esfericas, vale, pela expressao 1.38c do volume I, 


k = cos 9 r — sen 9 9 


(25.319) 


Portanto, a equaqao 25.318 torna-se 



25. RA DIA QA O, II: MULTIPOL OS E ANTENAS 


OU 


B 


2i r kr 


cos(^ cos 0 ) 


cos 


kL i 


sen 2 6 


a 

(cos 8 f — sen 8 6) 




AtpJp 

2tt 


Vx 


ikr 


kr 


cos(^ COS 0) 


cos 


kL n 


sen 2 0 


cos# r 


ikr 


kr 


J 

cos(^ COS#) 

sen# 


cos ^ 


0 


(25.320) 


Agora, precisamos usar a identidade 1.58f, 


V x ($A ) = x A + $V x A 


de modo que a expressao 25.320 se desmembra em 



Lembrando que estamos na zona de radiagao, onde apenas as menores poten- 
cias de - precisam ser consideradas, temos a aproximagao 25.75, 



de modo que a expressao 25.321 fica 
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ikr 


r x 


r 


cos (^ cos 6 ) 


cos 


kL_ 


sen 2 6 


cosdr 


+ 


ikr 


kr 


Vx 


cos (^ cos 6 ) 


cos 


kL _ 


ikr 


r X 


sen 2 6 

cos(^ COS0) 

sen 6 


cos#r 


cosf 


ikr 


kr 


Vx 


OOll L/ 

cos (^ cos 6 ) 

sen0 


0 


cos 


0 


(25.322) 


Agora, fagamos algumas consideragoes sobre os quatro termos entre chaves do 
lado direito que envolvem produtos vetoriais ou rotacionais. O primeiro fator 
se anula, pois ele e o produto vetorial de dois vetores paralelos. Considerando 
os dois termos que envolvem rotacional, notamos que eles sao dados pelo 
rotacional de uma fungao que nao depende de r. Alem disso, lembrando o 
rotacional em coordenadas esfericas dado por B.19, 


Vx A= r 

r sen 6 




e 


1 dA 


r |_sen0 dcf) 




vemos que o rotacional introduz um fator £ ao segundo e quarto termos 
entre chaves, o qual ja possui um fator multiplicativo Portanto, na zona 
de radiagao esses dois termos sao desprezados em comparagao com os outros 
dois. Assim, a equagao 25.322 simplifica-se inicialmente para 



(25.323) 


que pode ser reescrita como 
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Mo^o e 


ikr 


2n 


r 


cos 


( 


kL 


COS 


o) 


COS 


kL _ 


sen 2 9 


COS0V 


cos 


( 


kL 


COS 


0) 


COS 


kL . 


sen 2 9 


sen 9 6 


ou ainda, 


B = if x 


f e 


ikr r- - - - ( kL 




r 


cos 


( 


cos 


*) 


cos 


kL _ 


sen 2 0 


(cos 0 r — sen 0 0) 


ou, finalmente, usando 25.319, 


3 = ikr x 


/iqOq e 


ikr - kL 


2i r kr 


cos 


( 


cos 


6) 


cos 


kL . 


sen 2 9 


k 


que, usando a equagao 25.317, pode ser escrita como 


23 = ikr X A 


(25.324) 


que e valida na zona de radiagao. Explicit amente, consider an do novamente 
a equagao 25.323 e efetuando os produtos vetoriais entre os versores, temos, 
para o campo 23, 


23 


i/io^o e 


ikr r- 


2tt 


r 


cos 


( 


kL 


COS 


o) 


COS 


kL _ 


sen 9 


A 

0 


(25.325) 


Assim, 2i fica 


IK 


_£ 

Mo 


£Jo e' 
2n 


t ikr 


r 


COS ( COS#) 

sen 0 


cos 


A 

0 


Incluindo a dependencia temporal, obtemos 


9d(r*, t) 


iJ o e ifcr 


~iu)t 


27r r 


/ UT 

cos (^ cos 


0) 


cos 


kL _ 


sen 0 


0 


(25.326) 


OU 


IH(f, i) 


27T 


i(fcr 




V 


/ UT 

cos( ^ cos 



cos ^ 


sen 9 


(25.327) 
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Na zona de radiagao, o campo eletrico pode ser obtido da expressao 25.249, 
de modo que temos 


£ (f, t) 


2 0 fx 


Uq e l ( kr ~ut) rcOs(^ COS 9) ■ 

27r r L sen 9 


cosf 


F _ 

A 

- 0 


ou 


£ (f, t) 


■Zo 


iJ o e i i kr ~ ut ) 


27r 


r 


cos(^ cos #) 

sen# 


cos 


A 

e 


(25.328) 


Note que a orientagao do campo eletrico indica que ele esta no piano definido 
pela antena e o vetor f que define o ponto de observagao, de modo que a 
radiagao esta polarizada nesse piano. Conhecendo £ e podemos determinar 
a distribuigao angular de potencia irradiada por meio de 25.90, 


d ( p (t)) 

cin 


-!Rfr 2 f.£xJ{*l 
2 L J 


i&[r 2 r • £* x ft] 


Tomando o complexo conjugado de 25.327, ficamos com 


K* (f, t) 


U 0 e ~ i i kr ~ UJt ) 


2tt 


r 


cos cos 9) 

sen 9 


cos ^ 


A 

0 


Portanto, usando as expressoes 25.328 e 25.329, calculamos 


£x K 


~ oe 


i(kr-a>t) COS (COS #) 

r L sen # 


cos ~- 


x 


i Jo e -i(A:r-art) |- cos 


cos #) 


cos 


kL 


2 7T 


r 


sen # 


0 


ou 


SxX 


Z 0 


4_2 r 2 


cos (^ cos 9 ) 


kT 

COS 1 2 


sen 9 


Utilizando a equacao 25.331 em 25.90, obtemos 


(25.329) 


(25.330) 


(25.331) 


d{P(t)) 

dCL 


2^r r ' K 0 47r 2 r 2 


cos(cos#) 


COS 1 2 


sen # 


ou 
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d(P(t)) 

dQ 



(25.332) 


que fornece a distribuigao angular da potencia media irradiada pela antena 
alimentada pelo centro. Os dois casos particulares em que temos interesse 
sao o de uma antena de meia-onda, onde kL — tt (equagao 25.206), e o de 
uma antena de onda completa, em que kL = 2n (equagao 25.208). Para uma 
antena de meia-onda, a equagao 25.332 torna-se 


d(P(t)) 

dQ 




2 


ou 


d(P(t)) 

dQ 



(25.333) 


Para uma comparagao, a expressao 25.294 fornece a potencia media irradiada 
por unidade de angulo solido considerando uma expansao em multipolos com 
sendo 


d(P) 

dQ 


9Zq3 2 sen 2 6 


87T 4 




X 


1 


°3,0 




Cf 


o 



7 


— (5 cos^ 6 — 1) + — f ^ 

2 8 \c? 


^3,0 x 2 


(5 cos 2 0 — 1) 


0 


onde os dois primeiros termos de multipolo foram usados na expansao (£ = 
1, 3). A figura 25.7 apresenta uma comparagao entre as distributes angulares 
de potencia media irradiada dadas pelas duas equagoes acima. Da figura, 
vemos que a aproximagao de dois multipolos e excelente quando comparada 

com o resultado exato. 

Vejamos agora o que ocorre no caso de uma antena de onda completa, 
na qual kL = 2i r. Nesse caso, a expressao exata 25.332 torna-se 


d(P(t)) 

dQ 


Z 


o 


% 


Sir 2 L 


COS (iT COS 6) — COS 7T1 2 


sen 9 


ou 


d(P(t)) 

dQ 


Z 


o 


3^ r COS (7T cos 6) + 1 


8n 2 - 


sen# 
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Figura 25.7: Diagrama da potencia media por unidade 

de angulo solido (^^-) para uma antena de 
meia-onda alimentada pelo centro. A linha 
cheia corresponde ao resultado exato dado 
pela equagao 25.333, e os circulos corres- 
pondem a expansao em multi polos descri- 
ta pela expressao 25.294, considerando dois 
termos na expansao. 


Lembrando a identidade 


cos 26 — 2 cos 2 9 — 1 


po demos escrever 


d(P(t)) 

dn 




2 


OU 


d(P(t)) 

dQ, 



(25.334) 


que fornece a expressao exata para a potencia media emitida por unidade 
de angulo solido para uma antena de onda completa alimentada pelo centro. 
Vamos relembrar a aproximaqao feita no exemplo 25.3, que consistiu em con- 
siderar uma expansao de multipolos para os campos, levando em conta tres 
termos (£ = 1, 3, 5), La, obtivemos a equagao 25.309, 
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qq ne 

- — J^(21 cos 4 9 — 14 cos 2 9 + 1) + 

15 cv 



5 

8 


— ^ 3 J 0 ^ 5,0 (5 cos 2 6 - 1) (21 cos 4 9 - 
iO (Cf, 0 )2 


14 cos 2 9 + 1) 






14 cos 2 0+1) 



para a grandeza A figura 25.8 mostra uma comparagao dos padroes de 
emissao obtidos nos dois casos. 



Figura 25.8: Diagrama da potencia media por unidade de angulo 

solido i^?r) para uma antena de onda completa ali- 
mentada pelo centro. A linha cheia corresponde ao re- 
sultado exato dado pela equagao 25.334, e os circulos 
correspondem a expansao em multipolos descrita pela 
expressao 25.309, considerando tres termos na expansao. 
A linha tracejada corresponde a uma expansao em mul¬ 
tipolos considerando dois termos apenas, o que e feito 
se utilizarmos Cf 0 = 0 em 25.309. 


Alem do resultado exato e da expansao em multipolos considerando 
tres termos, a figura 25.8 tambem apresenta, na linha tracejada, o resultado 
de uma expansao envolvendo apenas dois termos, t — 1 e f = 3, o que e 
feito considerando C| 0 = 0 na expressao 25.309. Da figura, vemos que a 
expansao levando em conta apenas dois termos fornece uma aproximagao 
apenas razoavel para a expressao exata, diferentemente do que ocorre no caso 
anterior, enquanto o uso de tres termos faz com que a aproximagao se torne 
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excelente. A razao disso esta relacionada aos valores dos coeficientes Cf , 
apresentados nas tabelas 25.1 e 25.2, os quais, por sua vez, dependem do 
tamanho da antena em comparagao com o comprimento de onda. Vejamos 
agora mais um problema interessante. 


Exemplo 25.5. No exemplo anterior consideramos a emissao de uma unica 
antena de-comprimento L alimentada pelo centro, particularizando a situagao 
para dois casos, o de uma antena de meia-onda e o de uma antena de on¬ 
da completa. Tais antenas sao ditas formadas por um unico elemento, que 
seria uma vara metalica, por exemplo. Em alguns casos e interessante asso- 
ciar vdrios elementos, formando uma associagao de antenas, como mostra a 

figura 25.9. 



Figura 25.9: Associagao de N antenas de comprimento L, alimentadas pelo centro. 


Nesse caso , temos varias antenas de mesmo comprimento L dispostas para- 
lelamente ao longo de um eixo (x, na figura) e separadas por uma mesma 
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distancia X entre si (X r). Nosso objetivo e obter para uma asso- 
ciagdo de N antenas como essa, para o caso particular em que as antenas sao 
de meia-onda. 

Antes de mais nada, e preciso dizer que todas as N antenas sao subme- 
tidas a uma fonte externa que faz com que elas emitam em fase. Entretanto, 
como as antenas estao situadas a distancias diferentes do ponto de observagao, 
situado em r, o caminho que os campos devem percorrer para chegar are 
diferente. Essa diferenga entre os caminhos percorridos introduz diferengas de 
fase entre os campos de radiagao, e tais diferengas devem ser levadas em conta 
no calculo da potencia que chega em r. Devemos lembrar ainda que r e muito 
grande, isto e, estamos na zona de radiagao e, portanto, muito afastados da 
fonte. 


Consideremos inicialmente os campos emitidos pela antena alimentada 
pelo centro situado na origem dos eixos paralelamente ao eixo z. Como ela e 
uma antena de meia-onda, kL = 7r, e os campos emitidos por ela, dados pelas 
expressdes 25.327 e 25.328, podem ser escritos como 




(25.335) 



(25.336) 


Note que r e justamente a distancia entre a antena (que e a fonte) e o ponto 
de observagao. Considere agora um vetor ri, que parte do centro da segunda 
antena, a que esta situada em x\ = —A, e termina no ponto de observagao. 
Podemos escrever a relagao vetorial 



ou 


r\ = f+ X i 


(25.337) 


Vamos lembrar agora a equagao 1.38a, que expressa i em termos dos versores 
de coordenadas esfericas, isto e, 


^ A A 

i = sen 0 cos (fir + cos 9 cos (fid — sen <fi <fi> 
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Entao, a equagao 25.337 pode ser escrita como 

a a 

?i = r + X sen 9 cos 0 r + X cos 6 cos 00 — X sen 0 0 


ou 


v\ = (r + X sen 9 cos 0) r + X cos 9 cos 00 — X sen 00 (25.338) 

Agora, como r e muito grande, f e r\ sao praticamente paralelos, de modo que 
interessa-nos apenas a eventual corregao que ocorre no modulo da distancia. 
Assim, podemos considerar uma aproximagao para a expressao 25.338, que 
fica 


f\ ~ (r + X sen 9 cos 0) r 
Note que a variagao em r e dada por 

A r = X sen 9 cos 0 

e que o modulo de f\ fica, aproximadamente, 

r\~r + X sen 9 cos 0 


(25.339) 


(25.340) 


(25.341) 


Assim, para os campos emitidos por essa antena, teriamos, comegando com o 
campo IK, dado pela equagao 25.335, 


'Ki (f , t) 


iJ 0 e i ( kTl ~ u>t ) rcosf^cosfl) 


2tt 


r i 


sen# 


0 


ou, utilizando 25.340 e 25.341 


0<i (r, t) 


iOn e fi fc (r+Ar)-wt] 


o 

27r 


r + A r 


(f 


COS 7T cos 


0) 


sen 9 


✓■s 

4> 


que fica 


fiOi (f, t) 


i3 0 e i(fcr_u,t) 

■cos(| COS0) ' 

1*1 

1 l 

2i r r 

sen 9 


-i + Ar . 

1 /M 


ikAr 


(25.342) 


Essa expressao e composta por tres fatores. O primeiro, entre chaves, e justa- 
mente o campo IK associado a antena situada na origem e dada pela expres¬ 
sao 25.335. Esse valor e corrigido por dois termos. O termo entre colchetes 
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pode ser expandido em serie de Taylor e result ara numa soma do numero 
1 com potencias de Como o termo entre chaves ja envolve apenas o 
fator numerico 1 sobrevive na zona de radiagao para o termo entre colchetes. 
Por fim, o ultimo termo exponencial corresponde a diferenga de fase entre 
a radiagao emitida pela antena em x\ e a antena na origem. Essa diferenga 
de fase corresponde a diferenga de caminho dada pela equagao 25.340, e po- 
demos relaciona-la ao comprimento de onda da radiagao. lembrando que um 
deslocamento de A numa onda introduz uma diferenga de fase de 2i r, de modo 
que um deslocamento de Ar produzira uma diferenga de fase a, dada por 


k 



a 


2tt 

T 


Ar = kX sen 9 cos 4> 


(25.343) 


Portanto, voltando a expressao 25.342, ficamos com 


!Ki (r, t) = e 


ikAr ft = e ia ti 


(25.344) 


Seguindo os mesmos passos, nao e dificil verificar que o campo eletrico fica, 
utilizando 25.336, 


£i(r, t) = e ikAr E(r, t) (25.345) 

Se repetirmos o mesmo procedimento para as outras N — 2 antenas, veremos 
que para todas os campos serao multiplos dos campos e £ produzidos pela 
antena na origem, sendo que o fator multiplicativo e dado pela diferenga de 
fase entre a antena considerada e a antena na origem. Conseqiientemente, o 
campo CK total no ponto de observagao pode ser escrito como 

<K t = [l + e ia + e 2ia + ■ • • + e (iV_1)ia ] IK (25.346) 


Definindo 



(25.347) 


vemos que o termo entre colchetes na expressao 25.346 pode ser escrito como 


1 + e 


ia + e 2ia + 


+ l ^ l0t — 1 + s + s 2 + 


+ s 


N -1 


(25.348) 


que e uma serie geometrica finita de razao r = s e n = N termos, sendo o 
primeiro termo igual a 1. Lembrando a equagao 2.34 do volume I, temos, para 
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a soma de uma serie geometrica de n termos, o valor 


S. 


n 


Q 0 ( 1 ~ r n ) 
1 — r 


de modo que a expressao 25.348 fica 


1 + e* a + e 2ia + 


* • * 


+ e 


(N~l)ia 


1 — 5 


N 


1-5 


cm, substituindo o valor de s dado por 25.347, 


1 + e ia + e 2ia + 


* t t 


+ e 


(N—l)ia 


1 - e 


iNa 


1 -e 


ia 


Vamos reescrever essa expressao do seguinte modo: 


1 — e 


iNa 


■ N_a 

e 2 


(e 


— l 


■ Na 


a Na 
6 2 


) 


1 — e 


ia 


Ct ‘ Q 

Ztt ( .-—l ~ 


e l 2 (e 


■ a 

e*2) 


ou, dividindo e multiplicado por 2temos 


Na ■ Na 

(N-i)ct e“ 2 — e 2 2 i 


^ _ gZ./Vd mZ n ^ 7 


1 — e 


ZQ 


e 2 


2i 


1 1 * —n 

e 2 — e 2 


Lembrando que 


sen 5 


_ g—i<5 

2i 


obtemos 


i _ ANa 


1 — e 


za 


Na 

an- i)o sen 

2 - 

u a 

sen ^ 


Assim, utilizando a equagao 25.350, a expressao 25.349 fica 


1 + e ia + e 2ia + 


• ■* * 


~\~ e 


(N-l)ia 


. (N—i)a sen 4r 


e 2 


Q; 

sen £ 


e, utilizando 25.351 na equacao 25.346, achamos 


(25.349) 


(25.350) 


(25.351) 
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K 


Net 

■ (N-i)ct sen AA 

v n ^ 


e 2 


sen ^ 


% 


de modo que seu complexo conjugado fica 


(25.352) 


r\_r* 


Nat 

i (N-i) a sen ^ 


sen 


Q 




(25.353) 


O campo eletrico total, por sua vez, torna-se 


£t = e 


Na 

an -Da sen Aj 1 
2 - j-Z 


Ct 

sen f 


(25.354) 


A potencia media emitida por unidade de angulo solido e obtida da expres¬ 
sao 25.90, 


d(P(t)) 

dtt 



l^[r 2 f • Z* x #] 


Assim, seguindo os passos efetuados a partir da equagao 25.330, veremos que 
a diferenga nas expressoes finais sera o fator multiplicativo 


Net Net 

an- i)a sen A— an- i)a sen hr- 

1 2 - —C l 2 --— 


sen 


2 Na 


a 

sen ^ 


sen 


9 a 

sem A 


Conseqiientemente, a expressao 25.333 torna-se 


(25.355) 


d(P(t )) 

A 3 o cos 2 ( § cos 6)' 


sen 2 1 

dfl 

0 87 r 2 sen 2 6 


sen 2 ^ 


(25.356) 


Esta expressao e bastante interessante. Ela e o produto de dois fatores inde- 
pendentes entre si. 0 primeiro fator entre colchetes corresponde a emissao de 
uma unica antena de meia-onda alimentada pelo centro, e ele e caracterfstico 
para esse tipo de antena. Assim, se tivermos uma antena de onda completa, 
por exemplo, esse fator seria alterado para a expressao 25.334 e, por isso, ele 
e chamado de fungao do elemento da antena. O outro fator entre colche¬ 
tes independe do elemento especifico da antena, mas ele muda se mudarmos 
o arranjo da associagao de elementos, sendo por isso chamado de fungao 
da associagao da antena. Em particular, a fungao da associagao para o 
presente caso e 
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(25.357) 


Essa fungao 15 age como uma especie de modulagao para a radiagao emitida, 
fazendo com que a emissao se torne bastante alta para algumas diregoes es- 
pecificas e muito pequena para outras. A figura 25.10 apresenta / 2 (a) para o 
caso de N — 5. 


r-J 




a (rad) 


Figura 25.10: Grafico de / 2 (o:), onde f(a) e a fungao de as- 

sociagao de antenas dada pela equagao 25.357. 


Vamos analisar mais detidamente essa fungao. Inicialmente, vemos que, 
para angulos tais que 


a 


±—, ±2 x ±3 x ..., ±(N-1 ) x ±(N + 1) x ... (25.358) 


N 


N 


N 


N 


N 


ou seja, para angulos que sao multiplos inteiros de mas que sao, ao mesmo 
tempo, diferentes de multiplos inteiros de 27 t, a fungao da associagao se anula, 
pois o numerador se anula. Por exemplo, de 25.358, se a = aplicando 
em 25.357, temos 


15 Na verdade, seu quadrado, ja que na expressao 25.356 ela aparece elevada ao quadrado. 
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sen 



2 77 

N 


2 



Por outro lado, se tivermos angulos tais que sejam multiplos inteiros de 27r, 
isto e, 


a — 0, ±27r, zh2 x 27r 

j * 


(25.359) 


entao ambos, numerador e denominador, se anulam, o que produz uma inde- 
terminagao, como pode ser visto, por exemplo, se a — 0, ou seja, 

sen 0 0 
sen 0 0 

Para resolver a indeterminagao, utilizamos a regra de PHopital, que consiste 
em derivar o numerador e o denominador independentemente um do outro e 
aplicar o limite no ponto requerido. Temos entao que calcular (n e um numero 
inteiro) 



lim f(a) 

ct^27rn 


lim - f- 

a—>27rn sen ^ 


Aplicando a regra de PHopital em 25.360, temos 


lim 


sen 


Na 


a->2irn sell ~ 


i sen 

lim - j-- 

a— j >2ixn sen % 


N Na 

Y cos ^ 


lim 1 

oi->2im ± COS % 


2 
Na 


COS 0 

N lim 2 


a—>2mi COS 


a 


N 


cos 


N2'kti 


COS 


2tv n 


N 


cos Nmv 


cos niv 


(25.360) 


(25.361) 


Agora, temos que, se n for par, cosn7r vale 1, e vale -1 se for fmpar. Entao, 
podemos escrever 
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cosn7r = (—l) n 


(25.362) 


Como TV e um inteiro, o produto Nn tambem e inteiro, e assim, 


cos Nun — (—l) Nn 


(25.363) 


Utilizando as expressdes 25.362 e 25.363 em 25.361, achamos 


ou 


lim 


sen 


i v ci 


a—>27 t n sen 77 



lim 

a—>-2^71 





(25.364) 


E importante lembrar que a fungao da associagao aparece elevada ao quadrado 
na expressao 25.356, de modo que o valor maximo de f 2 (a) vale TV 2 , ocorrendo 
quando a = 27 m. Esses maximos sao chamados de maximos primarios, e eles 
sao os mais intensos, conforme se ve na figura 25.10. Alem deles, existem 
outros maximos, bem menos intensos, que sao descritos aproximadamente 
pelos valores maximos do numerador da expressao 25.357, ou seja, quando 

a = ±^, ±^.,..., (2JV - 3)^, (22V + 3)^ (25.365) 

Note que, no intervalo [0, 27r], existem dois maximos primarios, em a = 0 e 
a = 27 t, TV — 1 minimos e TV —2 maximos secundarios, como pode ser verificado 
na figura 25.10, obtida quando TV = 5. 

Da expressao 25.343, vemos que o maior valor possivel para a ocorre 
quando 


&max 




(25.366) 


Entao, se a separagao X entre as antenas for menor que um comprimento de 
onda, teremos ot max < 27t, e / 2 (ct) tera apenas um maximo principal, o qual 
ocorre quando a = 0. Pela expressao 25.343, 


a = kX sen 8 cos 4> 
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temos a — 0 quando 9 = 0 ou 7r, ou seja, na diregao do eixo da antena, ou 
quando 0 = dz^, isto e, num piano que e perpendicular a associagao, que esta 
situada no piano xz. No primeiro caso, e possivel mostrar que a fungao do 
elemento da antena, que corresponde ao primeiro colchetes da equagao 25.356, 
se anula, nao havendo emissao no eixo da antena, de modo que a emissao 
maxima ocorre com 0 = ±5. A figura 25.11 apresenta, para 9 — a fungao 

dada pela equagao 25.356 em fungao do angulo 0 para uma associagao 

de N antenas separadas por uma distancia X = ^ com N variando desde 
N = 1 ate N = 5. Nesse caso, a expressao 25.343 fica 


2tt A 


a 


X 2 


COS 0 = 7T COS 0 


(25.367) 


e, substituindo 25.367 na fungao 25.356, temos 


d(P(t)) 

dn 


z, 


3 


o 


o 


8ir 2 


sen 


2 N 7T COS 4> 1 


sen 


2 7T COS <p 


J 


9 


TV 

2 


(25.368) 


A figura 25.11 apresenta essa figura para os cinco valores de N considerados. 



Figura 25.11: Grafico da equagao 25.368 apresentando a potencia 

irradiada por unidade de angulo solido no piano xy 
(9 — f) para uma associagao de N antenas de meia- 
onda excitadas em fase, separadas por uma distancia 
X = para cinco valores de N, como fungao do 
angulo 0. 


Note, da figura 25.11, que a emissao aumenta consideravelmente com o aumen- 
to do numero de elementos na associagao de antenas. De fato, o crescimento 
ocorre com Af . Grande parte da emissao ocorre na diregao do eixo y, que e 
perpendicular ao eixo no qual estao colocadas as antenas (x). A figura 25.12 
ilustra o padrao tridimensional de emissao de uma associagao de 5 antenas de 
meia-onda espagadas por X = |, descrito pela equagao 25.356. As antenas 
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sao excitadas pelo agente externo (um gerador, por exemplo) em fase e pelo 
seu centro. 



Figura 25.12: Padrao tridimensional de emissao de uma associagao 

de 5 antenas de meia-onda espagadas por X = | e 
descrito pela equagao 25.356. As antenas sao alimen- 
tadas em fase e pelo seu centro. 


Conforme se ve na figura, nao ha emissao na diregao do eixo z y e a 
maior parte dela se concentra proximo a regiao do piano yz , tendo as maiores 
intensidades na diregao do eixo y. Na diregao x tambem ha emissao, so que 
sua intensidade e muito menor e nao se destaca na figura, mas pode ser vista 
nos pequenos lobos laterais que aparecem na figura 25.11. Note que esse e 
apenas um dos possiveis arranjos que podem ser feitos com antenas de meia- 
onda. Alterando-se a geometria da disposigao das antenas, a relagao do seu 
tamanho com o comprimento de onda da radiagao e a forma de excitar cada 
antena (produzindo uma defasagem entre elas, por exemplo, de modo que a 
radiagao emitida ja saia de cada antena com uma defasagem inicial), varios 
outros padroes de emissao podem ser obtidos, mas o estudo de cada um deles 
foge ao escopo deste livro, sendo nosso objetivo fornecer uma ideia basica 
sobre o funcionamento desses sistemas bastante comuns no nosso dia-a-dia. 
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25.7 Distribuigao Angular de Energia e Momento 

Angular Associados aos Multipolos 

Podemos pensar agora na densidade de energia armazenada nos campos 
de radiagao de multipolos. Paratanto, vamos relembrar a expressao 22.51, que 
fornece a densidade media de energia em termos dos campos, ou seja, 

(uei) = hi[e • v* + $ • k*] 

Lembrando que estamos muito longe da regiao em que as fontes estao, temos 

—¥ \-f —* —*■ ^ 

que £ = £, D = eo£, = Ji e ‘B = [iq"K. Portanto, escrevemos 

(u e i) = ^R[e 0 i ■ 1* + fiati • &*} 

OU 


(u e i) = — U\E • £* 4- — k • k*] 

4 e 0 

ou ainda, usando a equagao 22.43 para a impedancia do vacuo, 


achamos 



Mo 


( u el) 


£0 

4 






3 ?[£ • E* + Z$K-K* 


(25.369) 


Vamos recordar a expressao 25.252, 


£ (r, t) 


Z 0 r x k(f, t ) 


Seu complexo conjugado e 






Z 0 r xk*(f,t) 


(25.370) 


Vamos efetuar o produto escalar das equagoes 25.252 e 25.370, isto e, 


V-/ ^ 

£ • £ 




Z 0 (rxM-) -Z 0 (iX.%*) 
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ou 


£ • £ 


* 


Z$(rx3<) • (f xk*) 


(25.371) 


Vamos utilizar agora a propriedade 1,20, e assim obtemos 




w 


(rxK).(fx3{*) = (r-f)(0f •?{*) “ (f • IK* )(X • ?) 




Como r e 3~C sao ortogonais, achamos 


(fxM).(fx5{*) = \K\ 


Retornando com esse resultado a equagao 25.371, temos 


O' ^ 

£ • £ 


* 




Zo\X\ 


(25.372) 


de modo que a expressao 25.369 pode ser reescrita como 


( u el) 


£0 

4 


U[Z 2 \k\ 2 + Zq\$C\ 


ou 


( u el) 




(25.373) 


A densidade de energia associada aos multipolos de mesmo mdice l flea, entao, 


(u e i)£ 


^0 e 0i nr 1 2 


2 


pit\ 


(25.374) 


onde, empregando 25.251 para um unico •£, temos 


‘Kg, (r, t ) 


i(kr— u>t) 

kr 


Eh> 


M-l 




(25.375) 


m 


de modo que a expressao 25.374 torna-se, considerando tambem o complexo 
conjugado de 25.375, 
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i(kr-ut) 




/nre 

^£,m 


l 


£,m 



* 


g— i(kr—cot) 






0\1 



^0 ^0 \ f fie fie* n “f* , fe fM* n 

ou2j,2 / j | * ^£ i m J ' ^^.?/?. £ , 777 /. 771 

m, m' 



, fM fe* 





que fica, usando a expressao 25.267, 




(25.376) 


A equagao 25.376 fornece a densidade media de energia eletromagnetica arma- 
zenada na radiagao de multipolos para um dado valor de isto e, a energia 
media armazenada por unidade de volume dV = r 2 sen 6 drdQdcj). Podemos 
determinar a taxa de variagao da energia media com o raio r se integrarmos 
esta equagao em dS — r 2 dfi, onde dVt e o elemento de angulo solido, ou seja, 


dlh 

dr 


(u e i )er 2 dQ. 


ou, usando 25.376, 



I pM fe* 
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que pode ser escrita, ja usando as equagoes 25.129, 25.277 e 25.278, como 


dUi 

dr 



(25.377) 


que e independente de r. A energia contida numa coroa esferica de raio dr, 
situada entre r e r + dr, corresponde a expressao acima multiplicada por dr. 
Note que a energia e a soma simples (ou incoerente) das energias associa- 
das com cada momento de multipolo puro caracterizado por um dado valor 
de m 16 . Podemos estudar tambem o comportamento da densidade media 
de momento angular. A densidade volumetrica de momento angular e dada 

por 21.48, 


l el = f x p el = eotiorx. S = eonorx (ExH) 
e, lembrando que o valor medio do vetor de Poynting e dado por 22.52, 

(S) = isft[£x9C] = 

temos, paxa a densidade media de momento angular, a expressao 

(f el ) = (1 x & )] (25.378) 

2 

A primeira coisa a fazer e reescrever o produto vetorial utilizando a identida- 
de 1.19a, ou seja, 


f x (£ x ft*) = (f • ft*)£ - (f • £)ft* (25.379) 


Considerando que temos apenas um dado £, as expressoes 25.226 e 25.227 
podem ser escritas como 



rie oe , frM pM 

O o ™ C o i ^ C f jji 




rie are , frM arM 

^,171 ' ^ 


(25.380a) 

(25.380b) 


16 E tambem de i, mas, como todos tern o mesmo valor para £, o que os diferencia e o valor 
de ra. 
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\ 


Efetuando o produto escalar dessas duas equagoes com r, temos 


f - tp 



1 




?n 


r • $Cg 



m 


l 

\/ +1) 






pe + - cM 




r * c 




r'e - nVe , - nr A 


M 


777 . 


(25.381a) 

(25.381b) 


Agora, simplificamos essas expressoes usando as propriedades descritas pelas 

equagSes 25.118b e 25.123b, ou seja, 


r • 7C 


e 




de modo que obtemos 




(25.382a) 

(25.382b) 


Em seguida, utilizamos as equagoes 25.153b e 25.154b para reescrever os cam- 
pos em 25.382 como 


ou 



iZ, 


o 


k 


V x 



* 




Agora, lembrando a equagao 25.146, reescrevemos as expressoes acima como 
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ou 




Devemos agora considerar os campos e Inicialmente, 

que eles sao dados pelas expressoes 25.153a e 25.154a, isto e, 


n ( r > ^ 4) = cf>) 

£^ n (V, ^5 4 ) = -2o^(fcr)£y£ im (0 3 0) 

Como estamos interessados no que ocorre na zona de radiagao, 
radiais apropriadas sao dadas por 25.159, 


fe(kr) = be(kr) ge(kr) = t)\(kr) 

de modo que 25.387 tornam-se 

<t>) = bt( kr )^ Y t,mi.O, <f>) 

£^(r, e, <f>) = Z 0 l)l(kr)LY e>m (e, <f>) 

Alem disso, como estamos na zona de radiagao, podemos usar 
sintotica das fungoes de Hankel dadas por 25.231, 

ix 

a:>>1 

para reescrever 25.388, que tornam-se 


(25.386a) 

(25.386b) 

lembramos 

(25.387a) 

(25.387b) 

as fungoes 


(25.388a) 

(25.388b) 

a forma as- 
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H) 


£+1 e 


ikr 


kr 


<t>) 


ikr 


£%L(r, 0, (ji) = (-i) e+1 Z 0 —LY e , m (e^) 


£,m 


kr 


(25.389a) 


(25.389b) 


Agora, relembramos a definigao 25.128 para 2e m (0, </>), 


^,m(^j 0) 


1 


v/^+1) 


£*W0> 0 ) 


Com o uso dessa definigao, as expressoes 25.389 podem ser escritas como 


ikr 


*f >m (r, 0, 0) = VW+i ) 0) 


ikr 


£? m (r, 9 - 0) = H) m -2ox/^+1) 0) 


(25.390a) 


(25.390b) 


Agora, aplicamos as equagoes 25.390 em 25.386, ou seja, 


r • £ 




o 


£ 



/Se 






1 v-^ w m 


£ 


(-o' + v^+i) 


ikr 


kr 




m 


kZ 



0 m \A(^+ 1) 


£ 


H) m W^+l) 


ikr 


kr 


2 


£,m 


(25.391a) 


(25.391b) 


ou, lembrando, da equagao 25.270, 


£ 


4> d 


e d i 


30 sen0 3</>J 


que o operador L so age em fungoes angulares, podemos reescrever 25.391 


como 


ikr 


r • Ei 


Zo 


k 2 




£+1 rie 


Cf m£ • 


(25.392a) 


m 


f • 3-Q 


ikr 


k 2 r 


Em 


£+1 /nrAtf 


/nfjw p n 

W,rrc~ * 


(25.392b) 


m 


Note que, alem dos termos dados em 25.392, na equagao 25.379 aparecem 
tambem os proprios campos, dados por 25.153 e 25.154. Dois termos ja foram 
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determinados em 25.390, e os outros dois necessitam de algumas manipu- 
lagoes. Da equagao 25.242, temos, para a zona de radiagao, 




O' 


ce 


Zq f X 


m 


ou entao, usando 25.241 e tambem 25.128, 




ce 

c £,m 


Zq\J £{i + 1) 


ikr 


kr 


r x3 




Da mesma forma, pela equagao 25.243, temos 


rtVM 


i-r * 

^0 


ou, empregando 25,245 e 25.128, 




M 


(-*) <+ V^ + i) 


ikr 


kr 


r x 5 




(25.393) 


(25.394) 


Com o uso de 25.390, 25.393 e 25.394, as expressoes 25.380 podem ser escritas 


como 


Ep 



1 




rn 


\/I{t 4 - 1 ) 


s~ie 
^ £, rn 


(—iY^ l 2os/ £(£ + 1 ) 


ikr 


kr 


xl 


£,m 


+ c 


M 

l,m 


(~iY + 1 Z 0 y/£{£+!) 


ikr 


kr 


‘—i 

3 


£,m 





ikr 


(-»)*+V*(* +1) -j-ie,™ 


+ c 


M 

£,m 


{-i) e+1 \/W+ !) 


ikr 


kr 


f xl 





(25.395a) 

(25.395b) 
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Com o uso das equagoes 25.392 e 25.395, a equagao 25.379 torna-se, para um 
dado 


r x fa x <H}) = (n • - (f • £*)*; 

ou 



que pode ser escrito como 




z, 


o 


A: 3 r 2 


^7 ^ 'tfm’ {Ce,m* X — ' \m') 


in. m 


+ 


z 


o 


/c 3 r 2 


Y2 ct m {i • \ m ) + c^, 


X ) 


m. 7 Ti 


/ 


OU 


rX (l e X%* e ) 


Z 


o 





YYM* fiM -t / r T \ 


* 


m, m 


t 


CfZ'Clmiy X • \m'Y + (L • \ m ) 




+ QV^'(fx^V)(^-^, m ) 


(25.396) 


de modo que a densidade media de momento angular 25.378 se torna 
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<W, = ■ V) 


2 k 3 r 2 


?n, m 


/ 




W sk 

fe /nre 






+ CtmC^ m i (r x 5| m /)(£ • le,m) 


ou, lembrando que Zq 



a 0 
eo 


, que c 


l 


y/LlQtO 


e que uj = cfc, temos 


<Ui> 


Mo 


2 uik 2 r 2 


5ft 





c 


m* r<M H irH 


m 


/ 


) 


* 


m, m: 




~e 


+ Q,m Q,m' 


(f x5 


^.771' 


)(£ * l^m) 


(25.397) 


Note que essa expressao fornece a densidade media volumetrica de momento 
angular. Vamos integra-la em dS — r 2 dfi, como fizemos com a densidade de 
energia, para obter a taxa de variagao de momento angular eletromagnetico 
L e i, dado por 21.57, isto e, 



ou, usando 25.397, 




^£,m f ^£,m 



m. 




No caso particular de termos um unico m, isto e, um multipolo puro, inde- 
pendentemente de ser eletrico ou magnetico, a expressao 25.398 se simplifica 
e pode ser escrita como 
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OU 


d{ Lel,^m) 
dr 


Ho 


2 ojk 2 



|Q >m | 2 5i< (p ’ 3f,m')* dQ 


(25*399) 


Aqui e interessante considerar novamente a definigao 25.128, para calcular 


ou 


que fica 


£*3 


£,m f 


jC, 


1 


L\/ £(£+ 1) 


4>) 


L • 3 


1 




#+ij 


£ • £r, m ( 0 , 4>) 


£0 


1 


i,m! 




L 2 Yt m {e,4>) 


(25.400) 


Lembrando, de H.8, que 


= t(£ + l)Y tl m 


podemos reescrever 25.400 como 


£ • %,m' = vWTljY e ,m(0, 4>) 


(25.401) 


Para obter as tres componentes vetoriais de 25.399, precisariamos das equa- 
goes H.13 para reescrever £ em termos de £+, £»_ e de modo que pu- 
dessemos usar as expressoes H.14. Entretanto, para nossos propositos vamos 
considerar apenas a componente z de 25.399, ou seja, 



> ii m (£ - dn 
n 


(25.402) 


Usando as equagoes 25.128 e 25.401, a expressao 25.402 para a componente z 
torna-se 

^(^~el y£m) 



1 


Q yjl{t + 1 ) 


L z Y e , m (0, <f>)VW+l)Y t * m {d, 4>) dQ 


dr 
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ou, lembrando, de H.14c, que 




in 


temos 



mY e , m {0,<t>)YZ m (9,<t>) dO, 


ou 



b Ye tm {e, 4>)Y? im {6, 4>) dn 
n 


(25.403) 


Lembrando a relagao de ortogonalidade C.31 para os harmonicos esfericos, 
dada por 


/ Ye,m'Ye, m dn = 5 tfi S 




vemos que 25.403 simplifica-se para 



(25.404) 


Consideremos agora a equatjao 25.377 para a taxa de variaqao da energia 
armazenada com a distancia radial r, 


dUt 

dr 



+ \ct 


M 

m 


Para um multipolo puro, temos 

dU(m 

dr 



Vamos calcular agora a regra da cadeia 

d{^-el t (m) _ \,tm) dr 

dUlm dr dUim 


(25.405) 


ou 
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Z 

el ,£m 


) 




a qual, usando 25.404 e 25.405, fica 




2 


2 


ou 



(25.406) 


Este resultado e muito interessante. Ele indica que existe uma relagao entre 
a energia e o momento angular associados com a radiagao de um multipolo 
puro, e essa relagao envolve a freqliencia angular u>, alem do indice m. Note 
que e um resultado classico, mas que, se lembrarmos que a energia de um 
foton de freqiiencia angular u vale E = hu), onde h = A e h e a constante de 
Planck, e tambem que, se o foton estiver no estado m, seu momento angular 
na diregao z vale (L z e \ o m ) = rah, veremos que a relagao acima esta em excelente 
acordo com a previsao quantica. Entretanto, se as outras componentes forem 
consideradas, calculando-se, por exemplo, (Lgj^ m ), a natureza quantica de um 
foton se manifesta claramente e a previsao classica entra em desacordo com 
a quantica. Vejamos agora o que ocorre com as densidades medias quando 
consideramos o caso geral. Inicialmente, vemos que os campos necessarios 
podem ser obtidos das expressoes 25.395 se efetuarmos uma soma no indice 
£ ) ou seja, 




£+1 



fiM 

^£,771 



^£,m^£,m 





(25.407a) 

(25.407b) 


Alem disso, as equacoes 25.392 ficarao 
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(25.408a) 

(25.408b) 


Assim, a densidade media de energia armazenada nos campos, que e calculada 
mediante 25.373, fica, nesse caso, 



O' ^ jk — * —* 

/~ie /~<e -t -t* 

) m / 


, r e r M * 1 



+ . ck r , 3 


/} 


• I 


n* 




(25.409) 


enquanto a taxa media de variagao com o raio da energia armazenada fica, 
usando as equagoes 25.129, 25.277 e 25.278, 


dU 

dr 


zho 

2 k 2 



a W r 

c 


l,m 


+ IQ, 


M 


m 


(25.410) 


m 


Vejamos agora o que ocorre com a densidade media de momento angular 
quando consideramos o caso geral. Por meio da equagao 25.379, e fazendo uso 
de 25.407 e 25.408, achamos 



ou 
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fx (£ x $C) 

Zo 


k 3 r 2 


E 


zl'-lXM 


Cp t m‘ X ~ ’ ^l', 


m 


l y £*, m, m ; 


+ 


Zp 

k^r 2 


E 


:£ } - 


1 Ct,m{Ct' t m'%,m' + Cp % m'* x ' ^£,m) 


m 


£* ,m' 


i , ^, 77i, m' 


ou ainda, 


fx (Ex'K*) 


Zp 

k 3 r 2 


E 


•£'-£ /AM* riM 




,rrA\\ra'^ ' -km) 


£' ,m, m / 


+ C’f.m * X * ^£,m) ~ Cp , rn ,Cf rn r X ^ |7Tl (£/ • 


M 




(25.411) 


de forma que a densidade media de momento angular dada por 25.378 torna-se 


(lei) 


e°^o „ J Zq 

2 1 fc 3 r 2 


E 


:£'- 


C 


,M* A.M T / p* T 




m 


^,m) 


£*, m , m! 


+ X ^'.rn'C^ ' -km) ~ X 


ou, efetuando algumas simplificagoes, 


(lei) 


HO 

2 uik 2 r 2 


D? 


E 


■£'-£ AM* AM 


/nrJW /nriW n / p \ 

W', m'W.m-kml,'*'' ’ -•f'jm'J 


£, £', m, m' 


+ ' -km) + Cf m Cp* 


Ci^L/f X 2 


£,m ^£ f ,m 7 ,77l / 


£', rn'O^ ' -k 


m 


C«Q m f X l.™(£ ■ V 


m 


t 


(25.412) 
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A taxa de variagao do momento angular medio com r pode ser obtida por 
interedio de 


dr 


r 2 (\e\)£ dfl 


e, usando 25.412, temos 


d(L e ii) 

dr 


Mo 


2 ujk 2 




:£'-£ 




M 


£, £ l , m, m! 




Cpjn'Cfjn* X 3^ iTrl (.C ' 


* 




(25.413) 


Com o estudo acima encerramos nossa discussao sobre radiagao de mul¬ 
tipolos e antenas. Entretanto, ainda nao esgotamos o assunto radiagao, que 
continuara no proximo capitulo. 


25.8 Exercfcios 

25.1 Mostre que o segundo termo do lado direito da equagao 25.86, 


£ 


Z{jku 

247T 


V 


ikr 


r 


r - Z 0 koj e ikr „ r . 

x r x Q + —-V x r x Q] 

247r r 


envoive potencias de - maiores do que 1, de modo que esse termo 
pode ser desconsiderado em comparagao com o primeiro. 


25.2 Mostre a equagao 25.135, 


W,m 



k 


\Ji(£ 4-1) 


Y; m f- Kdn 
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25.3 


25.4 


25.5 


seguindo os passos utilizados para demonstrar o coeficiente Cf m . 
Demonstre a equacao 25.185. 


r<M _ 

m 


X V* 


Verifique, 



por meio de 


i = / J • n dA 

Js 

que a densidade de corrente dada em 25.191, 


J 



S(cos9 — 1) — 5(cos# + 1 




L 

2 


fornece uma corrente i = J. Lembre-se de que e preciso definir umf 
superficie S apropriada para efetuar a integral. 


Determine explicitamente os termos com t = 1 e t = 3 dos campos < 
radiaqao da antena alimentada pelo centro discutida no exemplo 25 
dados pelas expressoes 25.210-25.212. As equa$6es H.13 e H.14, 

2 


2 i 



t+n™ = vV - m)(£ + m + l)Y^ m +i 

= y/(£-m)(£-m + l)V£, m _i 
^zYl rn ~ 


podem ser uteis. 
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25.6 Com o uso da definigao 25.128 e das expressdes H.13 e H.14, mostre 

que a potencia irradiada por angulo so lido para um multipolo puro, 
dada por 25.264, pode ser escrita explicitamente como 


d(P)e. 


m 


z 


o 


<m 


2k‘ 2 £(£+l) 




c 


M 

t,m 


X 


(i — m)(£ + m + 1) 

2 


*Wll + 


{i + m)(£ — m + 1) 

2 


I v 


1 


+ rn 2 1 Yi t 


m 


(25.416) 


Alem disso, calcule explicitamente d para £=l,m = —l,0,l. 


25.7 Seguindo o exemplo 25.5, estude uma associagao de antenas de meia- 

onda excitadas com uma diferenga de fase de 7r entre uma antena e 
a seguinte, e obtenha 


25.8 Considerando uma associagao de N antenas de onda completa e se¬ 
guindo o exemplo 25.5, obtenha as mesmas grandezas determinadas 
naquele exemplo. 




Capitulo 26 


Radiagao, III: Guias de 
Ondas Eletromagneticas 


rp 

JLj m varias aplicagdes praticas, energia eletromagnetica e gerada num 

certo local (num “gerador”) e transportada para ser utilizada noutro (a “car- 

ga”) por meio de algum tipo de guia de ondas eletromagneticas. As carac- 

teristicas especificas do gerador e da carga nao sao relevantes aqui, mas esta- 

mos interessados em discutir como se comportam os campos eletromagneticos 

e as ondas eletromagneticas existentes nas guias. Uma caracteristica impor- 

tante desses objetos consiste no fato de que eles selecionam, de acordo com a 

geometria especffica, alguns valores de freqiiencia que sao permitidos para as 

ondas que neles se propagam, o que faz com que tais equipamentos tambem 

possam ser usados como filtros de freqiiencia. Algumas aplicagoes incluem 

fornos de microondas, cabos coaxiais de TV a cabo e fibras opticas, todos 

/ 

muito comuns nos dias de hoje. E importante frisar que nosso objetivo e estu- 
dar alguns sistemas simples, que fornegam fundamentos fisicos a respeito dos 
fenomenos que ocorrem, sem nos aprofundarmos em demasia no assunto por 
causa do grau de complexidade tecnica a que se pode chegar. Vejamos entao 
alguns sistemas relevantes. 
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26.1 Propagagao de Ondas entre Dois Pianos 

Condutores 


O primeiro sistema simples que vamos estudar consiste em dois pianos 
condutores paralelos separados por uma distancia d. Para simplificar, vamos 
considerar os condutores como sendo perfeitos, de modo que os campos no 
interior dos pianos se anulam. Alem disso, entre os pianos temos vacuo, de 
modo que na regiao p = 0eJ = 0. A figura 26.1 ilustra a situagao. 



Figura 26.1: Guia de ondas eletromagneticas formada por 

dois pianos condutores perfeitos separados por 
uma distancia d. 


E facil perceber, pela geometria da situagao, que uma onda eletromagnetica 
que entre na regiao entre os pianos vai sofrer sucessivas reflexoes nos pianos 
ate eventualmente sair pelo outro lado, e vai haver transferencia de ener- 
gia ao longo da diregao z. Para estudarmos o comportamento dos campos 
eletromagneticos na regiao, podemos considerar duas situagoes basicas. Na 
primeira, £ esta orientado paralelamente ao eixo y. k esta no piano xz e “B 
e perpendicular tanto a £ como a k, como mostra a figura 26.2. Este modo 
corresponde a uma onda polarizada na diregao y, sendo seu campo eletrico 
transversal a diregao de propagagao da energia. Essa polarizagao tambem e 
conhecida como modo eletrico transversal , ou modo ET. 
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x y 


Sr. 




Figura 26.2: Disposigao dos campos num ponto entre os dois 

pianos condutores da guia de ondas para uma 
onda polarizada com campo eletrico transversal 
a diregao de propagagao (modo ET). 


No outro modo, temos as orientagoes dos campos trocadas entre si. O campo 
3 fica na diregao y, k situa-se no piano xz enquanto £ e perpendicular aos 
dois. Nesse caso, 3 e transversal a diregao de propagagao da energia, e temos 
um modo transversal magnetico ) ou modo MT. Vamos estudar o que ocorre no 
caso de um modo ET. O desenvolvimento para o modo MT e muito similar 
e sera deixado como exercicio para o leitor (veja o exercicio 26.1). Vamos 
precisar definir algumas grandezas, como mostra a figura 26.3. 



Figura 26.3: Grandezas relevantes para o estudo da propagagao do 

modo ET entre dois pianos condutores. 


As linhas tracejadas inclinadas na figura estao separadas espacialmente por 
um comprimento de onda A da onda eletromagnetica de vetor de onda in- 
cidente k{ no ponto considerado. Apos a reflexao, A e k continuam a ter o 
mesmo modulo, mas kf tern diregao diferente, conforme ja estudamos ante- 
riormente. Sendo o campo eletrico no interior dos pianos condutores nulo, as 
condigoes de contorno 19.28 nas interfaces tornam-se 
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T) • n - 

- ^ 

(26.1a) 

% • h = 

= 0 

(26.1b) 

£ • d£ = 

= 0 

(26.1c) 

n x - 

= h 

(26.Id) 


onde ? e Jg sao as extensoes complexas da densidade superficial de carga 
e corrente, respectivamente, que podem existir na interface entre os meios 
condutores e o vacuo para garantir a neutralidade dos campos dentro dos 
condutores. Essas condigdes de contorno impdem algumas restrigoes aos cam¬ 
pos nas interfaces entre os condutores e o vacuo. Por exemplo, como £ = £ j 
e n = Ti nas interfaces (o sinal negativo vale para o piano condutor superior 

e o positivo para o inferior), a equagao 261c, lembrando que d£ = dy] + dz k, 
impoe que emx = Oeemx = do campo £ tangencial deve se anular. Com re- 
larao a B como B = B T i+® z k e esta no mesmo piano que n, a equagao 26.1b 
iXa qul a componente normal de $ tamMm se anula em , = 0 e x = i. 
Note que nao estamos interessados em determinar as formas explicitas de <; 
ou Jf, e de fato isso nao sera necessario para a obtegao dos campos na regiao 

entre os pianos. 

Para continuar, vamos precisar escrever os vetores 

ki = -ki cos Oi i + ki sen 9i k (26.2) 




k T cos 9{ i + k r sen 6i 




Com isso, o campo eletrico da onda incidente pode ser escrito como 

£i = e 0i e lCki ^ wtr 3 


ou, como r = x 


i + ^ke \ki\ = k, temos 


a c —iuit Ak(—x cosdi+z senOi) 

C i = cn.e e 



O campo eletrico refletido e dado por 




e i(k r -r-wt) j 


(26.4) 
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ou, como |fc r | = k e 6 r = 9i numa reflexao, 


£ 


r 



—iu)t ik(x cos 6i+z sen 0i) ? 

C C J 



Agora, no piano condutor superior, em x = 0, devemos ter a condigao 26.1c 
satisfeita, o que ocorre se 


£ • dl = 0 


ou 

(£» + £ r )x=o • (dyj + dz\t) = 0 

Substituindo os campos dados pelas equa<joes 26.4 e 26.5, temos 

(£ 0j e- ia V fc2Sen(?i j + E 0r e~ iut e ikzsen di j) • (.dy j + dz k) = 0 


OU 

(£ 0i + £o r )e- iu,t e ikzsendi dy = 0 

que deve ser valida para qualquer tempo e qualquer o que implica que 
temos 


£ 


o 


£0v 


(26.6) 


e a expressao 26.5 fica 


£ 


£ ^ 


— iu)t zfc(x cos Qi +z sen 9i) 


J 


(26.7) 


Assim, o campo eletrico total na regiao entre os condutores e dado por 


£ — £; + £ 


ou, usando 26.4 e 26.7, 


—ibjt ik(—x cos 6{ +z sen 0i ) 


£ _ x’cus sen j _ £q.c' - v -‘ '- —t/j 


iut cos 6i -\~z sen di) 


£ 




ikz sen 0i 


fgikx cos 6{ 



—ikx cos 6{ 



que se torna 
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Lembrando que 


sen a = 



podemos escrever 


£ = —2z£o i e lut sen(kx cosdi)e lkzsen6i j 
ou 

£ = —2z£o i sen (kx cosdi)e^ kzsen0i ~ ut ^ j (26.8) 

Agora, devemos verificar a condigao de contorno 26.1c no piano inferior, em 
x = d, ou seja, 



A A 

d ) • (dy j + dz k) 



ou 


—2i£o^ sen(kd cos0i)e l ^ kzsendi • (dy j + dz k) = 0 
o que result a em 


sen(kd cos 6 i)dy = 0 


fornecendo a condigao 


kdCQsOi = 717T 



onde n e um numero natural, o que indica que, se fixarmos a distancia d 
entre os condutores e o angulo de incidencia 6^, existe um conjunto discreto de 
comprimentos de onda que sao possiveis dentro da regiao entre os condutores. 
Apenas ondas com comprimento de onda X n dados por 


27r 


A 


d cos 04 = n7r 


n 


ou seja, comprimentos de onda descritos por 


A 


n 


2 


n 


d cos 0i 


(26.10) 
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correspondendo as freqiiencias angulares 



rare 
d cos 


(26.11) 


podem se propagar pela guia de ondas formada pelos pianos condutores. Ou- 
tros valores de A estao associados com ondas que nao satisfazem as con- 
digdes de contorno, sendo proibidas de existirem na regiao. Vamos definir 
dois mimeros de onda (com os respectivos comprimentos de onda) que estao 
associados ao sistema considerado. O primeiro, chamado de numero de onda 
da guia de ondas, e dado por 


k g = k sen 8{ 

com o respectivo comprimento de onda da guia de ondas dado por 


(26.12) 



(26.13) 


O segundo numero de onda import ante e o numero de onda de corte 


k c = k cos 6i (26.14) 

que corresponde ao comprimento de onda de corte 

Ac = ——r- = — (26.15) 

cos di n 

onde usamos a equagao 26.10 para escrever A em termos de n, d e di. Vamos 
inverter as equagoes 26.13 e 26.15, eleva-las ao quadrado e soma-las, isto e, 

1 1 sen#? cos#, 2 

Af + A| = + 

ou 

1 _ 1 1 

A| + A? 

Em termos dos mimeros de onda, temos, multiplicado a expressao 26.16 por 

(2ir) 2 , 


(26.16) 




2 

c 


(26.17) 
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Podemos reescrever a expressao 26.17 na forma 


ou 


h 2 - h 2 _ h 2 

fig R l\> c 


A 2 


(2tt) 


A? 


ou ainda, 


2t r 


A 2 


A2 


(26.18) 


Alem disso, o campo eletrico 26.8 pode ser reescrito mediante as equagdes 26.9 
e 26.12, como 


ou 


2i£ 0i sen(^)e i{k ° z - wt) 


(26.19) 


~ ~ / TL7T CC \ »ju - 

2i£q i sen( —— )e e 


ikgz -iujt 'J 

^ J 


(26.20) 


Assim, vemos que, se k g for real, o que ocorre, pela expressao 26.18, quando 
A < A c , o campo eletrico e descrito por uma equagao oscilante, propagando-se 
na regiao da guia de ondas realmente como uma onda. Por outro lado, se 
A > A c , k g se torna puramente imaginario e o termo e lkaZ na equagao 26.20 
se converte numa exponencial real decrescente, indicando que o campo sera 
amortecido na diregao de propagagao z> e a onda se extinguira apos deslocar- 
se em z por uma distancia caracteristica dada por t^-j . Essa onda, chamada 

de onda evanescente, tern um comportamento similar aquele estudado na se- 
gao 23.2.3, onde vimos a reflexao interna total. Sendo assim, o comprimento 
de onda de corte A c estabelece um limite para o valor de A a partir do qual 
nao ocorre mais propagagao de ondas, e e esta a razao para o seu nome. Note 
que isso significa que apenas freqiiencias angulares maiores que co c podem se 
propagar, o que faz com que a guia de ondas seja o que chamamos de um 
filtro passa-alta. Da expressao 26.15, temos, para co Cj 


2i r 


U7TC 


u>, 


(26.21) 
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e, para a freqiiencia de corte i/ c , 


uj c nc 
v (: — — = —: 

2?r 2d 

Assim, se n = 2, por exemplo, temos, por 26.15, 



(26.22) 


e tambem, por 26.21, 



Como as possiveis frequencias angulares sao dadas pela equagao 26.11, 



m 7T c 

d cos 6i 


sendo que usamos o indice m para nao haver confusoes com o mdice n, apenas 
ondas com frequencias angulares tais que 


tO<m 


ou seja, com valores de m dados por 


ou entao, por 


rriTic 
d cos 8i 




m > 2 cos 8{ 

poderao se propagar pela guia de ondas. Quaisquer outras frequencias serao 
impedidas de existir, ou porque nao satisfazem as condigoes de contorno ou 
porque geram ondas evanescentes. 

Duas outras grandezas relevantes devem ser determinadas. Sao elas a 
velocidade de fase e a velocidade de grupo, dadas, respectivamente, pelas 
equagoes 22.125, 
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e 22.126, 



d'jj 

Ik 


Observando a equagao 26.19, vemos que a velocidade de fase para propagagao 
ao longo da diregao z fica 



ou, utilizando a equagao 26.12, 



U) 

k sen 6i 


que fica, como u> — ck : 



(26.23) 


Com relagao a velocidade de grupo, vamos considerar a equagao 26.17, que 
pode ser escrita como 



(26.24) 


ou 


OJ 

c 



e entao, 




(26.25) 


Agora, calculamos 



ou, usando 26.24, 
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que pode ser simplificada se considerarmos 26.12, de modo que 

v g — c sen Oi (26.26) 


Note que 


v f v 9 


c 

sen 9i 


c sen 6i 



(26.27) 


que e uma relagao valida em geral para guias de onda. Alem disso, a velocidade 
de fase dada por 26.23 e sempre maior ou no maximo igual a c, enquanto a 
velocidade de grupo dada por 26.26 e sempre menor ou igual a c. Isso nao 
causa problemas, ja que a informagao, e a energia, sao transferidas com a 
velocidade de grupo, e nao com a de fase, conforme ja discutimos na se¬ 
gao 22.5. Outra questao a ressaltar e que, em geral, havera sempre alguma 
restrigao com relagao as possiveis freqiiencias que serao permitidas para as 
ondas eletromagneticas que se propagam numa guia de ondas, e as restrigoes 
dependem da geometria da guia. Vamos passar agora ao estudo de guias de 
ondas formadas por um condutor oco em forma de tubo de segao tranversal 
const ante. 


26.2 Guias de Ondas Formadas por um Condutor 

Oco em Forma de Tubo 

Vamos considerar agora o que ocorre quando temos uma guia de ondas 
formada por uma superficie condutora oca na forma de um tubo de segao 
transversal de formato qualquer mas constante ao longo da guia, como mostra 
a figura 26.4. Tais guias sao usadas em aplicagbes tecnologicas envoivendo 
freqiiencias da ordem de microondas, na faixa de v = 3 GHz a v = 100 
GHz, ou, em termos de comprimentos de onda, na faixa de A = 0,1 m ate 
A = 3 mm. Um exemplo pratico de aplicagao consiste em guiar as microondas 
produzidas no forno de microondas do gerador de freqiiencias ate o “prato” 
do forno, onde fica a comida a ser cozida. 

0 eixo do condutor, suposto perfeito, esta na diregao z, e ele e preen- 
chido por um material dieletrico caracterizado por constantes (e, fj), Consi- 
derando que a dependencia temporal dos campos seja dada por uma forma 
harmonica do tipo e _ZCJt , as equagbes de Maxwell dadas em 22.34 tornam-se, 
ja fazendo as devidas extensoes complexas, 
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Figura 26.4: Guia de onda oca formada por um condutor em 

forma de tubo de segao transversal arbitraria mas 
const ante. 
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V-£ = 

- 0 

(26.28a) 

V-B = 

= 0 

(26.28b) 

V x £ = 

= ioj'B 

(26.28c) 

V xB = 

>4 

= —iu^ieL 

(26.28d) 


Como fazemos sempre, vamos considerar o rotacional da equagao 26.28c, para 
obter 


V x V x £ = iluV x B 

ou, usando a equagao 26.28d e a identidade 1.58c, obtemos 

o 

V(V • £) - V 2 £ = U 2 fie£ 

e, finalmente, obtemos uma equagao de Helmholtz para £, 

V 2 £+u;V£ = 0 (26.29) 

Considerando agora o rotacional da expressao 26.28d, temos 

■*+ 

. -'M- 

*W 


VxVxB 


iujfj£^7 X £ 


Reescrevemos esta expressao usando as cquagoes 26.28c e 1.58c, de modo que 



V(V • B) - V 2 £ = ^V® 
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ou 


V 2 B + u > 2 /xeB = 0 


(26.30) 


que e uma outra equagao de Helmholtz, agora para B. Supondo que as ondas 
se propaguem na diregao vamos considerar que as solugoes sejam dadas por 
combinagoes lineares apropriadas das fungSes 


£(x,y, z, t ) = £( x, y)e 


dzikz—iujt 


(26.31) 


‘B(x,y,z,t) = %{x,y)e 


J zikz—icjt 


(26.32) 


onde k — |£;| e um numero de onda ainda indeterminado, podendo ser real ou 
complexo. Vamos definir o operador Laplaciano transverso por meio de 


V 2 - V? + 


d 2 

dz 2 


de modo que, explicitamente, em coordenadas retangulares, 


v t 2 


d 2 d 2 

+ 


dx 2 dy 2 


Assim, a equacao 26.29 pode ser escrita como 


v t 2 


Q2 -I 

"I" « 0 £ + U ) 2 = 0 

OZ z J 


ou, utilizando a forma explicita 26.31, 


V 2 + 


dz 2 i 


l(x,y)e 


±ikz—iujt 


+ o; 2 /ie£(:r, y)e 


dzikz—iivt 


que fica, efetuando as devidas simplificacoes, 


0 


(26.33) 


(26.34) 


[V 


k 2 + ui 2 ye 1 £ = 0 


(26.35) 


A substituigao das expressoes 26.31 e 26.34 em 26.30 resulta em 


[V 2 — k 2 + ou 2 fie] 33 = 0 


(26.36) 
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Vamos decompor os campos numa componente transversal e numa compo¬ 
nent e na diregao z, mediante 


£ — £t + 
® 


onde 





Podemos tambem escrever, de uma forma concisa. 

/ i 


£[ = (kx£)xk 
= (kxS) xk 


(26.37a) 

(26.37b) 


(26.38a) 

(26.38b) 


(26.39a) 

(26.39b) 


(26.40a) 

(26.40b) 


ja que, calculando 


k x £ = k x (£ a . i + E y j + E z ) 


temos 


e assim, 


ou 


kx£ = E x j 



l 


(k x £) x k = (£ x j — E y i) xk 


(k x £) x k = E x i + E y j 


e, finalmente, 
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(k x £) x k = £j 

demonstrando a expressao 26.40a. A expressao 26.40b segue a mesma ideia. 
Vamos definir tambem o operador nabla transverso, por intermedio de 


- d 

V t = V - k 


dz 


ou, explicitamente, em coordenadas retangulares, 


(26.41) 


V t 


~ d t d 
i-(- i — 

dx J dy 


(26.42) 


Com as definicoes 26.37-26.40, os campos dados por 26.31 e 26.32 tornam-se 


E(x, y, z, t ) = & t (x, y, z, t) + E z (x, y, z, t ) = [£. t (x, y) + £ z (x, y)]e 


ih 


(26.43) 



S(x, y, z, t ) = St(x, y, z, t ) + 3 z (x, y, z, t ) = y) + S z (x, y)\e ±lkz lult 

(26.44) 

Com o uso das equagoes 26.37-26.44, as equagoes de Maxwell 26.28 podem 
ser reescritas de uma forma mais interessante. Comegando com 26.28a, temos 

v-e = 0 


ou 


que fica 


ou 





Vf • E t (x,y,z,t) = 


d£. z (x, y, z, t) 

dz 


(26.45) 


sendo que, explicitamente, temos, ja efetuando as derivagoes e simplificagoes, 
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6 £^) + K&vL _ y) 

A equagao de Maxwell 26.28b fica 

V * S = 0 


(26.46) 


ou 




que se torna 


e entao, 



v t • % t (x,y,z, t) = 


d'B z {x,y 1 z, t ) 

dz 


ou, explicitamente, 


(26.47) 


d%x(x,y) , &B y (x,y) ^ 

-a- V -%-= ^ik‘B z {x, y) 

ox oy 

O proximo passo consiste em manipular a equagao 26.28c, que e 


(26.48) 


V X £ — iuT> 


e que fica 


ou 



Vt x + Vf x + k x 





(26.49) 


Considere inicialmente que tomamos o produto escalar de k com a equa¬ 
gao 26.49. Com isso, obtemos 
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k . (V t x E t ) + k • (V t x E z ) + k • 



= iuj k • + ic^k • B^ 


Agora, devemos lembrar que o produto vetorial de dois vetores e perpendicular 
aos dois vetores e que o produto escalar de dois vetores ortogonais e nulo. 
Entao, com V t sendo dado por 26.42, temos que o segundo e o terceiro termos 
do lado esquerdo e o primeiro termo do lado direito da equagao acima sao 

nulos, restando apenas 


k • [Vt x £ t (x, y, z, t)] = iu*B z (x , y, z> t) 


(26.50) 


Explicitando, temos 


k • 


■-A + -A1 

}dx ^dy - 


x (£ x i + £ y j)e 


±ikz—iut 


icj'B z (x, y)e 


±.ikz—iwt 


ou 


k 


d£. y (x,y) d£ x (x,y) 


dx 


dy 


k 


±ikz—iwt 


iu;‘B z (x, y)e 


±.ikz—iu>t 


(26.51) 


ou ainda, 

_ SUx,y) =iu! ^ (x<y) 

dx dy 

Considere agora o produto vetorial de k com a equagao 26.49, 


(26.52) 



= iuk x B^ + yjJ k x B^ 


O ultimo termo se anula e, como o termo entre colchetes na expressao 26.51 
corresponde ao termo entre parenteses que aparece no primeiro termo, vemos 
que ele tambem se anula, pois e o produto vetorial de dois vetores paralelos. 

Entao, ficamos com 


k x (V t x l z ) + k x 


kx 




(26.53) 


que pode ser reescrita se fizermos algumas manipulagSes. Para a primeira, 
calculamos 
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k X (Vt X £ z ) = kx 




Sz k 


ou 


k X (V t x £ z ) = k x 


?d£ z t d£ z 

+1 


ox 


dy 


que fica 


e, por fim, 



k x (V t x £ z ) = V t £ z (x, y, z, t) 


(26.54) 


A outra manipulagao consiste em reescrever o segundo termo em 26.53 usando 
a identidade 1.19a, de modo que 


ou 





k x 


kx 


d£ t _ l 
dz . 


d£ 


t 


dz 


Assim, usando as equagoes 26.54 e 26.55 em 26.53, obtemos 

d£t(x, y, z, t) ~ =* . 

Vt£ z (x, y, z, t) -—-= toik X Bf(x, y, z, t ) 


Explicitando os termos, temos 


(26.55) 


(26.56) 





OU 
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dE z (x,y ) 

dx 


■F ikExix, y) 


i + 


dE z (x, y) 
dy 


■F ik£ y (x, y'j 


J 


A A 

iu>‘B y (x,y)i + ioj'B x (x,y)j 


de onde achamos 


dE z (x,y) 

dx 


T ik£ x (x, y ) 


itvT> y (x,y ) 


(26.57) 


dE z {x,y) 

dy 


q= ikE y (x, y) = iu'B x (x, y) 


Por fim, a ultima equacao de Maxwell, dada em 26.28d, 


(26.58) 


VxB 


iuyeE 


torna-se 


V t + k 


d. 


dzJ 


x (St + “B z ) 


iujye(Et + E z ) 


ou 


Vf x St + Vf x S_j + k x 


as 


t 


dz 


iujfieE 




(26.59) 


Primeiro, efetuamos o produto escalar com k, ou seja, 


k * (Vt x 23 t) + k • (Vf x 23^) + k 


k x 


<92fi 


dz . 


A, "t A 

iujjie k * £f — icofiek • £ 


Novamente, o segundo e o terceiro termos do lado esquerdo sao nulos, assim 
como o primeiro do lado direito, restando 


k • [Vt x S t (x, y, z, t)] = -iu)yeE z (x, y , z, t ) 


(26.60) 


ou, de forma explicita, 


k • 


c d ~d_ 

L dx ^ dyi 


x (S x i + S„ j)e 


dtikz—iujt 


iujjjitE z {x^ y)e 


-kikz—iust 
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ou ainda, 


k 


±ikz—iujt 


rdB 


y 


l dx 


dB x i 
dy . 


k 


iu>/j,e£ z (x, y)e 


d zikz—iut 


que fica 


d¥>y{x,y) dB x (x,y) 


dx 


dy 


iu/j,e£. z (x, y) 


(26.61) 


A 

Fagamos agora o produto vetorial entre k e 26.59, 


kx(V t xS t ) + kx (V t xS z ) + kx 


k x 


dz - 


a a 

iuj^ie k X Et — iojjiek. x £ 


Agora, o que se anula e o primeiro termo do lado esquerdo e o segundo do 
lado direito, de modo que 


k x (Vt x % z ) + k x 


k x 


L 


&B t - 

dz . 


iurnek x£ t 


(26.62) 


Podemos reescrever esta expressao numa forma mais interessante. Para isso, 
considere o primeiro termo do lado esquerdo, isto e, 


k x (V t x B z ) = kx 


■id id' 
. dx +^dy. 


B 2 k 


ou 


k x (V t x £ 2 ) = k x 


id'Bz id^Bz 
■J~rr- + 1 


dx 


dy 


que se torna 


~ ~ <923 r 

kx(V t x£ 2 z 


dx 


dy 


OU 


k x (V t x % z ) = V t B*(x, y, z, t) 


(26.63) 
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Vamos considerar agora o segundo termo do lado esquerdo de 26.62, usando 
a identidade 1.19a, de modo que 


o 



k X 


k x 


dz J 


dz 


(k ' k) -a7 


ou 


k x 


k x 


d$ t 

dz J 


d% 

dz 


Assim, usando as equagoes 26.63 e 26.64 em 26.62, obtemos 


Vt£> z {x,y, z, t) 


d%t{x,y, z,t) 


dz 


iuj[xe k x E t (x, y, z, t ) 


Explicitando os termos, temos 


(26.64) 


(26.65) 


± ikz— 


icjt y) \ , „±ikz—iujt 

1 T" c “ J 


dx 


dy 

T ik[H x (x, y) i + "By(x, y) j]e 


dz ikz—iujt 


iu>jj,ek x I E x (x, y) i + E y (x, y) kj e 


±ikz—iujt 


OU 


\ &B z (x, y) 
dx 


“F ik'Sxfai y) 


i + 


d’B z (x,y) 

dy 


T ik'By^x, y) 


J 


A A 

iu>y,e'By(x, y) i - iu}/j,e'B x (x, y) j 


de onde achamos 


d'Bzfay) 

dx 


T ik*B x (x, y) = iujfj l eE y (x, y) 


(26.66) 


d’Bzjx^y) 

dy 


■F ik'B y (x, y) 


icofieE x (x, y) 


(26.67) 


Vamos agora reescrever a equagao 26.57 na forma 
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^> y (x,y) 


CO 


d£ z {x,y) 

dx 


■F ik£ x (x, y) 


(26.68) 


e vamos substituir a equaqao 26.68 na expressao 26.67, ou seja, 


dT> z (x,y ) i i 

— * Tik 

dy i u> 


d£ z (x,y) 

dx 


F ik£ x (x, y) 


iu>y,e£ x (x,y ) 


de modo que temos 


ou 


d‘B z (x,y) kd£ z (x,y) ik 2 c A 

o o y) 

oy co ox co 


iu)jj,e£ x (x, y) 


ik 2 . d% z (x,y) kd£ z (x,y) 

— t x (x, y) - iluij,€£ x {x, y) = - - -±--- 

co oy co ox 


que fica 


1 2 . .2 


(tf - utriU*. v) = ± - 

co oy co ox 


ou entao, 


£x{x,y) 


ICO 


co z fie 


k 2 


d*B z (x,y) k d£ z (x,y) 


dy 


co 


dx 


Vamos agora reescrever a equagao 26.58, isto e, 


ftxfay) 


CO L 


dt z {x,y) 

dy 


T ikt y {x,y) 


Vamos utilizar a equagao 26.70 era 26.66, que fica 


&B g {x,y) 

dx 


=F ik 


CO L 


d£ z (x, y) 
dy 


F ik£ y (x, y) 


(26.69) 


(26.70) 


iu}/j.e£ y (x , y) 


OU 


dfo z {x,y) _ k d£ z {x,y) ,ik 2 . 

-a-F- q-H- c y (x, y) - tu>/j,e£ y (x, y) 

ox co oy co 


que pode ser escrito como 
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ik 2 

iujfieE y (x, y) - E y (x, y) = 

UJ 


d% z (x,y) k dE z (x,y) 

dx uj dy 


ou 


UJ 


(u> 2 fj,e - k 2 )E y {x,y) 


d r B z (x,y) _ k dE z (x, y) 


dx 


=F 


UJ 


dy 


e assim, 


u y (x, y) 


IUJ 


L0 2 U,€ 


k 2 


d"B z (x, y) k dE z (x,y) 

dx u> dy 


(26.71) 


Agora, utilizamos a expressao 26.69 em 26.68, e achamos 




i [ dE z (x,y ) 


UJ 


dx 


=F ik 


UJ 


uj 2 jie — k 2 


d'B z (x,y) ± k dE z (x,y ) 
dy uj dx 


ou 


,(x,y) 


i f dE z (x,y ) 


UJ 


dx 


± 


o; 2 /ie 


kuj d'B z (x,y) k 2 d£ z (x,y) 


k 2 


dy 


uj 2 jie 


k 2 


dx 


ou ainda, 


i f uj 2 (it — fc 2 + k 2 d£ z (x , y) 




UJ 


UJ 2 /J,€ 


k 2 


dx 


i 


kuj 


uj z \ie 


k 2 


d'Bzjx^y) 

dy 


e, finalmente, 


iuj 


V ) 2 Z-2 

y o^/ie — k z 


dE z (x,y ) fc d'Bzix.y) 

/ie-z-± 




(j 


dy 


(26.72) 


Por ultimo, vamos utilizar a expressao 26.71 na equaQao 26.70, encontrando 


^x(x,y) 


i J dE z (x,y ) 


CJ 




=F ik 


iuj 


uj 2 \xe 


k 2 


d’&zix^y) k dE z (x, y) 

dx uj dy 


ou 


£x(z, y) 


i \dE z (x,y) kuj d'b^x, y) 

- - =F —~^-r 

uj i dy 


k 


uj 2 ye 


k 2 


dx 


UJ 2 fJLC 


k 2 


9E z (x,y ) 
dy 
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que fica 


^x{x,y) 


t i fc 2 + uj 2 i ue — k 2 d£ z (x, y ) ku> d“B z (x, y) 


U) 


cj 2 fie 


k 2 


dy 


u) 2 iie — k 2 dx 


e, finalmente, 




no 


<jJ z fl€ 


k 2 


lie 


dE z (x,y) _ k d®*(x,y) 


dy 


=F 


U) 


dx 


(26.73) 


O conjunto de equagoes formado pelas equagoes 26.69 e 26.71-26.73 pode ser 
condensado nas expressoes 


£ 

B 


t 

t 


iu> 

uj 2 lie — 

iuj 

to 2 /ie — 



±-V t £* 

(J 



, k _ _ 
=fc— 

U) 


- k x WtB z 

— fie k x V t £ z 


(26.74a) 

(26.74b) 


Esse conjunto de equagoes mostra que, se conhecermos as componentes longi- 
tudinais t z e® 2 , os campos transversals £$ e serao imediatamente obtidos 
por meio das equagoes acima. Uma outra conseqiiencia interessante pode ser 
extraida dessas equagoes. Vamos considerar que fosse possivel a existencia 
no interior da guia de ondas de um modo de propagagao em que ambos os 
campos eletromagneticos fossem tranversais a diregao de propagagao, que e a 

■ ■ 4 —^ 

diregao z, Assim, tanto E z como se anulam. Essa orientagao dos campos 
e conhecida como modo eletromagnetico transversal , ou modo EMT, para a 
propagagao de ondas. Neste caso, chamando o campo eletrico transversal de 
t t — £emt e o campo magnetico transversal de S* = ®emt> vemos que eles 
estao sujeitos as seguintes equagoes: da expressao 26.45, temos 


V* * £emt(z> y ? z, t) = 0 (26.75) 

que fica, utilizando 26.31 e efetuando as simplificagoes, 

V t -£ E MT(®,y) = 0 (26.76) 

Da expressao 26.47, obtemos 

Vt • ®emt(^ 5 y, z,t) = 0 (26.77) 


ou, empregando 26.32, 
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V* • BemtOe, y) = 0 (26.78) 

Alem disso, a equagao 26.50 informa que 

k • [V t x £emt(z, y, z, *)] = 0 
o que resulta em, ja utilizando 26.31, 

V t x £emt(^j y) = 0 (26.79) 

e, por fim, a expressao 26.60 estabelece que 

k • [V t x ®emt(^j 2/, z, it)] = 0 

ou, de 26.32, 

V t x Bemt(z> y) = 0 (26.80) 

/ 

E interessante notar que, das expressoes 26.76 e 26.79, vemos que o campo 
eletrico £emt e derivavel de um potencial, de forma similar ao que ocorre 
num problema eletrostatico. Podemos escrever, entao, 

£emt = -VMx,y) (26.81) 

de modo que $ satisfaz a uma equagao de Laplace, ou seja, 

V t 2 $ = 0 

Agora, como a superficie de um condutor e uma superficie equipotencial, 
temos que o potencial eletrico no interior da guia e constante, o que faz com 
que 

£emt = 0 (26.82) 

* 

Alem disso, utilizando a equagao 26.65, temos 

<9^emt (x,y, z, t ) _ 

dz 

a qual, se considerarmos a forma explicita 26.32, resulta em 
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®EMT = 0 (26.83) 

Portanto, nao ha campo eletrico e magnetico, de modo que nao existe onda 
eletromagnetica. Assim, mostramos que modos EMT nao podem se propa- 
gar atraves de uma guia de ondas formada por um unico condutor oco 1 . Os 
modos possfveis sao associados a situagao em que um dos campos pode ser 
transversal, tendo o outro alguma componente na diregao de propagagao (ou 
longitudinal, representada pela diregao z), mas ambos nao podem ser trans¬ 
versals simultaneamente. Os campos devem ainda satisfazer as condigoes de 
contorno 26.1, validas para uma interface entre um condutor perfeito e um 
meio qualquer. Em particular, as equagoes relevantes sao as dadas por 26.1b 

e 26.1c, sendo que esta ultima tambem pode ser escrita como 

* 

n x l = 0 (26.84) 

lembrando que n, como e um versor normal a superffcie condutor a, e um 
versor no piano xy, pois o eixo da guia esta paralelo ao eixo z. Alem disso, 
a equagao deve ser aplicada a pontos na superffcie S do condutor. A outra 
condigao de contorno, dada por 26.1b, e 

h • B = 0 (26.85) 

A equagao 26.84 pode ser reescrita mediante a decomposigao dada em 26.37, 
ou seja, 


n x (£t + E z ) — 0 


ou 


n x Et + ft x E z = 0 

Agora, temos que,-sendo h um versor no piano xy e, portanto, ortogonal a 
diregao z, e estando tambem nesse piano, o resultado do produto vetorial 
no primeiro termo do lado esquerdo e um vetor na diregao z. Por outro lado, 

—+ a 

sendo E z — E z k, o produto vetorial do segundo membro do lado esquerdo e 


1 Tais modos podem ocorrer se houver dois condutores, como ocorre num cabo coaxial, 
por exemplo. 
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um vetor no piano xy. Cada termo do lado esquerdo da equagao deve, separa- 
damente, ser nulo, para que a equagao vetorial se anule em cada componente. 
No caso especffico de £ 2 , temos 


n x £ 


J s 


[M]s 


|£ 


7r 

sen — 
5 2 


o que implica na condigao 


[£ 


S 


0 


(26.86) 


onde [E z ] q e a componente £ z na superficie S do condutor. A outra condigao 
diz que 


n x £ t 



(26.87) 


A outra condigao, dada por 26.85, estabelece que, na superficie do condutor, 


n.(S t + B z )= 0 ‘ 


ou 


n • + n * = 0 

Sendo T$ z ortogonal a n, achamos 

ft * 

Agora, considere o produto escalar de h com a equagao 26,65, aplicada a 
superficie S do condutor, isto e, 


0 


s 


(26.88) 


n 




(x,y, z, £)] j 


s 


n 


d&tjx, y, z , t) 
dz 

— - 


J s 


[kx£ t (x,y,z,t)]\ 


s 


(26.89) 


Considerando agora a parte transversal da equagao 26.32, temos 


■ B t (x,y,z,t) = 1h{x,y)e 


±ikz—iujt 


de mo do que 
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= ±ik'b t {x, y)e ±lkz wt = ±ik‘B t {x, y, z, t ) 


Assim, podemos reescrever a expressao 26.89 como 


\n • y, z, t)] s ± ik 

— iuiye\n • k X £t(x, y, z, 

Em seguida, usando 26.88, trocando a ordem em que o produto misto e feito 
e usando 26.87, temos 



n • VtB z (x , y, z, t)] s = 0 (26.90) 

Podemos entao dividir as ondas que se propagam na guia de ondas em dois 
tipos, de acordo com as condigoes seguidas pelos campos. No primeiro caso, o 
campo eletrico nao tern componente na diregao de propagagao, sendo portanto 
transversal, mas o campo magnetico possui componente z. Este modo e o 
modo eletrico transversal, ou modo ET, e ele segue as condigoes 



(em todo o espago) 


(26.91a) 

(26.91b) 

(26.91c) 


Note que 26.86 e automaticamente satisfeita por 26.91a. As ondas que se 
propagam no modo ET sao tambem chamadas de ondas magneticas (ou ondas 
H). No caso do modo ET, as expressoes 26.74 transformam-se em 


£i,ET = 

IU) 

uj 2 fj,e — 

^ 2 k X VfS^ET 

(26.92a) 

St, ET = 

ik 

— —u. 

LJ Z /16 — 

fc2 Vt3 Zl ET 

(26.92b) 


Vamos definir 



(26.93) 




(26.94) 
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de modo que as equagoes 26.92 tornam-se 


£ 


k 


£,ET 


0 


B 


t, ET 


yJjUkl 

±4v*b 


k X ET 


1.2 

tz c 


£^z,ET 


Vamos calcular agora, usando 26.95b, 


ik 


Vf • ET = ±7o'Vt * VtB^ET 


t. 2 


Usando a equagao 26.47, obtemos 


#B*,etOe, y, z, t) ,ik 2 

±— Vf^z.ET 


dz 


3U2 


Agora, considerando a componente 2 da expressao 26.44, temos 


‘B z {x,y,z, t) = ‘B z (x,y)e 


±ikz—iu)t 


de modo que 


(26.95a) 


(26.95b) 


(26.96) 


(26.97) 


d‘B z (x, y, z, t) 

dz 


±.ik < b z {x ) y)e 


±.ikz—iu)t 


Entao, a equagao 26.96 fica 


(±)ik‘B Z ' KT (x,y)e 


dzikz—iujt 


± 


ik 

~p2 

™c 


±ikz~iLotT-?2 


V t S^ iET (a;, y) 


ou 


Vf “Bz.et + ^c®2,et = 0 (26.98) 

que e uma equagao de Helmholtz para ‘B 2 ,et(^ , 5 y) e que determina essa com¬ 
ponente juntamente com a condigao de contorno 26.91c. Vamos agora calcular, 
usando a equagao 26.92a, o produto vetorial 



k x V(!B 2 et 


Usando a identidade 1.19a, temos 
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0 


k x £<, et = 




)k — (k • k)Vt!B 2 ,ET 


ou 


k * £, ' et = u-v - * V,S, ' ET 

Multiplicando esta expressao pelo fator ±^, temos 

k x - ± ^^ v ‘ b - et 
e, se compararmos com a expressao 26.92b, veremos que 

et = i — k x £( et (26.99) 

’ u 

Assim, a expressao 26.98 fornece o modo de obter ® 2 ,et (x>y)> ° 9 ua li P or 

sua vez, determina r BtjL r v{ x -> y) e ^j.etC^) y) mediante as expressoes 26.92, 
ou 26.95, ou ainda, por meio de 26.99. Alem disso, a equa$ao 26.99 indica 
que os campos £t,ET 6 Bt ,et sao ortogonais entre si e tambem a direqao de 

propagagao. Lembre que o que caracteriza o modo ET e o fato de £ 2 = 0, 
ou seja, nao ha componente do campo eletrico na diregax) de propagagao, 
mas ha componente de campo magnetico nessa diregao, dada justamente por 
% z , Vejamos agora o outro modo possivel para a propagagao de ondas, que 
consiste em se ter o campo magnetico transversal, sem componente na diregao 
de propagagao, enquanto o campo eletrico possui uma componente na diregao 
2 . Este caso e chamado de modo magnetico transversal, ou modo MT, e as 
ondas que se propagam nesse modo sao chamadas de ondas eletricas, ou ondas 
E. As condigoes a que esse modo esta sujeito sao 





2,mtJ s 



(em todo o espago) 


(26.100a) 

(26.100b) 

(26.100c) 


Neste caso, a condigao 26.90 e automaticamente satisfeita por 26.100a, e as 
equagoes 26.74 tornam-se 
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r 

£ 


t,MT 




U2 

fv c 


t^z, MT 


St.MT 


iy/jle 


ko 

U2 

rL c 


k x V t £ 2 mt 


(26.101a) 

(26.101b) 


ou seja, sabendo-se £ Z; mTi os outros campos sao obtidos de forma imediata, 
por meio de 26.101. Vamos considerar agora o divergente transverso da ex- 
pressao 26.101a, isto e, 


V/ • £ 


t • Of mt 


7 Jc 

±ttV* • V,£ 


l>2 

A/ c 


t^z, MT 


Utilizando a expressao 26.45, podemos escrever a equagao acima como 


d£*,MT (x,y t z,t) ik 2 

- Tz - = ± fc? v ‘^ MT 


(26.102) 


Agora, considerando a componente z de 26.43, temos 


£ 2 (z, y, z, t) = i z (x,y)e 


±ikz~iut 


(26.103) 


de modo que 


^ Z ,MT (x,y,Z, t ) 

dz 


d zik£ z (x, y)e 


dczikz—icjt 


Portanto, a equagao 26.102 torna-se 


(±)ik£ Zt MT{x,y)e 


±ikz—zujt 


ik 

±V2 e 

^C 


±ikz—iu}txn 2 




OU 



(26.104) 


que e a equagao de Helmholtz que define 2/)? devendo ser com- 

plementada com a condigao de contorno 26.100c. Vamos agora relacionar 
£t,MT e ®£ } mt> calculando, inicialmente, o produto vetorial de k com a equa¬ 
gao 26.101b, ou seja, 


k x mt 


iy/Jte T^kx 


ju2 

K c 


k x V t £.MT 



760 


26. RADIAQAO, III: GUI AS DE ON DAS ELETROMAGNETICAS 


Usando a identidade 1.19a, achamos 


k x Bt,MT - 




(k • k) v t e 


2,MT 


ou 


k x ® t) MT = 73 z, MT 

I\>C 


Multiplicando esta expressao por ±£ = obtemos 


k 


k - . i/c __ 0 

±-k X B t) MT = ±To 

LO 


t.2 

f£ c 


e, se compararmos esta expressao com a equagao 26.101a, veremos que a 
relagao entre £t,MT e ®t,MT 6 dada por 


£ 


t.MT 


±—k x mt 
u 


(26.105) 


E importante notar que as equagoes que definem os campos nos modos 
ET ou MT sao as expressoes 26.98, 


VjB 2) et + fcc®2 ,et — 0 


e 26.104, 


V^£ 2 ,mt + — 0 

as quais tem solugoes oscilantes apenas quando k c > 0, ou seja, recordando a 
equagao 26.94, 

k c = ^kl - k 2 (26.106) 

que pode ser escrita como 

k = y/k* - kl (26.107) 

vemos que, se k 0 > k c , k sera real, o que resultara em solugoes oscilantes, 
dadas por 26.31 e 26.32, 
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£(x,y,z,t) = E(x,y)e ±ikz ~ i “ t 
e 

'B(x,y,z,t) = 'B(x,y)e ±ikz - iwt 

tanto para os modos ET quanto para os modos MT. Por outro lado, se ko < &; c , 
entao k sera imaginario puro e as solugoes 26.31 e 26.32 serao amortecidas 
na diregao z, resultando em ondas evanescentes, como no caso estudado na 
segao 26.1. O numero de onda k c aparece, entao, como um numero de onda 
de corte, tendo uma freqiiencia angular de corte associada dada por 

(26.108) 



Com o uso de 26.93 e 26.108, podemos reescrever 26.107 como 



E interessante comentar que, de acordo com a segao 26.1, esperamos que as 
condigoes de contorno introduzam algum tipo de discretizagao nos possiveis 
valores de k (e de freqiiencia) que sao permitidos dentro da guia. Podemos ago¬ 
ra determinar as velocidades de fase e de grupo, mediante as expressoes 22.125 
e 22.126. Como as ondas sao descritas por fc, uj y temos, para a velocidade de 
fase, 



ou ainda, 



(26.110) 


Como to > oj c , a velocidade de fase e tal que 
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onde —p= e a velocidade da radiagao no meio dieletrico sem as restrigoes 

V ^ 

impostas pela guia de ondas. Portanto, a velocidade de fase da onda transmi- 
tida pode ser maior que a velocidade da luz no meio. Em particular, se houver 

vacuo na guia, teremos 



ou 


Vf > c 

Isto e, a velocidade de fase e maior que a velocidade da luz no vacuo. Isso 
tambem ocorreu no problema estudado na segao anterior, e nao deve ser es- 
quecido que a informagao se propaga com a velocidade de grupo, nao com 
a velocidade de fase. Vamos calcular agora a velocidade de grupo, por in- 
termedio de 



du 

dk 


Reescrevendo a expressao 26.109, temos 



ou 



(26.111) 


ou ainda, 




Entao, 
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ou 



12 k 

2 fie 





dtJ 

dk 





k 2 

fie 


Usando as equagoes 26.109 e 26.111, achamos 


ou 




(26.112) 


Como cj > u c , a velocidade de grupo e sempre menor do que a velocidade da 
radiagao num meio dieletrico infinito formado pelo mesmo material que esta 

no interior do condutor, ou seja, 


1 


Vg < 




Em particular, para o vacuo temos 


1 


v 


i/PO^O 



\ 2 


l-P) 

OJ 


< c 


Multiplicando as expressoes 26.110 e 26.112, achamos 


1 


1 


1 


VfVg 


(if r 



\ 2 


i-(-) 

U) 


ou 


VfVg 


1 

jie 


(26.113) 
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mostrando que a relagao acima e valida em geral para qualquer guia de ondas. 
0 lado direito e a velocidade da radiagao se nao houvesse o condutor formando 
a guia de ondas. O resultado 26.112 tambem pode ser obtido de uma forma 
mais interessante se determinarmos os valores medios da energia e tambem da 
potencia armazenadas na guia de ondas. Para iniciar os calculos, precisamos 
primeiramente da densidade volumetrica de energia eletromagnetica, dada 
pela expressao 22.51, ou seja, 

(Uel) = W*] 

que pode ser escrita como 

= \&\eE •£* + -$• & 

4 L n 

onde consideramos que os campos estao relacionados por meio de 

T> = d % = i& 



Podemos escrever ainda 


<Uel> 


1 


4 


5i £•£* + —B-B*' 

t j - 


e/t 


(26.114) 


Para os modos ET, os campos transversals sao dados por 26.95, 


£ 


t,ET 


i ho? „ _ 

k X Vt®*ET 




ET - dzj^Vt'B 

fc c 


z, ET 


lembrando que os campos na diregao z seguem as expressoes 26.91, 


£ 


z,ET 


0, 


(em todo o espago) 


“Bz ,et # 0 


[n • V t £*, E T 


s 


0 


£et — ET + £z,ET = ET 


Como 
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e 


temos 


Set = ®t,ET + ®z,et 


£ • £* + 


1 


eu 


S • S 


(£t,ET • £*,et) + 


1 


e/x 


(®i,ET + ®z,ET) * (®t,ET + 


z,ET 


) 


OU 


£ • £* + —S • S 

e\i 


£t,ET • £ * + 


1 


£,ET —®£,ET 


ejl 


<TJ * 

* ^ET 


X 

+ — s 


. S* 


t,ET • ^z ET 

eu, ’ e/x 


H-®z,ET ’ ®*,ET + 7“®z,ET 


eu 


(T) * 

&Z& T 


ou ainda, 


O p* | ^ m * _ ? Q * 

C • C H- JD • JD = Cf FT • c 


Cfjb 


t ,ET * W,ET 


1 - 

l ft? ft? * 

H--Df,ET * 


e/i 


t,ET 


1 - 

i I'D 'll* 

H--£>z,et • -d 


e/x 


z,ET 


que se torna, usando as equagoes 26.95, 


£ 


£* 


1 x 
+ —S 

e/x 


S 


/c 0 -~ 


JJIekl 


k x V t S 2>ET 


k 


o 


L v //Ze 


k x (VxS 2i et) 


+ 


i,( ± 


ik 
T .2 




£^>z,ET 


ik 


TT9(Vt®z,ET) 


U2 


+ 


1 


e/i 


|B», 


ET 


OU 


£ • £* + —S • S 


l fc 0 2 


/xe Ad 


(k x VjS 2 j et) • [k x (V ( S 2 ) e T )*] 


+ 


k 


e/x Ad 


(VxS 2 et) * (VxS Z) et)* + 


1 


eu 


I®*, 


ET 


(26.117) 


Agora, utilizamos a identidade 1.20 para reescrever o primeiro termo do lado 
direito. Temos entao, 


(k x V t S 2 et) • [k x (V t S 2 ,E T )1 


A A 


(k • k) [V t S z,et * (VxS 2i et)*] — [k • (VxS 2i et) ](VxS 2i et • k) 
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ou, levando em conta as orientacoes dos vetores, temos 


(k x Vt'Bz ,et) • [k x (V t 25 2 et)*] = V t B 2 et • (Vt® 2 et) 


(26.118) 


Aplicando a equagao 26.118 em 26.117, obtemos 


1 


1 k. 


£ • £* + —B • et • (VtS 2 et) 


tjX 


lie ki 


+ 


k 


efik* 


(Vt®2,ET) • (V*S 2 ) Et)* + 


1 


e/i 


I®*, 


ET 


OU 


£ • £* + 


1 


e/i 


S -S 


fcn + A; 2 _ _ x * 1 

-rj—Vt£ 2 ET • (Vt£ z et) H- 


l®z, 


ET 


(26.119) 


Com o uso de 26.119, a densidade volumetrica de energia fica 


(u e i) = 


e„ r^o + A: 2 






t-»*,ET ‘ 


(V t B 


2,ET 


)* + 


1 


CfJ, 


I 


ET 


OU 


<Uel) 


A; 2 + A; 2 


V t B z,ET • (V t B 2)ET )* + 


1 


4/i 




ET 


(26.120) 


A densidade de energia por unidade de comprimento da guia pode ser obtida 
integrando-se a expressao acima na area transversal da guia, ou seja, 


dU 

dz 


j> (u e l) dA 


ou 

dU 


dz 

ou ainda, 


dU 

+ k 

dz 

4 ixki 



. ["4da _V ' B> ' ET • (V, ®*' Bt) + Tn 


i®.. 


ET 


dA 


j> V 4 3 2; et • (VtB^Er)* dA + 


1 


4/^ 


£I®, 


ET 


dA (26.121) 


Para reescrever esta equagao, vamos precisar adaptar a primeira identidade 
de Green, equagao 1.61, 
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(Of 


J (tfV 2 $ + V$ • V'f) dV = j) • ndA 

para o caso bidimensional, de modo que temos 


s 


• V t ¥) dA 



• hdi 


(26.122) 


c 


Portanto, fazendo 


^ = ®z. ET 


® = ®:,et 


obtemos, por meio de 26.122, 


J (®z,etV 2 ©* et 4- V t ®* ET • VfB^ET) dA 



B* 


c 


z,ET 


(V t 3*. 


ET - 


n) d£ 


ou, reescrevendo alguns termos, 


s 


(VtB^Er)* • V t B 2iET GL4 


f ^*z,etet • n) d£ — f ® 2) et V 2 S* et dA 

C lj 5 


.Agora, usamos a equagao 26.98, 


V 2 B 2) et + k^Bz et = 0 


alem da condigao de contorno 26.91c, 


[n • V 4 !B 2>E t] 5 = 0 

para anular a integral de linha e reescrever a de superficie como 


s 


(V*!B 2 E t)* • V t 3 2iE TcL4 = k 


B 2 .et2;, et dA 


s 


ou 


s 


(Vt3 2 ,ET)* * VtB 2 , E TcL4 = k 


c / l®2,ET 

s 


dA 


(26.123) 


Voltando agora a equacao 26.121, achamos 
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ou 


dU __ kl + k 2 2 


|®2,ET 

a 


2 cL4 + 



f |®z,ET 
A 



dt/ 

dz 




z,ET 


dA + 



' |®2,ET 

a 



ou ainda, 


dU _ kl + fc 2 + k\ 

dz ^t^kl 



Usando a equagao 26.94, 


fc c = y / fc§Tfc2 

para substituir no numerador, encontramos, finalmente, 


dU 

dz 



' |®z,ET 
A 



(26.124) 


que e valida para os modos ET. O calculo para os modos MT e identico 
e e deixado como exercicio para o leitor (veja o exercicio 26.3). Precisamos 
agora calcular a potencia transmitida pela guia, partindo do vetor de Poynting 
medio, dado por 22.52, 


(S) = ^$R[£ x %*] = !&[£* x ft] 

Vamos calcular inicialmente, para os modos ET, usando as expressoes 26.95, 
o produto 


£et x 3~C 


* 

ET 


—£ t et x 



+ ®z,ET 


) 


ou 






* 

z,ET 


ou ainda, 
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Set x "R-et 


1 


kn _~ 


JJIekl 


k x V*23 2) et 


x 


q Is* 

=FS(V t B, ET ) 


u 2 

"'c 




1 


i k 0 


/I L i/7xeA;2 


k X V^25 2) ET 


X ®*,ET 


ou 


£ 


ET X JCgT — 


1 kkn f- 


:^< k * V ‘ S - ET > * 


) 


* 


i kn 


./Jlefxk 2 ^ * ^ 7t ® 2 ’ ET ) x et (26.125) 


Agora, utilizamos a identidade 1.19b para reescrever alguns termos acima. 
Iniciamos com 


(k x V t B 2 , et) x (V{!B 2) et)* = 

[k- (V t S 2 ,E T )lV t S 2 ,ET - [V t B 2 , ET • (Vt!B 2) E T )*]k 

ou, como V(!B 2) et -1 k, 

(k x V t S 2 , ET ) x (V f £ 2 , ET )* = -[V t ® 2 , ET • (V t ® 2 ,E T )*]k (26.126) 

Alem disso, 

(k X VjS 2) Et) X 25* E t = (k • 33 2> ET)Vt®z,ET — (V t S 2) ET • ®2,ET)k 

ou 


(k x V t B 2j ET) x 25* ,ET — ®z,ET^*®z,ET 


(26.127) 


Utilizando 26.126 e 26.127 em 26.125, achamos 


Set x IKgrp — ^ 


1 kk 


JJIe jik\ 


t[-V*S 


z,ET • (V t 25 z ET)*]k 


i ko 


Jjle iik 2 


®z,ET^t®z,ET 


OU 
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£ ,t x •K* 


ET 


± 




i ko 




s *,E T Vt®^ET (26.128) 


de forma que o vetor de Poynting medio e 


(Set) = 2^[^et x ^et] 


ou, usando 26.128, 


(S'et) 


1 

2 


3? 


it 


1 kk$ 


JWixki 


VtB^ET • (VtB^ET)* k 


h ,t~, * 




®z,ETVt® z ,ET 


(26.129) 


0 vstor de Poynting fornece o fluxo de potencia por unidade de area numa 
dada diregao, e desejamos verificar o que ocorre na diregao z, de modo que 
queremos a potencia media por unidade de area na diregao z, ou seja, 


^(-Pet) 

dA 


(Set) • k 


ou, mediante 26.129, 


<^(Pet) 

dA 


que fica 


2 


i 


1 kk 


o 


y/JxvK. 


• (VtB* et)* k 


k 0 


y/m&l 




d(PE t) 

dA 


d= 


1 kko 


2 JJIenkj 


VtS 2) ET • (VtS^ET) 


A potencia total e obtida integrando-se esta equagao, ou seja, 


(Pet) ~ ± 


1 kk 


o 


2 y/JIe \ik\ 


A 


Vt^ET-iVt^ErydA 


• k 


(26.130) 
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ou, fazendo uso da expressao 26.123, 


achamos 


(V^B^et)* • VtB* et dA = k% / |®z,et | 2 dA 


(Pet) = ± 


1 kk 0 , 2 


k c / |£*,et 


dA 


ou 


(Pet) = ± 


kk 0 


I 


ET 


dA 


(26.131) 


Esta expressao e valida para os modos ET, e o calculo para os modos MT e 
deixado como exercicio para o leitor (veja o exercicio 26.3). Vamos agora en- 
contrar a razao entre a potencia transmitida pela guia e a energia armazenada 
por unidade de comprimento, dada pela equagao 26.124, ou seja, 


(-Pet) 


=t 2 x /ii€^| Is I®z,et | 2 dA 


dU 

dz 


ki 


2 fik 


J A \^z,ET\ 2 dA 


ou 


(■Pet) 


dU 

dz 


i 


Agora, utilizando as equagoes 26.93 e 26.109, podemos escrever 


(Pet) 


dU 

dz 


i 


u 


to 


ujyfjle 


OU 


(Pet) 


dU 
dz ■ 


i 




\ 2 


CJ 


Lembrando a equagao 26.112 para a velocidade de grupo, temos 


(Pet) 


dz 




(26.132) 


772 


26. RADIAQAO, III: GUI AS DE ONDAS ELETROMAGNETICAS 


que estabelece uma relagao entre a potencia media transmitida e a densidade 
linear de energia armazenada ao longo da guia por meio da velocidade de 
grupo da onda. 

Alem da potencia transmitida pela guia da onda, outra grandeza rele- 
vante e a potencia dissipada, por unidade de comprimento, pela guia. Essa 
potencia dissipada existe pelo fato de os campos existirem numa regiao finita 
e muito pequena, caracterizada pela profundidade de penetragao £ dentro do 
condutor que forma a guia. Assim, ocorre a geragao de correntes no condutor, 
e parte da energia armazenada nos campos e dissipada na forma de calor, por 
exemplo. Para determinar essa potencia, partimos da expressao 23.119 obtida 
anteriormente, isto e, 


d(P) abs 

dA 




2 


A potencia dissipada, por unidade de comprimento na diregao z, pode ser 
obtida da expressao acima, integrando-se ao longo da curva que define a segao 
transversal da guia, isto e, 


d(P)abs 

dz 



b | h X jf | 2 dl 
C 


Vamos calcular primeiro 



(26.133) 


ou 


h X IKet = — n X Bt et H —n x ®z,et 


ou ainda, usando a equagao 26.95b, 


j ^ ^ "1 -4 

n x [Ket = — n x ±—r VtB z et H— n x ®z,et 

ki J a 




e assim 


h x ^{ E t = ± —72 x V®z,et) H —n x ®z,et 

ft&C ft 


(26.134) 


Precisamos calcular agora o modulo quadrado da equagao 26.134, ou seja, 
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ft x Met|^ = (ft x 3 ~Cet) * (ft x IKet)* 
ou 

_ r ik i - -i 

ft X IKet) 2 = ±—2 (^ x WE^et) H—ft x ®2 ,et 

L ft^Q ft 

v ik 1-1 

• T-^(nxVtB z ,ETr+ -nx^ )ET 

M«c M J 

ou ainda, 

, r ? -i r 

nX3iET| 2 = ±—^2"(^XVf!B 2) ET) • ^^2 X Vt®«,ET)* 

r -i r 1 ^ " 

+ I ±—T 2 -(n x Vj!B 2i et) • —n X ®* iE t 

ftrv c J l ft 

1 i r ?/r 

+ -n X B,ET • T-T2(nx V t S 2) E T r 

-ft J L ftrZ c 


ou entao, 

|n x j£ ET | 2 = (n x V t £ 2>ET ) • (n x V^et)* 

7 A 1 —* 

± ^2 (”■ X V t®^.ET) * (n X S* ET ) 

7 A 1 —* 

T -yrj (n X ® 2 ,et) • (n x V t B 2 , ET )* 

ft &C 

+ 4(nX® 2iET )-(nx®* ET ) (26.135) 

Agora utilizamos a identidade 1.20 para reescrever alguns termos de 26.135. 
Primeiro, calculamos 

(n X V(!B 2)E t) • (n X 3* ET ) = 

(n • n)(V t ® 2 ,ET • ®:,et) - (n * • V(® 2 ,et) 

ou 
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(n x Vt® 2 ,et) • * ®*,et) — 0 (26.136) 

por causa da ortogonalidade entre % z e n, e entre VtS*, e 23 2 . Considerando 
o complexo eonjugado dessa equa$ao ? temos 

(n x • (n x B 2 ,et) = 0 (26.137) 

Por fim, calculamos agora 



) • (n X B 





ou 


(n X ® 2 i et) * (« X ® 2 ,et) = I®Z,ET 


(26.138) 


Assim, utilizando as equates 26.136-26.138 em 26.135, obtemos 


h x HCet I 


k 2 


/i 2 fc 


4 

c 


nxVtSzETl + 


1 


I* 


|®z,ET 


(26.139) 


Agora, utilizamos a equagao 26.139 na expressao 26.133, para obter a potencia 
dissipada por unidade de comprimento na diregao z, ou seja, 


ou 




n x Vt“B z ,E t 





d(P) abs 
dz 


1 



- k 2 


zmtAW* ******* 


+ |®z,ET 


de 


(26.140) 


que estabelece a potencia dissipada no condutor que forma a guia de onda em 
termos do campo magnetico na diregao 2 , para um modo ET (o modo MT 
e discutido no exercicio 26.3). Note que essa potencia depende do numero 
de onda e, portanto, da freqiiencia da onda que esta se propagando na guia. 
Vejamos agora alguns exemplos paxticulares de guias de ondas. 
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26.2.1 Guias de Ondas de Segao Reta Retangular 

Vamos considerar agora uma guia de ondas formada por um condutor 
oco de segao reta retangular, como mostrado na figura 26.5. Os lados da guia 
medem a na diregao x e b na diregao y, e ela estende-se na diregao z, que e a 
diregao de propagagao. 



Figura 26.5: Guia de onda oca formada por um condutor em 

forma de tubo de segao transversal retangular. 


Vamos considerar inicialmente os modos ET, nos quais o campo eletrico 
e exclusivamente transversal. Nesse caso, a equagao que determina ‘B Z} et e a 
equagao 26.98, que fica 

+ kl% x ,m = 0 (26.141) 

Alem disso, devemos satisfazer a condigao de contorno 26.91c, 



[n • V t B 2 ] 5 = 0 

_ 

A 

a qual da origem a quatro condigdes de contorno. Em x = 0 (piano yz), n = i, 
e obtemos 



ou 
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Em x = a, n = — i, e temos uma condigao similar, dada por 


[—i • 




(26.142) 


ou 


d“B z , ET 




x=a 


(26.143) 


A 

Em y = 0 (piano xz) temos h — j, e assim, 


ou 



(26.144) 


A 

Por firm em y = b, n — —j } e 



ou 



(26.145) 


Essas condigoes de contorno devem ser satisfeitas pelas solugoes de 26.141, as 
quais podem ser obtidas por meio de uma separagao de variaveis, por exemplo, 
conforme foi feito na segao 6.3.2, a partir da pagina 325, e a resolugao e deixada 
como exercicio para o leitor (veja o exercicio 26.2). O resultado e o produto 
de fungoes oscilantes, na forma 


et = ®z,ET cos(k x x) cos (k y y) (26.146) 

onde ET e uma constante e k x e k y: em princfpio indeterminados, sao duas 
constantes de separagao relacionadas a k c mediante 
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k C — k X + ky 


(26.147) 


Calculando as derivadas de 26.146, temos 




z,ET 


dx 


kx^>z ,et sen (k x x) cos (k y y) 


(26.148) 


G 




z.ET 


dy 


ky^z, ET COS (k x x) sen (k y y) 


(26.149) 


Note que as condigoes de contorno 26,142 e 26.144 sao automaticamente sa- 
tisfeitas. A condigao 26.143 fornece, usando 26.148, 

—k x B>\ ET s en(k x a) co s(k y y) = 0 


ou 


sen^a) = 0 


o que implica que 


k x a 


utt 


onde n e inteiro, ou 


k 


X 


nn 


a 


(26.150) 


que estabelece uma condigao de discretizagao para k x . A ultima condigao de 
contorno, dada pela expressao 26.145, torna-se, utilizando 26.149, 

— ET cos (k x x) sen (k y b) = 0 


ou 


s en(k y b) = 0 


(26.151) 


ou entao, 


kyb = rriTv 
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onde m tambem e inteiro, e assim, 


mir 

ky = ~V 


(26.152) 


que tambem discretiza k y . 
zado e dado por 


Com isso, k c> dado por 26.147, tambem e discreti- 



2 

c.nm 


2 2 
nr 


a 


+ 


2 2 
m tv 


b 2 


(26.153) 


ou, em termos da freqiiencia angular uj c,nm 


Kc,nm 



temos 


^c,nm 




(26.154) 


onde n e m nao podem ser, ao mesmo tempo, nulos, para que a solugao 
seja oscilante. Utilizando as expressoes 26.150 e 26.152, as solugoes 26.146 

tornam-se 


B nm _ 

2,ET - 


mO ,nm 


f nirx x / 

cost-) cost 

v a 


miry. 


b 


) 


(26.155) 


sendo que podemos restringir n e m a valores naturais, nao-nulos ao mesmo 
tempo. Podemos determinar os campos £™j? T e 'B"et P or intermedio das equa- 

g5es 26.95. Primeiro, calculamos 



nm 
z, ET 




OU 


V rn nut _ 

t&z, ET — 


rnO, nm 
^z, ET 


m7T 


l a 



n 7TX 

a 



(26.156) 


Agora, pela equagao 26.95b, temos 
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e, usando 26.156 em 26.95a, obtemos 


cnm _ 

H ET — 




0,nm 

z,ET 


'nix 
. a 



on 


cnm _ 

W, ET 


k 


o 


y/JIekl 


m 0, nm 
D z,E T 


nm 


' 71171 

-T" 



(26.158) 


Vamos agora analisar a resposta em termos de freqiiencias angulares de 
uma guia retangular. Se a > 6, entao j < p, e a freqiiencia (angular) de 
corte mais baixa ocorre quando n = 1 e m = 0, isto e, de 26.154, temos 



ou, em termos de numero de onda, dado por 26.153, 



(26.159) 


(26.160) 


Esse modo, conhecido como modo ETio, e chamado de modo dominante, e 
ondas com freqiiencia menores que as dadas em 26.159 nao podem se propagar 
pela guia. Os campos associados a esse modo sao dados por 26.155, 26.157 
e 26.158, com n = 1, m = 0, alem de £ 2) et = 0; ou se J a ; 


mlO — 

-°z, et — 



mlO _ 

D t ,ET *“ 


cio __ 

c t ,ET ~ 



c 10 

c z,ET 



ou, usando 26.160, 
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^° ET = «cos(^) 

(26.162a) 

n%T = Tik^ T sen(^)i 

(26.162b) 

£ f 10 ET - i ^- a ®2 , S’Sen( ,ra: )j 

*’ ET y/ju. 7T Z ' hl v a 1 

(26.162c) 

p 10 __, — n 

c z } ET — u 

(26.162d) 

sendo que os campos completos sao obtidos multiplicand©-; 
nencial dependente de z e i, isto e, 

se pelo fator expo- 

^ 0 ET = <’^cos(^)e ± “k 

(26.163a) 

^°et = i 

/I Lt 

(26.163b) 

?10 ik 0 a ^0,10 ( nX \ „±ikz—iut ; 

'■ BT ( “ } 

(26.163c) 

£l°ET = 0 

(26.163d) 

onde k e dado por 26.109, 


ho wj 10 


Considere agora as proximas freqiiencias de corte, 

dadas por 26.154 

quando n = 0em^len = lem=l,ou seja, 

7 r 1 

a ' c ’ 01 ^te b 

e 

(26.164) 

7r \/a 2 + b 2 

Ct) c 11 — — 

-y/^e ab 

(26.165) 

ou 


7T V 1 + f? 

U,C ’ 11 v/^ b 

(26.166) 


Podemos reescrever a equagao 26.164 como 
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a 

= 10 


(26.167) 


onde usamos a expressao 26.159. A equagao 26.166 tambem pode ser reescrita, 
na forma 





(26.168) 


Alem disso, considere, por exemplo, que | = 2. Nesse caso, teremos 



Agora, devemos notar que, se houver radiagao eletromagnetica propagando-se 
pela guia de ondas em algum modo ET com freqiiencias entre u} c ,io e w Cy oi, 
essa radiagao deve necessariamente pertencer ao modo ETio, isso porque o 
modo imediatamente superior, que e o EToi, tern uma freqiiencia de corte 
maior que u> C) io, impedindo que ondas com freqiiencias menores que oj Ci ,oi se 
propaguem no modo EToi* Assim, nessa faixa de freqiiencias, temos uma 
situagao em que ha apenas um modo, e essa faixa, chamada de largura de 
banda de modo unico, e a que e usada normalmente na operagao de guias de 
onda. Nesse caso, e simples obter o fluxo de energia por meio da guia, dado 
pelo valor medio do vetor de Poynting 22.52, 



Considerando o modo ETio descrito pelas equagoes 26.163, temos que calcu- 
lar, inicialmente, 


£io x IK* 0 


—- sen (—) e ±ifcz_ia;t j 

y/fUn Zy x v 


x 


1 


7r 


a 


°’ 10 * sen (■^) e ^ ikz + iujt i + cos(—)e Tikz+iujt k 

* CL 


z, ET 


a 


ou 



* 
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Note que o termo na diregao 2 e imaginario puro, de modo que sua parte real 
e nula. Portanto, 




1 kko a 2 

2fj, yfjle'K 2 


jm0,10 

I^et 



(26.169) 


onde o sinal positivo corresponde a ondas indo no sentido positivo do eixo, 
e o negativo a ondas indo em sentido contrario. Podemos obter a potencia 
transmitida pela guia pelo modo ET 10 se integrarmos esse fluxo atraves da 
area transversal, ou seja, 


P10 = / (< 5 io) • kdA 

Js 


ou 



a 



kko a 2 |aj o,io 
Jjaiir 2 "* ,ET 


2 sen 2 


(^)k 


a 


A 

k dydx 


e assim, 






2\X yJJU'K 2 


I<’et 



Usando a substituigao 


sen 2 x 


1 — cos 2x 
2 


obtemos 


ou 



j_ b kk 0 q2 | S 

2 \x y/JIen 2 


0,10 

z } ET 


a 









b kko a 

2 fJL yfyit 7T 


2 

2 


l^ET 



a 

47r 



a 

0 


e, finalmente, 




ab kko 

4/i yfjle 7r 2 


|rr>0,10 

\ n z,ET 


2 


(26.170) 
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Outros modos ET sao estudados nos exercicios, assim como o fluxo de potencia 
e a potencia transmitida (veja os exercicios 26.4 e 26.5). Vejamos agora o que 
ocorre quando o campo magnetico B e exclusivamente transversal, ou seja, 
B z = 0, o que define os modos transversais magneticos, ou modos MT. Nesse 
caso, o campo relevante e £2 mt? obtido mediante a equagao 26.104, 


d 2 t 


2,MT 





(26.171) 


nao esquecendo tambem da condigao de contorno correspondente, dada pela 
equagao 26.100c, 


[£*,mt] 5 = o 

que da origem a quatro condigoes de contorno. Iniciando com x — 0, temos 


£z,mt(^ = 0, y) = 0 (26.172) 

e, em x — o, obtemos 

= a.y) = 0 (26.173) 

Em y = 0, devemos satisfazer 

£z,mtOc, V = 0) = 0 (26.174) 

e, por ultimo, em y — b devemos ter 

£z,mt(z> y = b) = 0 (26.175) 

As solugoes de 26.171 tambem sao oscilantes, e elas sao dadas por 

£z,mt = £°mt sen (k x x) sen (k y y) (26.176) 

onde £^ mt e uma constante e k x e k y , em princfpio indeterminados, sao duas 
constantes de separagao relacionadas a k c por meio de uma equagao igual 
a 26.147, que era valida para os modos ET. Assim, 


— kx + ky 


( 26 . 177 ) 
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Com as solugdes dadas por 26.176, as condigoes 26.172 e 26.174 sao satisfeitas 
automaticamente. A condigao 26.173 implica que 


£“mt sen (k x a) sen (k v y) 



ou 


k x = — (26.178) 

a 

e, de forma semelhante, a ultima condigao, dada por 26.175, impoe que 



mix 

~Y 


(26.179) 


de forma muito similar ao que ocorre nos modos ET. O numero de onda de 
corte e descrito por 



2 

c,nm 


2 2 
n 7T 


a 


+ 


2 2 
m 7T Z 


b 2 


correspondendo a uma freqiiencia angular 


w c,nm — 



(26.180) 


ou 


^ c,nm 



(26.181) 


com a diferenga agora de que nem nao podem ser nulos, de forma que o modo 
de freqiiencia mais baixa e o modo MTn. Utilizando as expressoes 26.178 
e 26.179, as solugdes 26.176 tornam-se 


£ 2 ,mt = mt sen(^^) sen(^^) (26.182) 

d o 

De posse dessas solugoes, podemos obter os outros campos por intermedio das 
expressoes 26.101. Calculando inicialmente VtS^MT, temos 


Vt£^ 5 MT — 



ou 
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V*£ 


nir _ 0 


tt'zMT 


£ 


a 


Z,MT 


( 


nixx^ /WItti/m 

cost-J sen(—-—j 1 


a 


+ 


b 

mix „ () 


b 


no ( nixx, ,mixy, 7 , 0fi1QQ ^ 

£ z,mt sen(——) cos(—-—) j (26.183) 


a 


b 


Assim, voltando para a equagao 26.101a, achamos 


£ 


i,MT 


± 


ik r 


ju2 

f\>c 


n7T„o 


£ 


l a 


zMT 


, mxx v / 
cost-) sen( 




a 


+ 


mixy x - 
sent —:—) i 


b 


mix 


b 


£°,MT sen ( 


nirx^ ,miry ^ 


a 


) 


cos 


( 


b 


)J 


(26.184) 


enquanto a equagao 26.101b fornece, considerando 26.183, 


S 


t.MT 


iJJie r^kx 


u 2 

C 


nix 


a 


£ 


o 

z, MT 


,nixx, { 

cost- ) sen( 




+ 


a 

mix „ 0 


( mixy,~ 

T") 1 


,n7TX x 

b £ ^MTsen(— 


) cos( 


m7ry N t 


b 


)j 


ou 




ko rrmr 


c0 

C 2t,MT 



(26.185) 


Paraondas nos modos MT, os indices nem nao podem ser nulos, jaque, nesse 
caso, os campos dados pelas expressoes 26.182, 26.184 e 26.185 se anulam. O 
modo que tem freqiiencia de corte mais baixa corresponde ao modo MTn- 
Considerando, como fizemos no caso dos modos ET, que a guia e tal que 
a>b, a freqiiencia angular de corte mais baixa e dada por 26.181, 



que pode ser reescrita como 



(26.186) 


(26.187) 


que e igual a freqiiencia angular do modo ETn, dada por 26.165. Assim, a 
freqiiencia de corte mais baixa dos modo magneticos transversais e mais alta 
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do que a mais baixa dos modos eletricos transversals. E mais alta, inclusive, 
que a segunda mais baixa dos modos ET, dada por a> Ci oi- Portanto, se a guia 
operar na faixa de freqiiencias que corresponde a largura de banda de modo 
unico, nao so nao teremos outros modos ET alem do ETio, como tambem nao 
teremos modos MT. Assim, qualquer radiagao que se propague na guia ope- 
rando nessa situagao sera descrita pelo modo ETio discutido anteriormente. 
Vejamos agora o caso de uma guia de onda de segao reta circular. 


26.2.2 Guias de Ondas de Segao Reta Circular 

Outra forma geometrica relevante em se tratando de guias de onda 
corresponde ao de uma guia de onda com segao reta circular de raio R, como 
mostra a figura 26.6. 



Figura 26.6: Guia de onda oca formada por um condutor em 

forma de tubo de segao transversal circular. 


Por causa da simetria do problema, e mais interessante utilizar coorde- 
nadas polares para escrever as equagoes. Vamos iniciar pelos modos MT, onde 
nao ha campo magnetico na diregao z. Nesse caso, a equagao 26.104 torna-se 


ld_ 
P dp 




(26.188) 


onde usamos a parte transversal do operador Laplaciano em coordenadas 
cilmdricas dado em B.10. Essa equagao e complementada pela condigao de 
contorno correspondente, dada por 26.100c, 


^mtJs — 0 
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A solugao da equagao 26.188 tambem ja foi discutida no volume I, e 
ela envolve o uso das fungoes de Bessel (veja a segao 6.6.2). Como a origem 
(p = 0) faz parte da regiao de interesse, nao podem ocorrer divergences nesse 
ponto e precisamos nos restringir as fungoes de Bessel de primeiro tipo J v . 
Assim, as solugoes de 26.188 sao escritas como 

^,MT — ^z,MT Ju{^cp) e ^ (26.189) 

Agora, devemos lembrar que essa fungao deve ser periodica em 6, para que 
represente fisicamente o mesmo campo. Isso restringe os valores de v a serem 
inteiros, e podemos escrever entao, 

£*,mt — Jm{kcP) eim Q (26.190) 

A condigao de contorno nesse caso implica que 

[£*,mt] p=jR = 0 

ou 

[£°MT Jm{k c p)e irne } p ^ r — o 


o que resulta em 


J m (k c R) = 0 

ou seja, os valores de k c sao tais que 


^c,mn — 


&m,n 

IT 


(26.191) 


onde a m ,n e uma das n infinitas raizes da fungao de Bessel J m (a). Essa e a 
equagao que discretiza k c , correspondendo, em freqiiencia, a 


Jc 

_ ^c^mn 

^c,mn — 



OU 


^c,mn 



&m,n 

”r~ 


(26.192) 
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A menor freqiiencia de corte corresponde a 


1 


<^c,01 


<*0,1 


y/lie R 


(26.193) 


e freqiiencias menores que essa nao se propagam pela guia. As tres primeiras 
raizes de Jo(ct) sao 


<*o,i ^ 2, 4048 


<* 0 2 ^ 5, 5201 


<*o ,3 - 8, 6537 


(26.194) 


e, para Ji(a), temos 


aii - 3,8317 


ai 2 ^ 7,0156 


<*i,3 =* 10,173 


(26.195) 


Note que a = 0 e, na verdade, a primeira raiz de J m (a) (exceto quando 
m — 0), mas isso nao corresponde a uma onda propagando-se pela guia, pois, 
se escrevermos as solucoes 26.190 usando 26.191, teremos 


MT — 8-v vf'rtTi 


( 


z,MT u m V a m,n 


P \ „imO 
R } 


(26.196) 


que se anula se a Uj 


m 


0. Assim, as duas freqiiencias de corte mais baixas sao 


<^c,01 


1 2,4048 


yfjle R 


(26.197) 


^c, 11 


1 3,8317 


y/JR R 


(26.198) 


Os outros campos sao dados por 26.101, e calculamos primeiro, usando 26.196, 


V/£ 


^2,MT 


.a 6 8 

P— + 


dp p89 J 


cO t / P \ imO 

c z,MT J m V a m,n „ J e 


OU 


Vf£ Zj MT = £° 


d r 


z,MT 


dp L 


J'in (<a?n,n jy ) 


e P H - 


im 9 ~ ^ ^ 


P 


R 


} 


que pode ser reescrita, utilizando uma regra da cadeia, como 


V*£ 


Q-m,n 


^>0 — / „imo ~ i -C 

IT zMT ~dT p + p 2 - mt 


dJm( s ) _imQ - . C Q 


t^z, MT 


Jm ($)e 


llJlO Q 
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onde 


a 


m,n 


R 


p 


(26.199) 


Chamando JL(s) 


escrevemos 


Vt£r mt 


a m,n c 0 jt ,~\jrn9 - , ‘■"‘pO 

— C ^ J m yh J o 


R 


z,MT 


. , im. 
p H-£ 


P 


z,MT 




77710 


0 


Assim, o campo eletrico transversal torna-se, por 26.101a, 


£ 


f,MT 


± 


ik 


a 


rn , n 


^ p 0 r/ ( y\J,mQ ~ 
U ^^ C 2,MT 


r 


J' m {sy mf) p + irn-E° zMT J m (s)e ime 0 


P 


(26.200) 


(26.201) 


enquanto o campo magnetico fica, usando 26.101b, 


B 


t.MT 


. ,— -R^o f 

i-y/^e —— k X 


a 


m, n 


a 


m,n p0 


^771 


77710 


P + 


im 


P 


£ 


o 

z, MT 


Jm ( 5)6 


77710 


6 


ou 


®t,MT = 


k 


0 


r 


a 


771,71 


R 


ITTl £ ? MT ^ 771(5) C 

P 


imO 


p — a 


p0 




77710 


0 


Em particular, para o modo MT 01 temos 


c01 

c z,MT 

?01 

c t,MT 


£°MT J o(2,4048^)k 


P 


±i 


k 


^z,mt^o(2. 4048-^) p 
kn 


P 


2, 4048 


01 


L J 


MT 


iy/pe 


2 , 4 O 48 £ " mtJ ^ 2,4048 ^) 0 


m01 

"z.MT 


0 


(26.202) 


(26.203a) 


(26.203b) 


(26.203c) 

(26.203d) 


onde inclufmos as expressoes 26.196, 26.201 e 26.202. Acrescentando a depen¬ 
dence em z e a temporal, temos, para o modo MTqi, 


c01 

C 2 ,MT - 

= £° MT ^o(2,4048^)e ±ife -^k 

(26.204a) 

cOl 

C £,MT ‘ 

= ±< 2j 4048 £"mt 4 ( 2 , 4048^)e ±>b -“‘ p 

(26.204b) 

mOl 

^i,MT “ 

= 2j 4 Q 48 mt 4 ( 2 , 4048|)e ±jfe -^ 0 

(26.204c) 

11 

O ^ 

T^q 

= 0 

(26.204d) 
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Vejamos agora o que ocorre no caso dos modos ET, isto e, os modos 
onde o campo eletrico na diregao z e nulo. Neste caso, a equagao diferencial 

apropriada e a 26.98, que fica 


Id/ d*B z ,ET 

p dp v dp 



(26.205) 


que e muito similar a 26.188, tendo portanto solugSes parecidas, de modo que, 
de 26.190, temos 




im9 


(26.206) 


sen do que a condiqao de contorno a ser satisfeita e a 26.91c, 


[n-V t ®*] s = 0 

que fica, nesse caso, como h na superficia da guia vale n 


P, 


f-p • 


\p=R 


0 


Assim, precisamos calcular 


(26.207) 


V,® 




d 6 d 

/5 5p + ~pd0\ 


®z,ET Jm(k c p)e 


irrtO 


OU 


V,B 


t^z 


B° 


dr- ✓ - *1 i rn Q ± %7TX ^ 0 


z, ET 


dp 




P + 


P 


®z,ET J 777, {k c p)e 


imO 


e 


(26.208) 


Utilizando 26.208 em 26.207, temos 


P* 




Jm(k c p)e im9 0 



p=R 


OU 



(26.209) 


Assim, a condiQao que discretiza k c e que k c R deve ser uma raiz da derivada 
das fungoes de Bessel. Vamos introduzir a variavel 
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h — k c p 


(26.210) 


Entao, utilizando.uma regra da cadeia, temos 


d 


dp 


['Ari(^'cP)] 


d = k c J' m (h ) 


dh 


dp 


(26.211) 


Conseqiientemente, a condigao 26.209 pode ser escrita como 


J f m {k c R) = 0 


(26.212) 


Vamos representar as infinitas n raizes de J f m (h) por Assim, temos 


k 


Pm, 


n 


R 


(26.213) 


que e a equagao que discretiza k c . Em termos de freqiiencias, temos 


co 


1 Pm, 


n 


c,mn 


y/JH R 


(26.214) 


/ 

E interessante notar que, para a fungao Jq(K), as tres primeiras raizes ocorrem 


em 


Po, 


l 




3.8317 


A),2 - 7, 0156 


A),3 - 10,173 


Por outro lado, as tres primeiras raizes de J[{h) ocorrem em 


(26.215) 


Pi, 




1,8412 


0 1,2 - 5, 332 


0i,3 - 8, 536 


Assim, as duas freqiiencias de corte mais baixas correspondem a 


<^c. 01 


1 3,8317 


y/JH R 


(26.216) 


(26.217) 


w c,ll 


1 1,8412 


v'Tie R 


(26.218) 


Portanto, vemos que ocorre um aspecto interessante no modo ET. A fre- 
qiiencia de corte 26.218, correspondente ao modo ETn e associada a fungao 
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e menor que a frequencia de corte do modo EToi, dada por 26.217 e 
associada a fungao J 0 (/i). Alem disso, o modo ETn tem a menor frequencia de 
corte, sendo menor que a menor frequencia de corte dos modos MT estudados 
anteriormente, dada pela expressao 26.197 e associada ao modo MToi e a 
fungao Jo{s). Assim, novamente existe uma faixa de freqiiencias definindo 
uma largura de banda de modo unico, situada em 



< cj < u> 


MT 

c,01 


OU 


1 1,8412 1 2,4048 

-< U) <-—- 

y/t* R y/JH R 

em que, se houver radiagao propagando-se na guia, ela estara no modo ETn- 
Esse modo e caracterizado pelo campo magnetico 


<T3 11 

•°2,ET 




(26.219) 


onde usamos as equagoes 26.206 e 26.213. Vamos determinar os outros campos 
do modo ET por meio das equagoes 26.95. Para isso, vamos inicialmente 

reescrever 26.208 usando 26.211 e 26.213, ou seja, 


Vt'Bz 


Pm,n njO 

nr*’** 




imO ~ 


P + 


P 


®2,ET>An We 


imQ 


e 


(26.220) 


Agora, voltando para a equagao 26.95b, achamos 


B 


ik 


t,ET /% 


77i , n 


Pm,n^ >< z,E r T^'mQ l ) e 


imQ 


R- o 


p + im- Jm(h) eime 0 


(26.221) 


O campo eletrico e obtido de 26.95a, ou seja, 


£ 


t,ET 


i Rkn 

-k X 


V& Pm, 


n 


Pm,,* rn 

IT 23 *’ 15 T 


n m 0 


J'Me 


imQ ~ i rn 0 


P + 




P 


2 , ET 




imQ 


e 


ou 


£t,ET 


k 


0 


Vi* Pm, 


n 


im —ex 

p ’ 




imQ 


P 


0 


/?m,n®^ET 


J’ m (h)e 


imQ 


e 


(26.222) 


Em particular, para o modo ETn temos 
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onde usamos 26.221 e 26.222 para escrever os campos. Incluindo a dependencia 
temporal e espacial em z, obtemos o conjunto 


/oil _ 

ET — 


S ""* 11 _ 

t,ET “ 


cU __ 
^t,ET — 


B 


0 t (n P \ AmO-±ikz—iu>jt 

z,ET J l\Pl,lli) e e 


k 


±i 


k 


1,8412 


Ket 4 (1, 8412|)e“ p 


+ 


R 


(l) 8412—)e ie 0 


1,8412 p 


R 


±ikz—iujt 


kn 


y/JIe 1 , 8412 LI, 8412 p 


R 


B° ET .7,(l,8412£) e i '’p 


R 


P \ iO 


8412^)e w 6 


±ikz—iu)t 


F n 

C 2,ET 



(26.225a) 

(26.225b) 

(26.225c) 

(26.225d) 


que descreve o comportamento dos campos dominantes do modo ETn no 
interior da guia de ondas de segao reta circular. Uma situagao interessante 
ocorre quando a guia de ondas e fechada em suas extremidades por condutores, 
definindo uma regiao fechada. Nesse caso, temos o que se chama de uma 
cavidade ressonante, assunto que vamos estudar em seguida. 


26.3 Cavidades Ressonantes 

Basicamente, uma cavidade ressonante e uma guia de ondas formada 
por um condutor oco em forma de tubo, com segao reta constante e delimi- 
tada por duas superficies condutoras, formando as “tampas” da cavidade. A 
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principal diferega agora e que, alem das condigoes de contorno dadas na su- 
perficie do condutor oco, existem condigoes de contorno tambem nas tampas. 
Vamos considerar, para simplificar, que as extremidades da guia estejam em 
z = 0ez = i, e que os condutores que as formam sejam pianos e paralelos 
ao piano xy , sendo, portanto, perpendiculares a diregao z. No caso das guias 
de ondas, a dependencia em z foi considerada como sendo do tipo e ±z , onde 
o sinal positivo corresponds a ondas propagando-se no sentido positivo de 
z, e vice-versa para o sinal negativo. Ao limitar os valores de z para estarem 
entre 0 e L, fazemos com que esse tipo de dependencia seja alterado para o 
de ondas estacionarias, do tipo 

f(z) = A cos kz + B sen kz (26.226) 

onde a fungao especffica (seno ou cosseno) depende das condigoes de contorno 

/ 

associadas a diregao z. E preciso lembrar que a introdugao das duas novas 
superficies faz com que surjam novas condigoes de contorno, alem de modi- 
ficar as equagoes 26.74. Vamos primeiro reobter essas expressoes para o caso 
presente. Para fazer isso, consideramos inicialmente o produto vetorial entre 

A 

h = k e a equagao 26.65, ou seja, 


k x V/B 


t^z 


k x 


a® 


t 


dz 


iujjie k x (k x Z t ) 


Reescrevemos esta equagao utilizando a identidade 1.19a, ou seja 


k x 


t^z 


* ^ 

k x 


<9B 


t 


[(k*£ t )k-(k‘k)£ 


dz 


t 


- t 

ou, lembrando que Zf _L k, e substituindo to 


k 0 




(pela equagao 26.93) 


£ 


t 


kos/jle 


k x VfS 


t^Z 


k x 


d'B 


t 


d 


-''■V 


(26.227) 


_ A* 

Em seguida, calculamos o produto vetorial de k com a equagao 26.56, 


k x V t Z 


k X 


dZt 

dz 


S’k X (k X B t ) 


ou, usando 1.19a, 
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k x Vf£ 2 — k x 




ou ainda, 


■B 


iy/JIe 

ko 


kx V t £ 


k x 


dEn 


dz . 


(26.228) 


Agora, vamos utilizar 26.228 em 26.227, ou seja, 


£ 


t 


koy/JIe 


k x V t B 


k x 


d 


dz 


dE 


^(kxV*£ z -kx Qz 


t 


ou, efetuando algumas simplificagoes, 



k x 



k x 



(V t £ z ) 


+ 




d 2 E t -I 

dz 2 J 


Devemos lembrar que a dependencia em z deve ser do tipo descrito pela 
fungao em 26.226, de modo que a derivada segunda em relagao a z faz com 
que apareca um fator — k 2 multiplicado pela propria fungao. Assim, usando 
novamente 1.19a, temos 


£ 


koy/jli 


k x Vf23 


iy/JIi 


k 


o 


k- 


d 


dz 


(V t £*)|k-(k.k)£(V t £*) 


iy/Jie 


dz 

k 2 


ko 1 


(k * £ t )k 


a /v *—> 

(k • k)£ 


A 

ou, como Vt£z _L k, 




k x V*B Z + 


iyfjli d 
ko dz 


(V t £«) + iy/jle 



ou ainda, 
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£ 


t 


—k x V t B, + ^^-(Vt£,) + ^It 


koJjlt 


fcg 9z 


k l 


que pode ser escrito, usando 26.106, como 


P - 

c 

k 2 

Kq 


* -r r\ 

kxVt'Bz + T^— (V t £,) 




fcg 


A derivada em relagao a 2 pode ser trocada de ordem com relagao ao operador 
Vt, de modo que, finalmente, 


£ = —V ( ®^ z \ 


k 


o 


ju2 

/v c 


V71e A:§ 


k x VdB 


(26.229) 


Obtemos agora “Bt usando a equacao 26.229 em 26.228, ou seja 


B 


z,/ue - - 3 

VP ' k x Vt£z - k x 


k 


o 


dz 


U2 

L^C 


1 




v/i^c 


kxV t B 


ou 


-* i\Ztt€ 1 - ,d z Er\ i kn - - d 

B <= k x v < £ ‘ - ^i kxV '(^) + ^i4 k><k>< ^ ( v ^> 


d^ 


ou ainda, usando 1.19a, considerando o fato de que Sp - 
ordem da derivada em relagao a z com o operador Vt, temos 


kr e trocando a 


- i\fu£ f - k 2 - 

Bt = k x V t £* + -kx Vt£, 


ko 


U2 

™*c 


+ 


i k 


o 


J\Hk 2 


k-J-(V t B a )]fe-(k-k)A(v t B 


dz 


dz 



e assim, 


B 


k 2 

run 


j rOQ 

k 0 Ik 2 


k x V t £ 


i fco_ /<9B 


JJiek 2 


v*( 


<9.2 



ou 


_ . ,_ ko - „ „ 1 „ /5B 2 \ 

= zy'TZe-^k x V t £ z + ) 


£*2 

A> c 


A;~ I ’ v dz 


(26.230) 
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As equagocs 26.229 e 26.230 formam o conjunto de equagSes que substitui as 
expressoes 26.74. Assim, os campos agora sao dados por 

= (26 ' 231a) 

B, = iV^|kxV t £, + iv t (^) (26.231b) 

Podemos agora partir para a determinagao dos campos. Os campos eletrico e 
magnetico ainda sao escritos como em 26.97 e 26.103, com a diferenga de que 
agora devemos incluir a fungao 26.226, ou seja, 

y, z, t) = y)(Acoskz + B senkz)e~ 1,ojt (26.232a) 

£ z (x,y } z,t) = £ z (x, y)(Ccoskz + Dsenkz)e~ luJt (26.232b) 

sendo que as condigoes de contorno apropriadas vao determinar os valores 
das constantes A, B, C e D. Partindo de 26.84, temos, para as superficies, ja 

usando 26.37, 


h x (£ t + E z ) = 0 


ou 


h X E t + n X E z — 0 

Se considerarmos a superficie condutora oca que forma a guia, teremos as 
condigoes ja vistas na segao anterior. Por outro lado, levando em conta as 
duas “tampas”, essa condigao se torna, lembrando que nesse caso n — =Fk, 
onde o sinal negativo e para a superficie condutora em z = L e o positivo 
para a superficie em z — 0, 


n x £ t ] ^ = 0 (26.233) 

visto que h || E z . Considere agora o modulo dessa equagao, lembrando que 
n _L £j, aplicado as superficies das tampas, ou seja, 



Reunindo com a equagao 26.233, vemos que essa condigao se torna 
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[£ t ] 5 = 0 (26.234) 

A outra condigao de contorno, dada por 26.1b, e 

n * B = 0 


ou 


n * (® t + % z ) — 0 


ou ainda. 

/ 


n • 2^ + n • B 2 = 0 

Nesse caso, como n J_ Bj, obtemos, para as tampas, 

[n-S«L = 0 


ou, simplesmente, 


[Vz] 


s 


0 


(26.235) 


Para os modos TE, nos quais £ 


0, a condigao de contorno 26.235 


implica que deve ocorrer, na superficie da tampa situada em z — 0, 


B z (x, y)(A cos kz + B sen kz)e~ l 


—iujt 


J z—0 


o 


onde usamos a expressao 26.232a. Dessa condigao resulta 


A = 0 


A outra tampa, em z = L, vai fornecer 


y)Bsen kze 


—iiot 


] 


z=L 


0 


ou 


sen kL — 0 


de mo do que 
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k=<£ (26.236) 

Xj 

onde q E iV, ou seja, os valores de k sao discretizados pela condigao acima, 
implicando que apenas ondas com esses valores de k podem existir na guia de 
ondas. Os modos TE sao descritos, entao, por fungoes na forma 



z,t) = l B z (x,y) 



(26.237) 


sendo que as outras condigoes sao as mesmas que as das guias de onda, e as 
fungoes < B z {x,y) sao obtidas do mesmo modo. A diferenga e apenas a fungao 
de z, antes uma exponencial complexa e agora uma fungao seno. Os modos 
TE satisfazem as equagoes 26.91, 


£ 


z,ET 


0, 


®z,ET 7 ^ 0 


n • V t 23, ET 


Js 


0 


9 


(em todo o espago) 


onde Sg e a superffcie da guia de ondas que corresponde a superffcie lateral da 
cavidade ressonante, e os outros campos sao obtidos de 26.231, considerando- 
se E z = 0, ou seja, 


£f,ET = 
®i,ET = 


kn - 




kx V t T> 


1 r, 

V, 


U2 
r^c 


dz 


) 


(26.239a) 

(26.239b) 


As formas expbcitas podem ser facilmente obtidas, dependendo da forma 
geometrica da cavidade ressonante, e alguns casos sao deixados corno exercf- 
cios (veja os exercfcios 26.7 e 26.8). Para os modos MT, onde ocorre % z — 0, 
as equagoes 26.231 ficam 


£t, MT = 

- 4 V ‘P 

(26.240a) 

2b,MT = 

- 2 icx V t Z z 

(26.240b) 


Vamos calcular, usando 26.232b, a derivada em relagao a z, ou seja, 



= £. z (x, y){—kCsen kz + kD cos kz)e lLJt 
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Vamos obter agora 


v ‘<§) 


k(C sen kz — D cos kz)e %bJt Vtt z {x, y) 


(26.241) 


A condicao de contorno apropriada ao modo MT e dada por 26.234, ou seja, 


Ms = 0 


o que correspond^ por 26.240a, a 


ft] 


s 


rl v t (§) 


ju2 


dz \s 


ou, usando 26.241, 


k(C sen kz — D cos kz)e V) 


0 


J s 


ou ainda, sendo as superficies (as tampas) caracterizadas por valores particu- 
lares de z, mas valores arbitrarios das outras coordenadas e do tempo, 


[C sen kz 


D cos kz\ s = 0 


(26.242) 


Agora, em z = 0, temos 


D = 0 


(26.243) 


e, em z = L, obtemos 


o que resulta na condigao 


sen kL = 0 


k 


qn 

~L 


que e identica a condigao para os modos ET, dada em 26.236. Os modos MT 
sao descritos, entao, por fungoes 


£ 2 ,mt = £>z{x,y) cos( 


0 ™ \ _-iwt 

L 


) 


(26.244) 


sendo complement ados pelas condigoes 26.100, 
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®«,MT = 0 , (em todo o espago) 

£z,mt 0 

[ £ ^mt] Ss = o 

/ 

onde S g e a, superficie da guia. E interessante notar que as condigoes restan- 
tes, na superficie da guia, sao identicas as do caso da guia de ondas estudadas 
na segao anterior, e elas resultaram em uma discretizagao para os valores do 
numero de onda de corte k c ou para as freqiiencias de corte u) c . Conseqiien- 
temente, apenas algumas freqiiencias uj serao possiveis para as ondas dentro 
da cavidade ressonante, Podemos ver isso se recordarmos as equagoes 26.93, 
26.106 e 26.236, reescritas na forma 


ou 


ou ainda, 


k 2 

lv c,nm 





2 

c,nm 


Uj jit 




(26.246) 


ou, finalmente, 


1 / 2 2 

Unmq ~ —j=\jk^ nm + (26.247) 

Assim, a forma geometrica particular da guia fornece a expressao explfcita pa¬ 
ra a discretizagao da freqiiencia ou numero de onda de corte, e com isso temos 
uma discretizagao na freqiiencia uj da radiagao dentro da cavidade ressonan¬ 
te. Para os casos vistos, temos, para uma cavidade ressonante retangular, 
usando 26.180, 



run 


2 2 
n z 7T z 


a 


+ 


2 2 
m Z 7T Z 


b 2 


e 26.247 fica 
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7 r 


^nmq 


\/W 



n 2 m 2 g 2 


+ 


a 


b 2 


+ 


L 2 


(26.248) 


enquanto, para uma cavidade ressonante cilfndrica, por 26.191, 


k 


a 


in , n 


c,mn 


R 


temos, para as freqiiencias possfveis em modos MT, 


ui 


MT 

nmq 


l 


J]R 



2 02-2 
m,n , H n 


a 


R 2 


L 2 


e, para modos ET, usando 26.213, 


(26.249) 


k 


Hmji 

-R- 


achamos 



ET 

nmq 




(26.250) 


onde a m?n sao raizes das fungoes de Bessel de primeiro tipo e j3 m , n sao raizes 
das derivadas dessas fungoes. Note que cavidades ressonantes sao bast ante 
sensiveis a freqiiencia aplicada, de modo que apenas freqiiencias iguais ou mui- 
to proximas aos valores definidos acima sao capazes de ocorrer em excitagoes 
das cavidades, e a largura da faixa de freqiiencias tolerada depende basicamen- 
te da geometria da cavidade. Uma cavidade bem projetada pode facilmente 
ter sensibilidades da ordem de 1 parte em 1000, na faixa de freqiiencias da 
regiao de microondas, por exemplo. Nesse sentido, uma grandeza importante 
e o fator de qualidade da cavidade ressonante, dado por 



(26.251) 


onde uj t e uma das freqiiencias de ressonancia da cavidade, U e a energia 
media armazenada nos campos existentes na cavidade e P a f> 5 e a potencia 
media dissipada nos condutores que formam a cavidade. Esse fator mede a 
“qualidade” da cavidade, ou seja, quao estreita e a faixa de freqiiencias em 
torno de uma dada freqiiencia de ressonancia em que a cavidade responde ao 
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ser excitada ou sintonizada. Fatores de qualidade altos significam intervalos 
de freqiiencia muito pequenos em torno da freqiiencia de ressonancia, e e essa 
a condigao que se deseja quando em funcionamento. Vamos determinar essa 
grandeza para os modos ET, partindo dos campos dados pelas equagoes 26.237 
e 26,239. Primeiro, vamos determinar a densidade media de energia, partindo 
de 26.114, 


( u elET/ 




w 

ET ’ £eT + 


1 


e/i 


®et * ® 


* 

ET 


(26.252) 


Assim, precisamos calcular, inicialmente, 


Set * Set + 


1 


e/i 


B 


ET 


£* 


ET 


(S^ET + S,,et) • (S:, ET + S* ET ) 


+ 


1 


€jJL 


(®z,ET + %t, ET) • ET + ®*,Et) 


ou 


Q c* I 1 rn rn * 

GET * ^ET ' --OPYT 1 • J-> 


e\x 


ET 


+ 


1 


eji L 


St,ET • s£ ET 


rn iT>* i <t> rn* i rn rn * i rn <13 

3 z, ET • ^z,ET + ET * X+ET + 3 t,E T * ET + ^t,ET * 


* 

t, ET 


ou ainda, considerando as ortogonalidades entre as componentes de B E t, 


Set * S E t + 


1 


eji 


rn <13 * 

iJTTT’ * ±J 


ET 


£t,ET * ^t.ET 


1 X 

+ — B 

eu, 


2.ET 


• 3 


2,ET 


+ 


1 


eu, 


3 


t, ET 


B * 

EET 


(26.253) 


Agora, usando a equacao 26.237, calculamos 


S * rn* 

„ rp T7i • jj 


2,TE 


z.TE 


< B z (x,y) sen( 




L 


) 


3* z (x,y) sen( 


L 


) 


ou 


®*,TE * TE — l®^| 2 sen2 (^“) 


(26.254) 


Note que a fungao T> z depende de x e y. Em seguida, obtemos, median- 

te 26.239a, 
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St,TE ' £*,TE 


1 ^kxVtS.BT 




i kn - 


w 6 x 


onde 'Bz.et — ®z,et(^> y, z, £)■ Fazendo algumas manipulagoes, temos 


St.TE * £* 


1 k 


o 


t,TE 


ae k | 


(kxV t ‘B,ET)-[kx(V t ® 2 ,ET)1 


(26.255) 


Usando a identidade 1.20, podemos escrever 


(k x V t £ 2 ) • [k x (V t ® 2 , ET )1 


(k • fc)[V t B,ET • (V t ®, ET )1 - [k • (V t B 2 ,E T )1(k • VtS 2 ,ET) 


OH 


(k X V t B 2i ET) • [k x (VfB 2l ET)*] = VtS 2 ,ET • (VtS 2) ET) 


Entao, a equagao 26.255 fica 


£t ,te • £* 


1 k 


i.TE 


tie 


z ,ET • (V f B 2i ET) 

n) ri 


Usando a forma explfcita para !B 2 ,te dada em 26.237, achamos 


£t,TE • £t ,te 


1 k<2 ° sen 2 (^)V t S 2 • (V t 3*) 


/ie k\ 


Por fim, precisamos calcular, usando 26.239b, 


£ 


t,TE 


•B 


i,TE 


r 1 Vt («®*.ET 


LA;2 




) 


1 Vt (-® 2 ’ ETN * 


Lfc2 


dz 


) 


(26.256) 


ou 


-t>t,TE ‘ -D 


1 _ ,3B 2 ,ET\ 


t,TE 


vu 




; • 


Vt( 


<9^2,ET \ * 


<9.2 


) 


Usando a forma explfcita 26.237, achamos 


d'B 


2,ET 


\ .-iu* 


dz 


L 


!B 2 cos( 


L 


e 


(26.257) 
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e, tomando o complexo conjugado, 


97r.g, cos( 9Hu<“< 


dz 


L 


L 


Portanto, temos 


2_2 


1,TE ' ^,,TE = COS 2 (^) V t B, • 


B rn * 
+ T’F! • I? 


^ £ 2 


(26.258) 


Reunindo as equagdes 26.254, 26.256 e 26.258 em 26.253, obtemos 


1 -* 

Q Q + | try m * 

C EX * O EX ' --D EX * -D t: 


6/_i 


ET 


1 ^ sen 2(^) VtS2 .( ViI y* + 


1 


fie k2 


CjJj 


I ® 


2 2 /'? 7r2r 


sen 


( 


L 


) 


2_2 


+ 


1 1 G 7T“ o/Q7rZ 

-TT t- o COS ( —— 

ejx k\ L 2 ^ L 


)V(B, • (V t 3 z )* (26.259) 


A densidade volumetrica de energia, dada pela equagao 26.252, fica, conside- 
rando a equagao 26.259, 


( u elET/ 


4 


k 2 


L jiekf. 


sen 2 (^)V t 2*-(V t £z) 


+ 


1 


eu 


I® 


sen 


2/g 71 '* 
L 


( 


) 


+ ^cos 2 (^)V tBz .(V t ^) 


* 


e/ik^L 2 


ou 


(UelET) . JjL • CW + -L| S ,| W(?£) 

+ cos 2 (^)V,3 Z ■ (26.260) 

Note que, como essa e uma densidade volumetrica, sera preciso integra-la no 
volume da cavidade para obtermos a energia total. Duas integrais importantes 
sao 




cos 




0 


2 
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ou 


0 


L 2 (<i 7rz \j 1 
sen {—) dz= - 


2 


L r 2qirz,i L 
— sen (——) 

x L J Jo 


2qir 


e, finalmente, 

J * 


0 


L 2/Q 7VZ \, L 

sen (—— J dz — 

±J 


2 


(26.261) 


Portanto, temos tambem, usando cos 2 x + sen 2 x = 1, 


L . 


o 


1 


2 fQ* z \ 
cos ( —) 


dz 


L 

2 


ou 


de modo que 


L 


L 


dz 


o 


o 


cos 2 (^)dz 

Lj 


L 

2 


L 


2/ qnz 


o 


C°S-( 


) dz 


L 

2 


(26.262) 


Agora, podemos efetuar a integral em z da densidade volumetrica de energia, 
o que resulta na densidade de energia por unidade de area transversal, ou 

seja, 


dUET 

~dA 


L 


(UelET> dz 


0 


ou, usando 26.260, temos 


dU^T 

dA 


L 


0 


k 


6 2 (W* 


VAjik^ 


sen 


( 


L 


)V t Bz-(V t S 2 ) 


+ 


1 


All 


B 


sen 


2r qjrz 

L 


( 


) + J^TF2 cos 


A^k^L 2 


(V t B z ) 


dz 


Utilizando as integrals 26.261 e 26.262 ja calculadas, temos 


dUET 

dA 


U 2 T 

k ° L v,s 




t^z 


(V t B 2 )* + 


L 

8/U 


\Bz \ 2 + 


8 nk*L 


(V t 3 2 ) 
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ou 


iJ w = M kl + ' (w+(26 - 263) 

Agora, obtemos a energia media armazenada integrando essa expressao na 
area transversal, ou seja, 



ou 

= sk( k « + *z £)L v * s * ■ (ViS dA+ rJ A ^ dA (26 ' 264) 

Podemos reescrever a primeira integral usando a primeira identidade de Green 
bidimensional, o que resulta na equagao 26.123, 


f (V t B*)*. Vt^zdA^kl 

A 



onde k c — k CjUm e dado pela equagao 26.246, 



2 

c,nm 




2 

Q 


(26.265) 


ou 



2 

c,nm 




Com isso, a equagao 26.264 torna-se 


ou 







2 

c.nm 



ou ainda, usando o valor de k^ nm no numerador, 
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e entao, 



(26.266) 


que fornece a energia media armazenada na cavidade para os modos ET. 
Os modos MT sao estudados no exercicio 26.9. 0 proximo passo agora e 
determinar a potencia absorvida pelo condutor que forma a cavidade. A 
potencia media absorvida pelo condutor, por unidade de area, e dada pela 
equagao 23.119, 


d(P) abs 

dA 



onde he o versor normal a area considerada. No caso de uma cavidade, temos 
tres superficies, as duas “tampas” e o condutor lateral que forma a guia de 
ondas que foi delimitada pelas tampas. No caso das tampas, h esta na diregao 
2 , enquanto, na lateral, ele esta no piano xy , para a configuragao que estamos 
usando. Assim, precisamos determinar, inicialmente, o produto h X 3"Cet nas 
superficies relevantes. Vamos iniciar considerando a tampa superior, em ja: = 
L, ou seja, 



ou 


1 - - 

h x IHet — —k x et 

Utilizando a equagao 26.239b, obtemos 


h x Jf et 




ou 


h x BCet 
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Considerando a forma explicita para o termo entre parenteses, dado pela ex- 
pressao 26.257, achamos 






—iujt 


OU 


ft x ;Het 


1 Q7T 


llB L 


cos(^) e -^kx(V t B,) 


(26.267) 


Considerando o complexo conjugado, temos 


71 X 0~C 


1 qz iujt 


akl L 


COS 


( 


L 


)e lUit k x (Vt'B z )* 


(26.268) 


Agora, efetuando o produto escalar entre 26.267 e 26.268, obtemos o modulo 
quadrado de h X IKet 5 isto e, 


(n x IKet) • (ft x ^et) 


1 qn 


lik 2 c L 


cos(^)e- iwt k x(V t B*) 


L 

1 qn 


L 


COS 


( 


L 


)e UJt k x (V t B 2 ) 


OU 


(ft x HCet) * (A x ^et) “ 

2 2 

^^-cos 2 (^)[kx(V t S z )] • [kx(VA)*] (26.269) 

Usando a identidade 1.20, encontramos 

[k x (V t B*)] • [k X (V t B*)*] = 

(k • fc)[(V t B*) • (V t 3,)*] - [k • (V t 3*)*][fc • (V t B*)] 

ou, considerando as devidas ortogonalidades, 

[k x (V t B*)] • [k x (V t B*)*] = (V t 3*) • (V t B*)* (26.270) 

Empregando 26.270 em 26.269, achamos 

2 2 

I ” X ^ et|2 = i^T cos2 (^^) (v ^) • (VtB z )* (26.271) 
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Note que, na tampa em z = L, temos 


nx ^et| Ll 


1 g 2 7r 2 


fj?kj L 2 


(V t B z ) • (V t B z ) 


(26.272) 


O calculo para a tampa em z = 0 e identico, apenas n = +k, e o resultado e 


n x Het\1=o 


1 g 2 7r 2 


L 2 


(V t B z ) • (V t B z ) 


(26.273) 


Portanto, a potencia media absorvida por unidade de area nas duas tampas 
fica 


d(P) 


abs 


dA 


2 x 


1 1 o 2 tt 2 


tampas 


2sC li 2 k A c L 2 


(V t B z ) • (V t B z ) 


ou 


d(P) 


abs 


dA 


1 <7 2 7T 2 


tampas fj, 2 k^S<^ L 2 


(V t B z ) • (V*B Z ) 


e, integrando na area, temos 


(P) abs 


1 9 2 7T 2 


tampas ^2 


(ViB z ).(V t B z )*dA 


A 


ou, usando a equa^ao 26.265, 


(26.274) 


(P) 


abs 


1 ~ 2_2 


tampas ^*.2 £ L 2 


q n 1 YB> z \ 2 dA 


A 


(26.275) 


Precisamos agora calcular n X Wet na superficie lateral da cavidade, ou seja, 

n x Wet = — n x et d—ft x ® 2j et 

fj, fi 

Usando as equagoes 26.237 e 26.239b, temos 


ft x Wet 


1 A 1 _ jd'Zz, 

-nx T 2 V t(^—) 

<72 


1. 

+ -nx 


B z (x,y)sen( 


Q* z \ _-iwt 


L 


) e 


ou, usando a forma explicit a 26.257, 
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ou ainda, 


ft x 3 ~Cet 


1 q'K rQ nz 


L 


cos 


( 


L 


) 


— iu)t 


h x V*!B 


1 ,qTTZ 


H— sen 


( 


ji ' L 


)e _iw * h'X.'hz (26.276) 


O complexo conjugado dessa expressao e 


nxJ(| T 


1 1\os(^)e<“‘nx(V t Z,) 


Hk* L 


L 


1 / q7TZ \ fat ~ .. m* 


H— sen ( 

M 


L 


nxB* (26,277) 


Efetuamos agora o produto escalar entre as equagoes 26.276 e 26.277, encon- 
trando 




ou 



Note que h neste caso esta no piano xy, assim como VtS z , de modo que 
n x esta na diregao z. Alem disso, nx2 z esta no piano xy. Com isso, 

a equagao se simplifica para 
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2 2 

\n x * ET | 2 = cos 2 (^)(n x V t B 2 ) • [n x (V t B,)*j 

+ sen 2 (^) (n X !B Z ) ■ (n x ®*) (26. 

J1 JL/ 

Para reescrever a expressao acima, vamos usar a identidade 1.20 duas vezes, 
comegando com 



[nx(V t B 2 )]-[nx(V t B 2 )*] = 

(n • n)[(V t B,) • (V t B 2 )*] - [h • (V t B 2 )*][n • (V t 3*)] 


ou 


[n X (V t S 2 )] • [n X (V t B*)*] 


(V t S 2 ) • (V t S 2 )* - [n • (V*B*)*][n • (V t B 2 )] (26.279) 


Aplicando mais uma vez 1.20, temos 


(n x B*) • (n x BJ) = (n • n)(B 2 • 3*) - (n • ^ z )(h • B z ) 


OU 


(n x B 2 ) • (n x 3*) = |B 


(26.280) 


Voltando a equagao 26.278 e usando as equagoes 26.279 e 26.280, achamos 


n x IKetI 


i 2 2 

1 q it o/qwz 



V,BJ • (V,SJ* - [ft • (V,SJ)} 


+ 


1 2 /Q nz 

L 


sen 


A* 


( 


)l® 


(26.281) 


Quando aplicamos essa equagao na area lateral da cavidade, dada pela su- 
perficie S g , temos 


n x CKet||, 


1 q 2 7T 2 


a 2 k% L 2 


cos 


2t^ z \ r 


( ;1 r ){ • (v ^r] 


s. 


f[n-(V t B 2 )*][n.(V t B 2 )]} 


s. 


+ 


1 2 f qirz 

L 


sen 


A* 


( 


)|S 


z\S, 
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ou, usando a condicao de contorno 26.91c, temos 



1 


uV 


u?ki L 2 


cos 


2 (Qnz 

L 


( 




s. 



(26.282) 


Portanto, a potencia media absorvida por unidade de area lateral da cavidade 

/ 

e 


dip) 


abs 


dA 


1 


s. 


1 


2sC L 2 


^ cos 2 (^) [ ( V t ®*) • (V t B z ) 


Is. 




sen 



ou 


d(P) abs 

dA 



1 





(26.283) 


(ntegrando essa expressao em z e numa variavel £ que representa a curva no 
piano xy descrita pelo contorno C da se$ao transversal da cavidade, temos a 
potencia media absorvida pela lateral, ou seja, 


(■ p > 


abs 


l 


o 2 

q z 7T z 


S 


8 2 sCu. 2 L 2 



L 


COS' ( 


2 fW* 

L 


) [(V t B*) • (V t B*) 


J s 


dzdi 


9 


+ 


1 


25Ch 



L 


sen 


2 ( QA Z 

L 




)l® 


z\S 


9 


dzdi 


ou, utilizando as integrals 26.261 e 26.262, temos 


(P) abs 


1 


2 2 
q 7T 


S 


9 4 sQ jp k\ L 


f[(v t ‘B z )-(v t 'B z y] Sg de + 


L 


4sCu 2 



I®, 11, 


d£ 


c 


ou ainda, 




2 2 
q tt 


ju4 r 2 
fXj c^nm- LJ 




(26.284) 
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A potencia media total absorvida na cavidade e a soma de 26.275 e 26.284, 
ou seja, 



1 gV 



9^ 

q 7T 


b4 

c.rirn 


2 

L 2 


V tS> z 



ou 




2 2 
g z 7T Z 


b2 


c,nm 



f \'£>z\ 2 dA + 

A 




2 




c.nm 



v t s 2 



s a J 

(26.285) 


Agora, para determinar o fator Q de qualidade, reunimos as equagSes 26.266, 
26.285 e tambem 26.247 (a qual da as freqiiencias de ressonancia), na equa- 
gao 26.251, ou seja, 





U2 


c.nm 




1 




q 2 7T 2 

172 T2 

^c^nm 



2 + |B,I 2 J S 'M 

■J 


ou, como 
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x 


f Ak 2 

c c.nm 

2 2 
g 7T 



M sCLk 0 I 2 q 2 7r 2 

^c.nm ' t -2 


£J 2 dA 


A 


jU2 T 2 


|53 2 | 2 dA + ~ (b 


A 


g 2 7T 2 


-1 


4 Jc 


|V t £,| 2 + |B 


-IS, 


d^ 


Usando a definigao 22.42 para a impedancia do meio, 




e 


temos, para o fator de qualidade, 
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Z$CLk 0 I 2 q 2 7r 2 
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gV 
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ru c,7im J-/ 
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L 

4 
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2 2 

g 7T 


-1 


]U r2 

c,nm. 


v t ®J 2 + is 




-IS, 


(26.286) 


onde, e importante lembrar, a profundidade de penetragao e dada por 22.79, 


{= * Ol 

27T V M/lcS 

sendo que /i c e a permeabilidade magnetica do condutor que forma a cavidade 
ressonante. A expressao 26.286, apesar de ser aparentemente complicada, na 
verdade reduz-se, quando os campos apropriados a cada problema especifico 
sao substituidos nas integrals, a uma relagao que envolve fatores geometricos 
como area das tampas, perimetro da superficie das tampas e altura da cavida¬ 
de, alem de depender das permeabilidades do meio e do condutor e tambem da 
profundidade de penetragao no condutor. Assim, com uma escolha apropria- 
da dos fatores acima, e possivel fazer com que a qualidade da cavidade seja 
bastante alta, ou seja, ela responde apenas se for ser sintonizada ou excitada 
numa faixa de freqiiencias bastante estreita em torno da freqiiencia desejada. 
Note que esse resultado vale para modos ET, e os modos MT sao estudados 
no exercicio 26.9. 


Um sistema interessante que pode ser aproximado por uma cavidade ressonante consiste na 
regiao formada pela superficie da Terra e pela ionosfera, dando origem a uma cavidade ressonante 
esferica onde o condutor interno tern o raio da Terra Rx ^ 6400 km e o outro, externo, forma- 
do pela ionosfera, tern um raio cerca de 100 km maior. Os modos nesse sistema tem freqiiencias 
bastante baixas, correspondendo aos valores medios de 8, 14, 20, 26, 32, 37 e 43 Hz, sendo dadas, 
aproximadamente, por 


u t = 5, 8y/e(£ + 1) (26.287) 

Esses modos sao chamados de ressonancias Schumann, e eles correspondem a modos nos quais o 
sistema Terra-ionosfera e preferencialmente excitado. Assim, raios, que ocorrem a todo instante em 
algum local do planeta, agem como fontes de campos eletricos e magneticos num amplo espectro 
de freqiiencias, algumas das quais coincidem com as freqiiencias de Schumann e se propagam pela 
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atmosfera em escala global. Os valores medios mencionados acima alteram-se diariamente e mesmo 
no decorrer de um dia, e eventos de alcance global podem alterar sensivelmente as frequencias de 
ressonancia de Schumann. Um exemplo foi a explosao de uma bomba nuclear no oceano Paciflco, 
nas ilhas Johnston e a uma altura bem acima do nivel do mar, em 9 de julho de 1962, em que 
se constatou um decrescimo brusco de 3~5% nos valores das frequencias das ressonancias, seguido 
de um retorno gradual aos valores normais em algumas horas. Outra questao interessante com 
relagao a essas ressonancias e que existe a hipotese de que elas possam servir como uma especie de 
termometro global, ja que as intensidades dos campos magneticos associados a elas dependem dos 
raios que ocorrem na atmosfera, e esses, por sua vez, estao relacionados a temperatura atmosferica. 
Assim, alteragoes nas ressonancias poderiam ser correlacionadas com alteragoes de temperatura 
global, o que pode ser utilizado, por exemplo, em medigoes do aquecimento global. 


Apos estudar alguns modos de transmissao de ondas eletromagneticas, 
vamos passar ao estudo dos fenomenos de difragao e espalhamento. 


26.4 Exercicios 

26.1 Seguindo o procedimento descrito na segao 26.1, estude a propagagao 

de ondas entre os pianos condutores, considerando agora os modos 
MT. 

26.2 Resolva a equagao 26.141 e mostre que as solugoes sao dadas pela 

equagao 26.146. 

26.3 Considerando o procedimento discutido no texto, obtenha, para uma 

guia na qual a radiagao se propaga em modos MT, as grandezas 

• densidade linear de energia armazenada nos campos; 

• potencia transmitida pela guia; 

• potencia dissipada por unidade de comprimento da guia. 

26.4 Obtenha os campos eletromagneticos para o modo TEoi numa guia 

de onda retangular, de lados a e 3a, assim como a freqiiencia de corte 
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w c ,oi• o fluxo de potencia e a potencia transmitida associada a esse 
modo. 

26.5 Obtenha os campos para o modo TEn, assim como o fluxo de poten¬ 
cia e a potencia transmitida associada a esse modo, para uma guia 
de ondas de segao quadrada de lado a. 

26.6 Obtenha, para as guias dos dois problemas anteriores, as grandezas 

associadas ao modo MTn. 

26.7 Obtenha os campos dos modos ET para uma cavidade ressonante de 

segao reta retangular de lados a e b e altura L. 

26.8 Considerando uma cavidade ressonante cilmdrica de raio R e altura 

L , obtenha os campos dos modos ET e MT. 

26.9 Determine, seguindo o procedimento apresentado no texto, o fator de 

qualidade Q para uma cavidade ressonante sujeita a modos MT. 




Capitulo 27 


Radiagao, IV: Difragao 


Numa boa parte dos fenomenos que presenciamos em nossa vida 
diaria, a luz, e a radiagao em geral, se propagam como se fossem consti- 
tufdas por raios de luz que descrevem trajetorias retilineas entre dois pontos 
considerados. Esse e o dominio da optica geometrica, e grande parte dos ins¬ 
truments opticos comuns, como oculos, lupas, telescopios, microscopios, etc, 
faz uso dessa ideia. Entretanto, como ja vimos, a radiagao que incide num 
material atua, de alguma forma, sobre os constituintes do material, e sempre 
ha algum tipo de reemissao de radiagao, A radiagao reemitida nao necessa- 
riamente tern que ter as mesmas caracteristicas da radiagao inicial, de modo 
que fenomenos interessantes podem ocorrer. Um exemplo simples e o de um 
orificio que, ao ser iluminado por luz, produz, num anteparo, regioes ane- 
lares claras e escuras, sendo que, se fosse valida a optica geometrica nesse 
caso, haveria apenas uma regiao central clara e o resto seria escuro. Esse e 
um exemplo onde ocorre o fenomeno de difragao, no qual os raios de luz se 
“curvam” ao passarem por obstaculos, podendo atingir regioes proibidas pela 
optica geometrica 1 . Estamos, entao, no dominio da optica fisica, onde os 
fenomenos sao um pouco mais complexos e o formalismo matematico e mais 
complicado do que na optica geometrica. Por outro lado, qualquer estudo es- 
trutural feito em qualquer material passa necessariamente por uma medida de 
difragao de raios-x ou neutrons do material, e a base dessa tecnica experimen¬ 
tal e justamente o fenomeno de difragao. Assim, neste capitulo estudamos esse 
fenomeno, introduzindo as teorias escalar e vetorial de difragao, assim como 


1 ^ ^ 

Note que o fenomeno de difragao ocorre tambem com ondas sonoras. Por exemplo, ocorre 
difragao quando estamos de um lado de um muro e ouvimos sons produzidos do outro lado 
dele. 
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os limites de Fraunhofer e Fresnel para a difragao. A teoria de difragao inclui 

tambem o estudo do espalhamento, sendo que eles sao basicamente o mes- 

mo fenomeno com dois nomes diferentes, dependendo da comparagao entre o 

comprimento de onda da radiagao e o tamanho caracterfstico do objeto no 

qual a radiagao incide, chamado de obstaculo. Quando o obstaculo e muito 

menor que o comprimento de onda da radiagao, e usual chamar o fenomeno de 

espalhamento, ao passo que, se ele for da mesma ordem de tamanho ou maior 

que o comprimento de onda, chamamos o fenomeno de difragao. Ja estuda- 

mos na segao 25.1.1 um exemplo importante de espalhamento, e vamos nos 

/ 

concentrar em estabelecer as bases, juntamente com exemplos, da difragao. E 
interessante comegar o estudo apresentando um metodo qualitative bastante 
util que explica a difragao (e tambem outros fenomenos, como a reflexao e a 
refragao), devido a Huygens. 


27.1 Princfpio de Huygens e Visao Qualitativa da 

Difragao 

Para explicar qualitativamente a propagagao de ondas, incluindo tam¬ 
bem reflexao, refragao e difragao, Christian Huygens, em 1678, desenvolveu 
uma ideia simples e bastante util que pode ser aplicada a esses processos, 
chamada de princfpio de Huygens. Vamos considerar, como exemplo ilustra- 
tivo, frentes de onda plana, movendo-se com velocidade u, como mostra a 
figura 27.1. 


frentes de onda plana 



Figura 27.1: Frentes de onda plana, para a construgao de Huygens. 
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Vamos isolar uma das frentes de onda e vamos considerar pontos sobre ela 
que chamaremos de minifontes, como mostra a figura 27.2. 

frente de onda plana 



v 



Figura 27.2: Uma frente de onda plana com minifontes. 


O principio de Huygens, ou construgao de Huygens, estabelece que de- 
vemos considerar cada uma das minifontes como sendo uma fonte de uma 
minionda, que se propaga a partir da minifonte em todas as diregoes, na for¬ 
ma esferica. Entao, considerando que a figura 27.2 represente a frente de onda 
num instante ii, a mesma frente de onda num instante de tempo £2 pode ser 
obtida atraves da superficie que intercepta todas as miniondas no instante 
i 2 , como mostra a figura 27.3, respeitando-se as condigoes de contorno e a 
velocidade original das ondas. 

frente de onda 



Figura 27.3: Miniondas obtidas a partir das minifontes e 

intersecgao, formando a nova frente de onda. 
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Assim, uma frente de onda plana de extensao infinita continuaria a se propa- 
gar dessa forma ate eventualmente interagir com alguma interface, como um 
espelho, onde terfamos reflexao, uma lamina d’agua, onde ocorreria refragao, 
ou um obstaculo, onde aconteceria difragao. Esse e o caso que nos interessa. 
A figura 27.4 ilustra o que ocorre quando ondas se propagam atraves de um 
orificio feito num obstaculo. em termos das miniondas. 


frentes de 
onda plana 





frente de onda 
difratadas 


obstaculo 


Figura 27.4: Construgao de Huygens para difragao atraves de um orificio. 


Como se ve na figura, as frentes de onda inicialmente planas, ao passarem 
pelo orificio, perdem o carater piano e comegam a se curvar, alterando a 
diregao de propagagao e atingindo regioes proibidas pela optica geometrica. 
Note que, considerando um dado intervalo de tempo, se o comprimento de 
onda da radiagao for pequeno quando comparado com o tamanho do orificio, 
entao na regiao proxima a ele os campos que formam a onda nao se alteram 
apreciavelmente. Entretanto, se o comprimento de onda for da mesma ordem 
ou maior que o orificio, entao os efeitos de difragao tornam-se perceptiveis 
logo apos o orificio. 

Qualitativamente, a construgao de Huygens da uma ideia bastante clara 
do que ocorre durante a difragao. Entretanto, precisamos tambem de algo 
quantitative, e para isso vamos entao iniciar nosso estudo apresentando a 
teoria escalar de difragao. 
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27.2 Teoria Escalar de Difragao 

Para estabelecer uma teoria sobre difragao, podemos iniciar fazendo 
consideragoes simples e gerais a respeito do fenomeno. A primeira coisa a 

i 

fazer e definir alguns termos relevantes. A figura 27.5 ilustra esses termos. 



Figura 27.5: Consideragoes iniciais sobre difragao. 


Na regiao 1 estao as fontes de radiagao, que interagem com a superficie 
S i, que pode ser, por exemplo, uma fenda de difragao numa tela, e o resulta- 
do dessa interagao sao campos de radiagao que se propagam na regiao 2, Em 
geral, considera-se que a superficie S 2 nao participa do problema, podendo 
ser considerada como estando muito afastada da superficie S± (no infinito, 
portanto). Assim, a ideia e tentar relacionar os campos na regiao 2 com a 
superficie 5*1 ou com os campos na regiao 1. Vamos considerar que os cam¬ 
pos tenham uma dependencia temporal descrita por uma fungao harmonica, 
do tipo Alem disso, qualquer componente escalar dos campos, tanto 

eletrico como magnetico, sera representado por N(r), e deve ser descrito por 
uma equagao de Helmholtz dada por 

V 2 K + fc 2 N = 0 (27.1) 

Agora, introduzimos uma fungao de Green U(r) para resolver a equagao de 
Helmholtz acima, ou seja, 


V 2 U + k 2 U = —S(f— f") 



onde r ft indica posigoes no volume da regiao 2. Vamos considerar agora o 
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teorema de Green 1.62, 


(W 2 $ - $V 2 ^) dV = <p (^V3> - $V’F) • n dA 

v Js 

sendo que o operador V age nas coordenadas com duas linhas. Fazendo 


^ = d 


$ = U 


achamos, para o teorema de Green, 


(dV 2 U - UV 2 d) dV 


V 


J (KVU - 15VK) ■ h dA 


Utilizando 27.1 e 27.2, temos 


{d[-<$(f- r ") - k 2 U] + I3k 2 n} dV - <b (dVU - UVd) -ndA 
V Js 


ou 


[-d<$(r - f") - k 2 m + l5k 2 K\ dV 


v 


j (dVU - UVd) • n cL4 (27.3) 


e entao, 


d(r) = £ (dVU - UVd) • (-n) dA 


ou, definindo uma normal n! = 
para fora, como e usual, temos 


n que aponta para dentro do volume, e nao 


d(f) = j) (NVU - UVd) • n' dA 

Agora introduzimos a fungao de Green dada por H.39, ou seja, 


(27.4) 


U(r, r n ) 


ik\f-f 


// 


4n\f 


n 


ikR 


47 tR 


(27.5) 


onde R 


Cj'* _ 


/ 


e, com isso, achamos 


N(r) 



s L 


HV 


ikR 


4nR 


ikR 


4:7tR 




* fi dA 
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ou 





Agora, utilizamos a expressao 25.59, 



e encontramos, lembrando que R = r — r 11 e que o operador V age sobre as 
coordenadas com duas linhas, o que acrescenta um sinal negativo a expressao 
acima, 





RK + VH 




Agora devemos efetuar consider agoes a respeito da superffcie S', que e formada 
pelas superficies Si e S<i* Inicialmente, vamos subdividir a superffcie Si em 
duas outras regioes, como mostra a figura 27.6. Na superffcie Si )0 ficam os 
oriffcios por onde a radiagao pode passar, e a superffcie Si^ fica atras da 
tela (que seria o obstaculo) que contem os oriffcios, do lado da regiao 2. 
Temos assim tres superficies, Si 5 o> Si^ e S 2 - Para essas superficies fazemos as 
seguintes hipoteses, conhecidas como hipoteses de Kirchhoff para as condigoes 
de contorno: 


1. Na superffcie Si i0 tudo se passa como se nao houvesse o obstaculo, ou 
seja, a presenga da tela nao altera significativamente os campos origi- 
nalmente produzidos na regiao 1 e que estao se propagando em diregao 
a regiao 2. Assim, por hipotese, os valores de U e VH • h' em Si )0 sao 
os mesmos, com ou sem tela. Se o tamanho caracterfstico do oriffcio for 
bem maior que o comprimento de onda da radiagao, essa hipotese se 
justifica, conforme vimos quando discutimos a construgao de Huygens 
para a difragao. Porem, se o oriffcio for da mesma ordem ou maior que 
o comprimento de onda, ela perde a validade. Em qualquer caso, na 
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Figura 27.6: Superficies importantes para a difragao. 


regiao de 5i, 0 proxima a fronteira entre o oriffcio e a tela (ou entre Si t0 
e Si lt ) essa hipotese tambem falha. 

2. Na superficie considera-se que K = 0 e VN • n f = 0 em toda a 
superficie. Se a tela for perfeitamente opaca, essa hipotese seria justi- 
ficavel. Entretanto, ela tambem perde a validade na fronteira entre a 
tela e o oriffcio. 

3. Para a superficie S 2 > supoe-se que ela seja escolhida de forma que nao 
contribua para a integral. Note que, em princfpio, isso nao precisaria ser 
assim. E importante lembrar que os campos na regiao 2 sao campos de 
radiagao, os quais sao descritos funcionalmente por 

Z /l P 

( 27 - 7 ) 


Assim, 


dr 




fM) 


ikr 


ik 


r 
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Portanto, considerando as expressoes 27.7 e 27.8, vemos que a de¬ 
pendence em r para os termos da equagao 27.6 e, pelo menos, da ordem 
de . Como a area dA cresce com r 2 , em principio a superficie S 2 contri- 
buiria para a integral acima. Porem, precisamos lembrar que a radiagao 
tem uma velocidade finita de propagagao. Entao, se considerarmos que 
a superficie S 2 esta tao afastada da fronteira entre as regioes 1 e 2 que 
a radiagao nao teve tempo para se propagar ate ela, ai sim os campos 
serao nulos em £ 2 . 


E importante fazer alguns comentarios a respeito das condigoes acima. Em primeiro lugar, 
elas sao aproximagoes, que sao feitas com o objetivo de facilitar o desenvolvimento e que tem 
a vantagem de fornecer resultados bastante razoaveis em varios casos. Entretanto, conforme ja 
discutimos acima, elas tem pontos frageis. Em particular, a hipotese 2, se fosse inteiramente valida, 
teria como resultado o fato de que nao haveria difragao de forma alguma! Quando se especificam, 
ao mesmo tempo, N e VK * n' numa dada superficie para uma equagao diferencial como a equagao 
de Helmholtz, isso torna o problema superdeterminado. Se, alem disso, os valores de H e VK * h f 
forem nulos, o unico resultado possivel e que H = 0 em toda a regiao 2, o que e internamente 
inconsistente. Alem disso, em geral a equagao 27.6 nao fornecera esses valores em S\,t para K e 
VN • h l . E possivel resolver as inconsistencias matematicas presentes nas hipoteses de Kirchhoff se 
considerarmos condigoes de Dirichlet ou Neumann para a fungao de Green que aparece em 27.4. No 
primeiro caso, teriamos uma fungao de Green que satisfaz uma condigao de Dirichlet, ou seja, seria 
nula nos pontos pertencentes a mas sua derivada normal nao seria necessariamente nula, de 

modo que N seria nulo na superficie S\ t t- No segundo caso, com condigoes de Neumann, a derivada 
normal de K, dada por VN • n', e que se anularia em Si t t, permitindo que N pudesse nao ser nula em 
toda Sij- O ponto mais interessante e que, mesmo com essas corregoes, os resultados obtidos sao 
muito similares aos que sao conseguidos quando apenas as hipoteses de Kirchhoff sao consideradas. 
Alem disso, qualquer um dos casos acima implica em que o ponto em que queremos determinar 
os campos difratados (ponto de observagao situado em r) esteja separado da regiao em que ha os 
orificios por uma distancia maior que alguns comprimentos de onda da radiagao. 


Com o uso das hipoteses de Kirchhoff, a equagao 27.6 pode ser escrita como 




RN + VK 




Agora, se a onda emitida pelas fontes na regiao 1 se propagar como uma onda 
esferica, podemos escrever, para uma dada posigao f ‘", 
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N(f") = A 


gik\r u —f '| 


ikR' 


7/ 


V 


/ 


A 


R 


l 


onde 


(27.10) 


R! 


t" — r‘ 


(27.11) 


Substituindo 27.10 em 27.6, temos 


N(r) 


1 



ikR r 


47T [q R 

°l.o 


ik\ 1 


1 


ikR 


Rj4 


ikR' 


R' 


+ vu 


ikR' 


R 


• n' dA 


ou, usando novamente a expressao 25.59 


H(r) 


A 



ikR 


4tt r s R 


ikR' 


ik 


R 


/ 


1 


1 \ - e 

)R + ik- 


ikR' 


ikR) 


R' 


1 


1 \ 


~ t 


ikR ! 




R 


• ft dA 


que fica, ja considerando apenas a potencia de ^ relevante, 


K(r) 


Aik 



AkR AkR 1 


47r Jg x R R 


— (R + R 7 ) • n' dA 


(27.12) 


Assim, a onda e produzida na forma de uma onda esferica em rpropaga- 
se dessa forma ate um ponto r N que e fixado a pertencer a superftcie Si j0 
onde estao os orificios da tela de difragao, e, a partir daf, a fungao de Green 
f}(r, r ") — j-o e a responsavel pela propagagao, em forma tambem de ondas 


esfericas, ate o ponto de observagao f. Aquilo que o principio de Huygens 
estabelece qualitativamente em palavras a equagao 27.6, ou sua equivalente 
usando 27.10, estabelece quantitativamente. Essa expressao e conhecida como 
integral de difragao de Fresnel-Kirchhoff, Ela pode ser reescrita como 


N(r*) 


Aik 



J.kR pikti' 


4t r J s R R 


— (cos 9 + cos O') dA 


(27.13) 


onde 9 e o angulo entre v! e R e 9 l e o angulo entre n ; e Se a onda incidente 
e uma onda plana, entao a expressao 27.12 acima torna-se 


K(r*) 


Aik 



ikR 


47r f s ho R 


(R + R') • n' dA 


(27.14) 
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e, no caso particular de ser uma onda plana incidente com incidencia normal, 
temos & — 0 e a expressao 27.14 se simplifica, fornecendo 

A file C P ikR 

N(f) = __^ (1 + cos 0)dA (27.15) 

47r Jsi, 0 R 

O fator 

0(0, 6') = hcos0 + cos#') (27.16) 

e chamado de fator de obliqiiidade. Note que quando 6 = tt + 9* temos uma 
onda que e difratada no sentido oposto ao da onda incidente. Nesse caso, 
o fator de obliqiiidade fornece 0(0, f^) = 0. Assim, a amplitude da onda 
retrodifratada se anula, e isso explica por que nas figuras 27.2, 27.3 e 27.4 
nao desenhamos as miniondas como esferas completas, apenas como partes 

de calotas esfericas. 

Vamos considerar novamente as equagdes 27.12—27.15 quando aplicadas 
a um problema qualquer. Suponha que um dado ponto da regiao de difragao 
(regiao 2) tenha uma certa intensidade Hi(P) quando uma certa disposigao 
de obstaculos e orificios e utilizada. Considere agora que invertemos os papeis 
desempenhados pelos obstaculos e orificios, ou seja, onde havia orificios agora 
temos obstaculos, e vice-versa (uma especie de “negativo” do problema ini- 
cial). Nesse caso, a intensidade em P vale K 2 (P). E claro que, se somarmos as 
duas intensidades, teremos como resultado Ht(P), o valor total da intensidade 
em P quando nao ha obstaculos. Este resultado e conhecido como principio 
de Babinet para orificios ou fendas complementares, e ele tern algumas impli- 
cagoes interessantes. Por exemplo, considere um ponto P tal que Hi (P) = 0, 
ou seja, a intensidade em P e nula para um dado arranjo de obstaculos e fen¬ 
das. Se fendas e obstaculos forem intercambiados, a intensidade em P agora 
sera ^ 2 (P) = Hf(P), que e a intensidade total. Entao, as areas “claras” de 
uma figura de difragao tornam-se escuras, e as “escuras” tornam-se claras. 
Outro caso interessante e o que ocorre quando a intensidade em algum ponto 
qualquer e nula quando nao ha obstaculos, ou seja, temos Ht(P) = 0. Assim, 
quando algum obstaculo for colocado, a intensidade no ponto passara a ser 
H\(P) por causa da difragao. Se trocarmos os papeis do obstaculo e das fendas, 
a nova intensidade sera ^ 2 (P) e, por causa do principio de Babinet, devemos 
ter Hi(P) + H 2 (P) = H*(P) = 0, ou seja, Hi(P) = -N 2 (P). Como a grandeza 
relevante e |K| 2 , vemos que as intensidades nos dois casos sao iguais, para as 
duas configuragoes de fendas e obstaculos. O sinal negativo surge apenas para 
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representar uma inversao de fase da onda difratada num caso em relagao ao 
outro. 

A expressao 27.12, 




_ikR „ikR' 


Si, 


o 


R R! 


(R + R) • n dA 


que e a integral de difragao de Fresnel-Kirchhoff, fornece o valor de uma gran- 
deza escalar, associada com as componentes escalares dos campos. Podemos 
tentar uma aproximagao semelhante visando considerar os campos vetoriais, 
na forma de uma equagao vetorial, e nao escalar. Nesse sentido, o equivalente 
a equagao 27.4 seria, para o campo eletrico, 


£(f) = £ [£(n' • V'U) - I3(n • V')£] dA (27.17) 

Vamos agora reescrever essa equagao acima. Para isso, vamos considerar ini- 
cialmente que 


(n' • V')(U£) = 0(n / • V')£ + £(n' • V')U 

Portanto, 

U{n f • V')£ = ( n f • V')(0£) ~ £(n 7 • V)U 

Com essa expressao, a equagao 27.17 torna-se 

£{r) = j) [2£(n' • V'U) - (n 1 • V)(UE)} dA 

Vamos usar agora um analogo ao teorema do divergente 1.54 na segunda 
integral, obtendo 

£(r) - <f 2£(n' • VU) dA+ f V 2 {13£) dV (27.18) 

Js Jv 

Em seguida, consideramos a propriedade 1.58c, para escrever 

V' x [V' x (J5£)] = V^V'tUfi)] - V /2 (IS£) 


ou 
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V /2 (U£) = V'[V' • (U£)] - V' x [V' x (U£)] 

Entao, a expressao 27.18 fica 

£(r ) = { 2 £(n' • V'O) dA + f {V'[V' • (U£)] - V' x [V' x (U£)]} dV 

Js Jv 

OU 


£(r) = <f 2£(n ; . V'l5)dA + [ V[V' - (U£)]dV ~ / V' x [V' x (U£)] dF 

/s dy dy 

(27.19) 

Vamos reescrever alguns termos nessa equagao. Primeiro, considere a proprie- 

dade 1.64a, 


Entao, 


' V$dV = 
y 


b <f>ndA 

s 


/ V'[V' • (U£)] dV= (b V • (ui)ndA (27.20) 

dy ds 

onde n = —r^ e a normal para fora de S. Alem disso, considere agora a 
identidade 1.64c, 


Portanto, 


1 VxBdV = 

v 


) fix B dA 
s 


/ V' x [V ; x (U£)] dV = f n x [V' x (U£)] dA ( 27 . 21 ) 

Jv Js 

onde n = —n/, como no caso anterior. Usando as equagoes 27.20 e 27.21 
em 27.19, obtemos 

£(f) = <[ 2£(n' • V'U) dA + / V' • ( UE)ndA - <b n x [V 7 x (u£)] dA 

iS ^ ^ s 

ou, substituindo h = —h' e reunindo todas as integrate numa so, 

£(r) = j) {2£(n' • V'U) - n'[V' • (IS£)] + n' x [V' x (U£)]} dA (27.22) 
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Agora, usamos a propriedade 1.58e para reexpressar o termo V' • (t3£), que 
fica 


V' • (0£) = (V'U) • £ + U(V' * £) (27.23) 

O fator V' x (15 E) tambem pode ser reescrito, utilizando-se a identidade 1.58f, 
ou seja, 


V' x (15E) = (V'U) x £ + 15(V x £) (27.24) 

Vamos relembrar agora as equagdes de Maxwell para o vacuo dadas pelas 
equagoes 25.108, ja supondo uma dependencia temporal do tipo e~ lut , 


V * £ = 0 (27.25a) 

V • B = 0 (27.25b) 

V x B = -inoeouE (27.25c) 

V x £ = (27.25d) 

Entao, as equagoes 27.23 e 27.24 tornam-se 

V' • (15E) = (Vl5) • £ (27.26) 


O fator V' x (LS£) tambem pode ser reescrito mediante a identidade 1.58f, ou 
seja, 


V' x (UE) = (Vl5) x £ + iujU'B (27.27) 

Usando 27.26 e 27.27 em 27.22, achamos 

£(r) = j) {2 £(n' • V'U) - n[(V'0) • £] + n' x [(V'U) x £ + iujWB]} dA 
ou 

£(r) = 

6 {2£(n' • V'U) - n'[(V'U) • £] + n' X [(V'U) X £] + *w(n' X S)U} dA 

(27.28) 
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Agora, vamos reescrever a equagao 27.28. Para isso, vamos precisar da pro- 
priedade 1.19b do duplo produto vetorial, 

(axb)xc — b(a • c) — a(b • c) 

Vamos reescrever 1.19b na seguinte forma: 

a(b • c ) = b(a • c) — (a xb) X c 
Agora, vamos considerar 



b = Vl5 



Assim, temos 


£[(V'U) • ti) = (£ • n')(V'U) - [£ x (V'U)] x n' (27.29) 

0 proximo passo consiste em fazer 


a 



ft- £ 



de modo que 


n'[(V'U) • £] = [n' • (V'U)]£ - (n' x £) x (V'U) 
ou, usando 27.29, 


n'[(V'U) •£] = (£• n')(V'U) - [£ x (V'U)] x n' - (n' x £) x (Vl5) (27.30) 

Agora, usamos 27.29 e 27.30 para reescrever a expressao 27.28, ou seja, 


£(f) = d> |2{(£ • n')(V'U) -[Ex (V'U)] x n'} 

- {(£ • n')(V'l5) - [£ x (V'U)] x n' - (n r x £) x (V'U)} 

+ h' x [(V'U) x £] + iw(n' x : 



OU 
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2(£ -n'){Vl3) -2[£ x (V'l3)] 



- (£ • n')(V'lS) + [£ x (V'U)] x n' + (n' x £) x ( Vl5 ) 


+ [£ x (V'U)] x n' + ^(n' x 



ou ainda, 


£(r) = j> |(n * £)(V'U) + (n' x £) x (V'U) + 2 u>(n' x B)U| dA (27.31) 


que e o analogo vetorial, para o campo eletrico, da equagao escalar 27.4. A 
equagao para o campo magnetico B pode ser obtida facilmente se observarmos 
que as equagoes de Maxwell 27.25 podem ser transformadas umas nas outras 
por meio da equivalencia 

£ -» c% % —> — — 

c 


Entao, a equagao para B fica 


B(r) = j> | {p! • B)(V'U) + (n f xB)x (V'U) - ifi 0 e 0 u(ti x E)Uj dA 

(27.32) 

Considerando as mesmas superficies definidas para a figura 27.6, as integrals 
passam a ser apenas na superficie Si 0 , ou seja, 



• £)(V'U) + ( ft* x £) x (V'U) + iu){n l x B)U 

• S)(V'U) + (ti x B) x (V'U) - wtMn' x 


cL4 (27.33a) 

)«} 

(27.33b) 


Essas expressoes correspondem as integrais de difragao vetoriais de Kirchhoff, 

e elas podem ser usadas da mesma forma que a expressao escalar obtida ante- 

/ 

riormente. E interessante notar que os resultados obtidos pela teoria vetorial 
nao sao substancialmente melhores que os extrafdos por meio da teoria esca¬ 
lar, sendo que essa ultima e mais simples matematicamente. Por essa razao, 
vamos nos concentrar, nos exemplos, apenas na teoria escalar. 

Antes de passar aos exemplos, e interessante definir uma relagao vetorial 
para a amplitude de espalhamento. Considere a figura 27.7. 
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onda incidente 



Figura 27.7: Configuragao para o espalhamento de radiagao 

por um objeto de formato qualquer. 


Na figura, vemos um feixe de ondas planas caracterizado pelo vetor de 
onda ki incidindo num objeto e sendo espalhado em todas as diregoes. Os 
campos associados a onda plana sao £{ e 2^, enquanto os campos da radiagao 
espalhada sao Ej e Bj. A uma distancia r grande quando comparada com as 
dimensoes do objeto, a onda espalhada pode ser aproximada por uma onda 
esferica, com vetor de onda kf. A superficie S\^ 0 corresponde a superffcie do 
objeto, como mostra a figura. Nesse caso, a fungao de Green 27.5 torna-se 


U(r, r") 


pikf(r—f n ) 

AttIt — f ;/ 


ou 


U(r, r ") 


pikfr 0—ikfF 


4tt\ f— r n 


Quando r»r // , o denominador pode ser aproximado por meio de uma serie 
de Taylor, por exemplo, e ficamos com 


U(r,f") 


e ik f r 

47rr 


—ikff 


(27.34) 
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Alem disso, temos que 



ou 



(27.35) 


como pode ser facilmente demonstrado se escrevermos as expressoes acima 
em coordenadas retangulares e efetuarmos as derivadas. Do capftulo ante¬ 
rior, sabemos que ondas esfericas tern comportamento assintotico na zona de 
radiagao na forma 



(27.36) 


onde <S(fc/, kj) e a amplitude da onda espalhada. Se usarmos agora a equagao 
vetorial de Kirchhoff 27.33a para obter o campo eletrico da onda espalhada, 
teremos 



onde usamos 27.34 e 27.35. Empregando tambem 27.36, obtemos 



ie ik J r 

Attv 





n • £/) + (n x Ej) x kj — cu(n x 


ou 




Sl t o 




kf x {ti x If) 


+ u(n' x 3f) — kf(n' • £/) | dA 


(27.37) 
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que estabelece a amplitude do espalhamento para a onda esferica emitida pelo 
objeto. Note que ela depende explicitamente de fc/, o vetor de onda da onda 

espalhada. Ela depende tambem de o vetor de onda da onda incidente, 
pois £/eS/ dependem de £* e B*, os quais estao ligados a Note que os 

campos £/eB/ sao ortogonais a kf, Assim, se quisermos selecionar uma dada 
polarizagao para a radiagao, representada pelo versor -cb, devemos calcular, 
usando 27.37, 


a{kf , hi) 


47r 



—ikff 


u 


[k f x (n' x £/)] 


S i,o 


+ LOVJ • ifl X ® f) 


k f {h' 



dA 


ou, como kf _L 


a(kf, hi) 


% 



e 





[k f x (h 1 x £ f )] +™.(fi'xB / )} dA (27.38) 


A relagao 27.38 pode ser usada para obter uma expressao bastante rele- 
vante no Eletromagnetismo e tambem em Mecanica Quantica conhecida como 
teorema optico. Para isso, vamos lembrar que os campos totais em qualquer 
ponto do espago sao dados pela soma dos campos incidentes com os espalha- 
dos, ou seja, 


£ — 8>i + Ef 

e 

S ” B f 

Agora, relembramos que o fluxo de energia transportado pela radiagao por 
unidade de area e tempo numa dada diregao, o que equivale ao fluxo de 
potencia por unidade de area, e dado pelo vetor de Poynting multiplicado por 
um versor daquela diregao. 0 valor medio do vetor de Poynting e obtido da 
relagao 22.52, 
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e, para o vacuo, temos 

(S) = — R|£ x 35*1 = x Bl 

2/^o L J 2 / j,q 

Podemos determinar a potencia total espalhada, associada a onda espalhada, 
mediante a integragao do vetor de Poynting sobre uma superficie grande o su- 
ficiente para que os campos sejam campos de radiagao. No entanto, como nao 
ha fontes de radiagao espalhada alem do objeto espalhador circundado pela 
superficie Si j0 , podemos calcular a potencia espalhada usando essa superficie, 
ou seja, 


ou 



P “ p " 2« £, 

Em geral, o objeto espalhador pode absorver parte da energia que recebe da 
onda plana incidente, devolvendo na forma de radiagao espalhada uma fragao 
dessa energia, e nao toda ela. Por exemplo, a radiagao incidente pode gerar 
correntes eletricas que farao com que parte da energia seja dissipada na forma 
de calor. A potencia total que atravessa a superficie S i, 0 6 obtida por meio de 


R[i f xT>}] * n dA (27.39) 


-Ptotal = f (<5 to tal ) - ft* dA 

Js lt0 

OU 

Pt otal = ^~<£ 3? [£ X • n' dA (27.40) 

2 Mo J Suo 

Note que essa potencia e um balango entre o que entra e o que sai da superficie, 
e se o objeto nao absorvesse nada, entao essa potencia total seria nula. Como 
o objeto nao e uma fonte de energia, essa integral normalmente resulta num 
valor negativo, pelo fato de uma parte da energia hear no objeto e nao retornar 
ao espago em volta dele. Essa integral, com o sinal oposto, resulta na potencia 
absorvida pelo objeto, ou seja, 
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Portanto, a potencia total que e absorvida ou espalhada, isto e, a potencia 
total que e retirada da onda incidente, e a soma das equagoes 27.39 e 27.41, 
ou seja, 




+ Pabs 


ou 


P = 2 _^ 3R[£/XB}] -n'dA- <b R[£x®*] -h'dA 

J Sl t o r *0 J S 1 )0 


ou ainda, 


P 


1 


2uq 



S'l.o 


S[£/X®}-£xB*] - h'dA 


Agora, para simplificar essa expressao, devemos calcular 


£ x B* = (£t + if) x (B* + Bj) 


ou 


£ x B* = £* x B* + £* x B} + £/ x B* + £/ x Bj; 


(27.42) 


Com essa equacao, a expressao 27.42 pode ser reescrita como 



que pode ser escrita ainda como 
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b »[£i xBj] -n'dA 

S ho 



(27.43) 


Note que 



e que 


Entao, 



»[£iX®J] = »[£• xB/] 

Assim, a equagao 27.43 pode ser escrita como 



Precisamos agora dos campos referentes a onda plana, os quais sao dados 
pelas equagoes 22.18 e 22.25. Considerando apenas a dependencia espacial, 
temos 



(27.45) 


onde o versor representa a diregao de polarizagao da onda plana incidente 
e £o,i e a amplitude do campo eletrico da onda incidente, alem de 


3i(r) - -ki x Ei = 

c 



Assim, temos 


(27.46) 
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ou 



Utilizando a identidade 1.19a, temos 


(27.47) 


t&i x (ki x to*) = (to i • to*) fc — (to; • &)to* 

Como a onda plana e transversal, k JL to*. Alem disso, to* * to* = 1, de modo 
que 



Entao, a equagao 27.47 torna-se 



(27.48) 


o que faz com que o primeiro termo do lado direito da equagao 27.44 torne-se 



h $l[E i x'B*]-h'dA = 

s h a 





ou 



h • n dA 


Sl,o 


A integral acima e, na verdade, nula, como pode ser facilmente demonstrado 

A 

se uma superficie Si j0 esferica for considerada e ki e h f forem escritos em 
termos de coordenadas retangulares, o que e deixado como exercicio para o 
leitor (veja o exercicio 27.1). Isso tambem pode ser entendido de outra forma, 
mais simples. A onda plana transporta energia, mas esse transporte ocorre 
sem perdas pelo espago. Assim, o fluxo total de energia atraves de qualquer 
superficie fechada e nulo. Portanto, temos 



b »[£ i xB?].n'dA = 0 

Sl t o 


(27.49) 
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Com o uso de 27.49, a equagao 27.44 simplifica-se para 


P 


1 


2^0 



S'l.o 


+ -h'dA 


ou, utilizando as equagSes 27.45 e 27.46, 


P 


1 


2 Mo 



5R 


£* 


z/cj -r 


// 


rofxS/ 


^1,0 


0,z 


+ £/X 


1 


Lcfc,- 


fcz X (£o,z e 


—iki -r 




9 

l 


• ri/ cL4 


que pode ser escrita como 


P 


1 


2 Mo 


£5,< 



—ikj •f 


// 


tet* x £ / • n' 


s i. 


o 


+ 


1 


ck 


[Ef x (ki x 


■ 

Z 


)] • 77 /j cL 4 


(27.50) 


Agora, usamos a propriedade 1.17 dos produtos mistos, de forma que 


zzj* x 23 ^ • 77 / = Bj x 77 / • ct* 


A 

i 

z 


n'xS/ 


(27.51) 


Alem disso, usamos tambem a identidade 1.19a, o que faz com que tenhamos 


[£ / x(fc i XCT*)]-n / = [(£/ 


A jjc 


% )k t 


(Ef • ki)^7*)]-n' 


ou 


[£/ x (ki x XZ 7 -)] • n' = (if • -uy*i)(ki • fi) - (if • fci)( 


A * 


n ) 


(27.52) 


Agora, vamos calcular, usando a mesma identidade, 


A * 


[fciX^'xy] 


^ * 


[(fct • £/)n' - (£* • n')£/] 


ou 




[fci x (n' x £/)] = ( 




n )(ki •£/)-( 


if)(k{ • n') 


(27.53) 


Comparando as equagoes 27.52 e 27.53, vemos que elas sao iguais a menos de 
um sinal negativo, ou seja, 
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[£y X (ki X ot*)] * ^ 


A Jifc 


[ki X [n' X £/)] 


(27.54) 


Com o uso das equagoes 27.51 e 27.54, a expressao 27.50 fica 


P 


1 


2a 0 


VU £* 0>i 



—iki *r 


// 


* 

ft 

Z 


fi'xBj 


Sl,o 


1 . 


cki 


[k{ x(n'x£/)]} cM 


ou 


P 


1 


2/xocfcj 


£o,j 



~ik{ ’L ff J , . ~ * 

e 1 < tj'ccr ■ 


—* 

n'x3/ 


+ 


A 


[fci x (n ; x £/)]} dA 


(27.55) 


Vamos relembrar agora a equagao 27.38, que fornece a componente da inten- 
sidade da radiagao espalhada numa dada diregao, 


3(fc/, k{) 


47T 



—ikff 


=*// 


[fey X {pi X £ y)] + UJ'UJ • (n' X By) X dA 


Vamos considerar o caso particular em que ocorre fcy = k{ e tambem 
ou seja, 




l J 


^ * 
# 

z 


<*(£/ = fci, fcj) 


47T 



—iAr. 



5|f 

+ 

z 


[ki x (n' x £/)] + wot* • {p! x 



di4 (27.56) 


Note que as integrals nas equagoes 27.55 e 27.56 sao identicas, o que permite 


escrever 


P 


1 


2u 0 cki 


5ft 


r47r 


l % 


' <*(£/ = ki, h) 


ou 


p 


2ir 


UQCk 


5ft 


t£ 


jfc A # 


0,i w i 


a (A:/ = h, ki) 


(27.57) 
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Precisamos considerar agora que, se a + bi e um numero complexo, temos 

5R[i(a + bi)] = $t(ai — b) = — b 


e tambem 


+ bi) — b 


de modo que 


+ bi)] = — Q(a + bi) 


Entao, a equagao 27.57 torna-se 


P 


2tx 


fiQcki 


Of 


£ 


* * * 


0,i 


a(kf = k iy ki) 


(27.58) 


Calculemos agora o vetor de Poynting da onda plana incidente, mediante a 
equagao 27.48, ou seja, 



Entao, na diregao de propagagao da onda temos 



ou 



(27.59) 


Agora, definimos a segao de choque total at como sendo a potencia total 
absorvida ou espalhada dividida pela potencia incidente, ou seja, considerando 
a razao entre as equagoes 27.58 e 27.59, temos 



ou 
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2n c- 
A*o chi 

• s (k f = ki,ki ) 


|£t),i| 2 


2/^oC 


ou ainda, fazendo algumas manipulagoes, 



(27.60) 


Agora, definimos a amplitude de espalhamento normalizada por intermedio 
de 


/(*/, fc.) = ki) (27.61) 

to ,i 

o que faz com que a equagao 27.60 fique sendo 



47T 

ki 


o- 




/(*/ = h) 


(27.62) 


que e o teorema optico, valido tanto no Eletromagnetismo Classico quanto, na 
forma padrao 27.62, em Mecanica Quantica. Ele relaciona a segao de choque 
total de espalhamento com a amplitude de espalhamento frontal produzida 
pelo espalhador. E uma relagao bastante util, que pode ser empregada para 
obter outras propriedades relevantes. 

Apos estudar as teorias escalar e vetorial para a difragao, vamos passar 
a alguns casos particulares relevantes. 


27.3 Difragao de Fraunhofer 

Para um problema geral de difragao, a resolugao das cquagocs 27.12— 
27.15 pode ser extremamente complicada matematicamente. Podemos sim- 
plificar o tratamento, considerando alguns casos-limite relevantes, sendo o 
primeiro conhecido como difragao de Fraunhofer. Vamos considerar uma fen- 
da ou oriffcio piano, de segao reta qualquer, perpendicular a um dado eixo, 
escolhido aqui como sendo o eixo z. Queremos determinar a figura de difragao 
que se forma num piano tambem perpendicular a esse eixo situado a uma certa 
distancia do piano da fenda. A figura 27.8 ilustra as grandezas relevantes. 



846 


27. RADIAQAO> JV: DIFRAQAO 


V 








.. 

. 

>>: -V 7 -; Vi-x-yx-y.;.: £: -: 


I ^r‘r; W::: ^^-^i--;;--^-^^ ^| r££>>£ r : : : I; :-:-r=: : : : :-:^->:-:-:::^:->:>:>>^ 

h r 1 iViVi'i’iViJi’j i j i i h k k b iJiVi’i'ij'i jVj 1 iji 1 b k k i"i L «"ij j i V h k 1 ^ l k k L b_i L k b k . k"«". k B L ."« j j"j i j ■ j 


: ■ X- x-v: «■ x-:- x :x ■: *:■ x+: ■ 

_ L _ ^. . k • l^k m ^ I k a aa a J J . a m^m ka'ka a kl a ■ a i 




■Jwl'.vlv 


.v.ylv.v i -L k Z[.-. k »-_^j^!;! 

.iiiiilijiliiit 




|;-:-r'K , 'H 5 ^;-:-;vi 

>xw«:s^x : 

■p.-.-.-.-px'pp 

-yi-* i- :>!■ 

yyr.^WL 

r- , . , l ’.u. V.v.y.v. ■-■- v.w.v 

I^.Vi. 


. 

_-[-l[![."[-.-J ijJ | 1 _' I ■.-. VLr.y[-!v>AV.-_ ■ 

■!■■ Vrv!' r/rVij-I-V, 

'■ L i>b[Z"i>_"Z"_"^_jj^r j ' j . 1 . ■ ■. ■ 

vi-vri-v-v-: v- 


,■- ■! l ‘' PrV ^yjrV, ■, * ■, ■ xv, ■■>.:, -i-p.-r^-pi-p-.-rp>; ; ? ,-p, ■ p r-, l , - . -p, -r-, -, -:-. -. -r-.--^-.-'-.- .-> ,-,-.-,-, ■?■ /x 






'v.^.vSil'.'.^.^'^__ 

■_-_■_■_■_■_ 1 1 1 -_ J _ J . J j'j'j 1 1 1 '_' ' m u m WW s 4\/ m s m ii , m , J '.■ 

h:-yy.-> :v:v :■ :■ frvjyv:v£>k : ■ rj 

F -v":-■>" :o:oSro"S-i>>;p:-:;:-:-:’"-r-:-:->:-:-p:-:-p: 

-:x::>-:^'>:-:-:-:=: : :^- ;; x: ^ :': : >r:>r^:>X;:=:=:=:>'>:' 

i- j; j v_y> .|ppl|l\ypp, ■ l - l l , ‘‘vIv/i-.-.v/.w -.■■►, l . l l-l l :-l-‘ l :-.-.-:- 


,....... _ .J>:-:-:-^^;:>=:;>:=:--;:>:-:-r^vr^>-:-:-:::-:>>-:-:^::<-:J L : L X^-; : >:!: 

jj - X ■ V p^:>o:::.; ; vp.v. X ■;-:-; X^xxvxXXx |±> ;. ■ 7 

IS&pgsp 

.v.v.Vi 1 .v. , .-.v. 1 '. ■_ 



^ ^ fjti ^ ; ■ 

. 1 ■ v>A^--'vv>-v> ,v>-vpiv>p>’’ 7 ’v r " ■>:■: 

x ■ >[y: ■ :v ^i-iyvXv iv^vx-x^v >:s ^ ; : ^: ;:■ I 

!: ■ ■ ■ r-: ^- r-^ ■ ^ j^W: ^ | 

•. •. •. r • .v •,', r •. •. 


r:v 

■ h -Z-k-.-I-.-.-Iv.-I-.V. ■. 


■- r .v- vv^o« - -X" v ^ ^ '' p ' 




| ■: ; :<■ -; • y , : ; ■;■ >;>■>>-; |; ■; |; 

; ^yy^y :^ ?] ; y: y: ; :-: ; x ; : ; x ; : ; :-:-:-:-:.; y y^XrX-i-Xyi:;,:,; ; > >: ; y’ ; > > >:.: ■ s 

v/Iv.v.ylv. >J ■.-. ■_■ L 1 P yl , ]yj*,ylv,w^ V! V1 1 /vayay.'.’-y-V! ■ J 'J; 

^ ,\r: 

I 'rxi'.vH ; :^^.^;. , :; , , , ,s ; ,'' r li 


lypL 



piano de difragao 


Figura 27.8: Diagrama para a difragao de Fraunhofer. 


O piano da fenda situa-se em z = 0, e posigoes na fenda sao descritas 
por pontos com coordenadas (u,v) e sao descritas pelo vetor r n . O piano de 
difragao esta em z = Z, e o ponto de observagao P tern coordenadas (x,y). 
Pontos, nesse piano, sao dados pelo vetor r. O versor normal ao piano da 
fenda vale n f — k. 

Vamos restringir a radiagao incidente na fenda ao caso de frentes de 

equagao de interesse e a 27.15, 


+ cos 9) dA 

Alem disso, vamos considerar que o tamanho caracterfstico da fenda (D), 
o tamanho caracteristica da figura de difragao no piano de difragao ( Df ) 
e a distancia r entre a origem e o ponto de observagao sigam as seguintes 
condi goes: 


onda planas com incidencia normal. Assim, a 
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D 2 

— = (u 2 + v^max < r 2 (27.63a) 

Dj = (x 2 + y 2 )max « r 2 (27.63b) 

As duas condigoes sao conhecidas como limite paraxial, e a ideia e obter 
as grandezas numa regiao proxima ao eixo z, limitando a radiagao a essa 
vizinhanga. Com essas condigoes, o angulo 6 entre n f e R e pequeno, e o fator 
de obliquidade 27.16 pode ser aproximado por 

0(9,6') = i(l + cos 8) « 1 (27.64) 

Alem disso, no denominador de 27.15, podemos fazer 

R » Z (27.65) 

Entretanto, essa e uma aproximagao muito simplista para o fator R que apa- 
rece na exponencial, pois ele esta associado a uma fase que pode variar apre- 
ciavelmente, mesmo quando R em si nao varia muito. Vamos lembrar que 

r" = u\ + v] (27.66a) 

r = xi + yj + Zk (27.66b) 


Entao, 

R = r — f fl — (x — u) i + (y — v ) j + Z k 

de mo do que 




= y/(x — u ) 2 + (y — v) 2 + Z 2 


ou 


R 




+ u- 


zxu -t- y 


i 




- a 


■ 


(27.67) 


Note que, de 27.66b, 



Ent ao, 
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R = yV 2 + u 2 + v 2 


— 2 (xu + vy) 


ou 


R 



u 2 + v 2 2 (xu + vy) 


1 + 


(27.68) 


Agora, vamos introduzir os cossenos diretores de f por meio de 


x 


a 


13 


y 


7 




r 


(27.69) 


Lembrando que estamos considerando o limite paraxial, a equagao 27.63b 


implica que a e j3 sao pequenos, enquanto 7 


1 , o que faz com que o 


ultimo termo dentro da raiz quadrada em 27.68 seja pequeno. Alem disso, 
a equagao 27.63a implica que 0 segundo termo dentro da raiz quadrada e 
pequeno. Podemos entao efetuar uma expansao em serie de Taylor, ou seja, 



1 ( u 2 + v 2 2 (xu + vy) 

I t~ r» rT 


1 + 


u 2 + v 2 


2 (xu + vy) 


_ 1 
2 



1 + 


u 2 + v 2 2 (xu + vy) 




1 


r 


au + Bv 1 u 2 + v 2 

---1-L 

-t- 2 o f 


(27.70) 


onde usamos as equagoes 27.69. Com o uso da expansao 27.70, a equagao 27.68 
fica 


R = r 



ou 


u 2 + V 2 

R = r — (au + fiv) H--- (27.71) 

2r 

Agora, a questao e a relevancia do terceiro termo do lado direito da equagao 
acima. Na difragao de Fraunhofer, a condigao que importa e 

(27.72) 



ou, equivalentemente, 
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(27.73) 

que relaciona ao mesmo tempo as tres grandezas relevantes, A (o comprimento 
de onda da radiagao), D (o tamanho medio da fenda) e r, a distancia entre 
a fenda e o ponto de observagao. Note que essa condigao e mais restritiva do 
que simplesmente a condigao de raios paraxiais, ja que, se ela for satisfeita, 
a condigao 27.63a e automaticamente satisfeita. Alem disso, a condigao de 
estarmos na zona de radiagao, ou seja, A <C r, tambem e satisfeita com a 
condigao de Fraunhofer. Assim, considerando que essa condigao seja valida, 
podemos desconsiderar o terceiro termo do lado direito em 27.71 e obter, para 
a difragao de Fraunhofer, 



R = r — (cm + f3v) (27.74) 

A 

E interessante notar que, no outro caso relevante envolvendo difragao, que e 
a difragao de Fresnel, que veremos depois, o terceiro termo nao e desprezado 
em comparagao com os outros dois. Com o uso de 27.64, 27.65 e 27.74, a 
equagao 27.15 pode ser escrita como 



Sl.o 


ik\r—(au+0v)] 

z 


2 dudv 


ou 


H(r ) = - Alke ^ r l e -ik(au+0v) dudv (27.75) 

2irZ Js ho 

Antes de aplicar a equagao acima, e interessante considerar tambem o pro- 
blema de uma fenda de difragao que seja muito extensa em uma das diregoes, 
como em u, por exemplo, e que esta sendo iluminada por uma fonte de ra¬ 
diagao tambem muito extensa numa diregao paralela aquela em que a fenda e 
extensa. Este caso, apesar de violar o criterio de Fraunhofer, pode ser tratado 
de forma similar, partindo-se da equagao 27.12 e efetuando uma integral na 
diregao em que a fonte de radiagao e a fenda sao extensas. Isso inclui uma 
constante a equagao, e a integral de Fraunhofer, nesse caso, fica 


N(r) = A <b e~ ikau du 

J S\ )0 


(27.76) 
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onde A reune as constantes que surgem durante o desenvolvimento e u des- 
creve a diregao em que a fenda (ou fendas) e (sao) limitada(s). Vejamos agora 
alguns casos relevantes. 


27.3.1 Difragao por Fenda Unica 

O primeiro caso que vamos estudar corresponde a termos uma fenda 
plana de tamanho 2D que esta separada de um anteparo tambem piano por 
uma distancia Z, conforme a figura 27.9. 



Figura 27.9: Diagrama para a difragao por fenda unica. 


Para esse caso simples, a equagao 27.76 fornece 


H(r) = A 


r D 

' e ~ ikau du 

-D 


OU 


N(0) = A 



—ikau n 




que fica 
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A 


*- p— ikotD 


ikotD 


ika 


que pode ser reescrito como 



2A 

ka 


sen kaD 


ou 


N(0) = 2 AD 


sen kaD 
kaD 


(27.77) 


Definindo 


. _ 2tt 2i xD x 

t = kaD = —— D sen 9 ~ —-- 

A A Z 


onde usamos 27.69, temos 


N(0) = 2AD 


sen t 
t 


(27.78) 


(27.79) 


A figura 27.10 apresenta a amplitude normalizada para a difragao por fenda 
unica. 



Figura 27.10: Amplitude normalizada para a difragao por fenda unica. 



27. RADI A £A O, IV: DIFRAQA O 


A intensidade da radiagao que chega ao piano de observagao e proporcional 
ao modulo quadrado da expressao 27.79 acima, ou seja, 

1(0) <x m 2 = 4\A\ 2 D 2 b(^^Y (27.80) 

onde B e uma constante de proporcionalidade. Lembrando que 


lim 

t->o 


sent 

t 


1 


(27.81) 


a intensidade para 0 — 0 vale 


Iq = 1(0 ) = 4\A\ 2 D 2 B 


(27.82) 


Entao, 


m = Iq 


sent \ 2 


t 


(27.83) 


e a figura 27.11 mostra a intensidade normalizada para a difragao por uma 
fenda unica. 



Figura 27.11: Intensidade normalizada para a difragao por fenda unica. 


E interessante notar, na figura 27.11, que existe um maximo central em t — 0 
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que e bastante intenso, e as intensidades dos maximos secundarios diminuem 
rapidamente com o aumento de t. Os mmirnos de intensidade (I = 0) ocorrem 
para t = ±7r, =L27r, d=37r,.... A largura angular do primeiro maximo, o central, 
e determinada pela posigao t = 7 r, ou seja, utilizando a equagao 27.78, temos 



27T 

T 


DsenO 



ou 


sen 0 



Assim, o angulo 9\ referente ao primeiro mmimo ocorre em 


(27.84) 



arcsen 



rNj 



(27.85) 


onde usamos a condigao de que o comprimento de onda e muito menor que o 
tamanho caracteristico da fenda, de modo que 9 e um angulo pequeno (apro- 
ximagao paraxial). E interessante notar que cerca de 90% da potencia irradia- 
da e encontrada na regiao do maximo central, enquanto o proximo maximo 
responde por 5% da potencia total, e assim sucessivamente (veja o exerci- 
cio 27.2). Alem disso, pela expressao 27.85, vemos que, quanto mais estreita a 
fenda de difragao (D menor), maior e a abertura angular do maximo central, 
e tambem dos outros maximos, se suas posigdes angulares forem determinadas 
como fizemos para o maximo central. Isso indica que os efeitos de difragao 
sao maiores e que estamos mais distantes da optica geometrica. Esse resul- 
tado tern importancia tambem na resolugao de instrumentos opticos, como 
microscopios e telescopios, por exemplo, o que discutiremos na segao 27.3.4, 
sobre fendas circulares. Vejamos agora o que ocorre quando temos duas ou 
mais fendas difratantes. 


27.3.2 Difragao por Fenda Dupla e por Multiplas Fendas 

Nosso proximo passo e considerar um sistema formado por duas fendas 
iguais, de largura 2Z3, paralelas e separadas por uma distancia 26, conforme 
mostra a figura 27.12. 
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Figura 27.12: Diagrama para a difragao por fenda dupla. 


Para o caso da difragao por fenda dupla, a equagao 27.76 torna-se uma 
soma de duas integrals, ou seja, 


M ( f ) = A 


-b 

e~ ikau du +A 


b-2D 


b+2D 

e~ ikau du 


b 


OU 





—ikotu n 



-b 

-b-2D 



|- e -i/can-| b+2D 

. ~ika lb 


que fica, fazendo algumas simplificagoes, 



[^ikab _ gika(b+2D)~\ 


_|_ t e -ika(b+2D) 



OU 




^ika(2D)l 


_|_ e ~ikab f e -ika(2D) _ 



ou ainda, 
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N(r) 


^ f ikab ikaD 

ika\ 


—ikaD _ ikaD 

c o 


+ e 


—ikab ikaD f ikaD AkaD 


I 


que pode ser escrito como 


H(r) 


A r „■ 


ika 


ika(b+D) (_2i) sen kaD ] + e lka ( b + D ) (—2 i) sen kaD 


ou 


N(r) 


2 A 
ka 


sen 


kaD [ 


ika(b+D) 


+ e 


—ika(b-\-D) 


e, finalmente. 


K(r*) 


4A 

ka 


sen kaD cos ka(b + D) 


Definindo, como antes, 


t = kaD 


2tt ^ . 27 tD x 

— D sen 0 & —-— — 

A A Z 


e tambem 


(27.86) 


5 = ka(b + D) = fc(6 + D) sen 9 


(27.87) 


achamos 


AAT^ sent 

N(r) = 4^413-cos 5 


t 


de modo que a intensidade fica sendo 


(27.88) 


I oc | N(r) 


ou, introduzindo uma constante de proporcionalidade, 

I = 16 |^| 2 .D 2 .B^^-b cos 2 s 


(27.89) 


Novamente considerando a intensidade para 6 
0, temos 


0, de modo que t —» 0 e 
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Jo = 1(0) = 16\A\ 2 D 2 B 


(27.90) 


Entao, 



sen t 
t 


cos 2 s 


(27.91) 


cujo grafico, para b = 4D, e mostrado na figura 27.13. Note que. comparando 
as equagoes 27.82 e 27.90, vemos que as intensidades agora sao quatro vezes 
maiores que as intensidades no caso de fenda unica, ja que as fendas irradiam 
em fase e as amplitudes das ondas difratadas por cada fenda isoladamente 
somam-se, o que faz com que a amplitude dobre num dado ponto e o quadrado 
da amplitude, que e a intensidade, quadruplique. Alem disso, o fator que 
envolve o seno e o mesmo que aparece no caso da fenda unica, so que agora 
ele esta multiplicado por um fator que envolve o cosseno. Como b > Z), o fator 
cosseno e modulado pelo seno, como mostra a figura 27.13, que apresenta a 
intensidade normalizada da radiagao produzida pela difragao por fenda dupla 
para o caso em que b = 4 D. Na figura, mostramos tambem a fungao se !^ 1 que 
modula o cosseno. 


C3 

cd 

Nl 

■ 



o 

c 




-15 -10 -5 0 5 10 15 

t (= kD sen 0) 


Figura 27.13: Intensidade normalizada para difragao por fenda dupla 

para o caso b = 4 D (linha cheia) e a fungao se ^V ■, que 
modula a fungao cos 2 s. 
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Podemos agora partir para o caso de uma tela com N fendas igualmente 
espagadas, de modo que temos uma difragao por multiplas fendas, conforme 
mostra a figura 27*14. 



Figura 27.14: Diagrama para a difragao por nuiltiplas fendas para N par. 


Na figura, temos TV = 4. Note que, se N for par, entao o origem de u cai no 
meio de um obstaculo. Se for impar, ela situa-se no meio de uma fenda. O 
resultado final e o mesmo, e vamos considerar inicialmente as grandezas como 
definidas na figura 27.14. Com a origem colocada como na figura, a j-esima 
fenda no lado positivo de u situa-se no intervalo 

N 

[b + (2b + 2 D)j, b + 2 bj + 2D(j + 1)], j = 0,1, 2,1 


enquanto, no lado negativo, a £-esima fenda fica no intervalo 


N 


[-(b + 2 be + 2 D(l + 1)), -(b + (2b + 2D)l)\ , ^ = 0, 1 , 2,1 


Assim, a equacao 27.76 torna-se 
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TV 

2 


1 


H(r) = A 




/• 6 + 26 j+ 2 Z?(j+l) 

b+(2b+2D)j 



~[b+(2b+2D)e\ 

e~ ikau du 

[b+2b£+2D {£+!)] 


OU 


TV 


- 1 


TV 


Hr) = 


- e -ikau b+2bj+2D(j+l) 


- 1 


3 = 0 


ika i b+(2b+2D)j 


+ 


^E 

£ = 0 


—ikau 




-[6+(2H-2£>)£] 

-[ 6 + 26 ^+ 2 J D(£+l)] 


que fica 


K(r) 


TV 


A 

ika 


-1 


El 


-ika[b+2bj+2D(j+l)] 


—ika\b+(2b+2 D) j] 


3=0 


N 


A 

ika 


- 1 


EP 


ika[b+(2b+2D)t] _ ika[b+2bi+2D{e+\) 

o 


£ = 0 


OU 


K(r) 


TV 


Ae 


—ikab ? 


- 1 


ika 


El 


-ika(2D) 0 -ika(2b+2D)j 


—ika(2b+2D)j 


3 = 0 


N 


Ae 


ikab ? 


1 


ika 


El 


^a( 26 + 2 £>K] 


,ifcof(2 J D) _ifca(26+2D)f 


* = 0 


ou ainda, 


TV 


N(r) 


Ae 


—ikab 2 _ 


- 1 




Et 


—i/ca(2.D) 


l]e 


zA:a(26+2I?) i 7 


i = o 


TV 


Ae 


ikab 


- 1 


ika 


Ep 


iA:af2Dh ^?A:a(26+2 J D)£ 


(2D) ]e z 


€ = 0 


que pode ser reescrita como 
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N 


- 1 


a _ zkcxb ^ 

— M _ e -2ikaDif^ _ ^ e ~ika(2b+2D)j 


ika 



7=0 


+ [e 


2 ikaD 


i] 


Ae 


N_ 

ikab 2 


1 


ika 



ika(2b+2D)e 


(27.92) 


£ = 0 


As series sao series geometricas, e suas somas sao dadas pela equagao 2,34, 


5 


n 


q 0 (l - r n ) 
1 — r 


onde n e o numero de termos. Entao, como ao = 1 para ambas as series, que 
tem y termos, obtemos 


N 


- 1 



—ika(2b-\-2D)j 


1 - [e 


—ika 


(26+2D)l 


N_ 

2 


J = 0 


ou 


N 


- 1 



— ika(2b-\-2D)j 


3=0 


e tambem, para a outra serie, 


N 


1 



jka(2b+2D)£] 


£ = 0 


OU 


N 


- 1 



,ika(2b+2D)£] 


£ = 0 


1 - 

_ e -ika(2b+2D) 

1 

_ — ikNa(b~\-D) 

1 ■ 

_ e -ika(2b+2D) 

1 - 

m 

r g ito(26+2D)j y 

1 

_ e ika(2b+2D) 

1 

_ AkNa{b+D) 

~~ 1 

_ gika(2b-\-2D) 


Agora, voltamos a equagao 27.92 e obtemos 
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K(r) = 

Po demos 
entao, 

N(r) = 

ou 

H(r*) = 

ou ainda, 
N(r) = 

que pode 

K(r) = 

ou 

K(r r ) = 



A 0—ikot.b 
g—2ifca£>j _ 

ika 


j _ -ikNa(b+D) 

j g— ika( 26-1-2 D) 



2ikaD 




j pikNa(b+D) 

J _ gika{2b+2D) 


reescrever esta expressao fazendo algumas manipulates. Temos 


sen kaD 


/-s 

gikaD _ g—ikctD j^^—ikab j _ g— ikNa(b+D) 

L O- l 

2i ka 1 — g—ifea(26+2I?) 


sen(/caD) 


+ 2e 


ikaD ^ 


ikaD 


2 % 


—ikaD j^Akab j _ pikNa(b+D) 

foot J _ e ika(2b+2D) 


(kaD) 


j^g—ika(b+D) j _ p-ifcNa(6+D) 

_ g— zA:q( 26+2D) 


ka 


+ 2 sen(kaD) 


j^gika(b+D) j _ „ikNa(b-\-D) 


2 sen (kaD) 


A 


i „—ikN a(b-\-D) 


ka ^ka(b+D) g— ika{b+D) 


+ 2 sen(fcaD) 


ser escrita tambem como 


„ sen kaD 1 - e ~^Na{b+D) 

2AD —:—— --——-ztt" + 2AD 

kaD 2^ sen ka(b + D) 


ka 

]_ _ gika(2b-\-2D) 

1 

_ ikNa{b+D) 

^ ka Q—ika(b+D) _ gika{b+D) 

sen kaD 

j _ JkNa(b+D) 

kaD - 

-2 i sen ka(b + D) 


AD 


sen kaD 


1 


kaD isenka(b + D) 


j ikNa(b+D) _ \ 4- gikNa(b+D) 
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on ainda, 


K(r*) = AD 


sen kaD 2 i sen kNa(b + D ) 
kaD i senka(b + D) 


e, finalmente. 


H(r) = 2 AD 


sen kaD sen kNa(b + D) 
kaD sen ka(b + D) 


Agora, definimos, como nos dois casos anteriores, 

t ^ 27T . 27 tD x 

t — fcajD = — Dsenv « —-— — 

A \ Zj 

e tambem 


s = fca (6 + £)) = + D) sen# 


Portanto, achamos 


N(r) = 2AD 


sen t sen Ns 


t sen s 


que pode ser reescrita como 


N(f) - 2NAD 


sent sen ATs 


t N sen s 


De modo que a intensidade fica 


I = BAN 2 A 2 D 2 


seni \ 2 / sen Ns\ 2 


t 


N sens 




Quando # —> 0 , t —» 0 e s —> 0 , eo fator 


sen Ns 


sen s 


torna-se, utilizando a regra de L’Hopital, 


t sen Ns N cos Ns Ar 

lim-= lim-= N 

s-^o sen s 5 —cos 5 


(27.93) 


(27.94) 


(27.95) 


(27.96) 


Entao, para 9 = 0, temos 
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I 0 = 1(0) = B4N 2 A 2 D 2 

Note que essa intensidade e N 2 vezes maior que a intensidade do maximo 
central de fenda unica dada por 27.82. A intensidade fica, entao, 


m = h 


sen t \ 2 / sen Ns \ 2 


t 


N sens 


(27.97) 


onde novamente temos o produto de dois fatores. O primeiro, que envolve i, 
refere-se a fenda unica, e o segundo, relacionado a s, esta ligado a interference 
de N fendas. Para o caso particular de duas fendas, A r = 2,ea expressao acima 
fornece 



sen 2s 
2 sen s 



ou 


/sen t\ 2 /2 sen s c°s s 

m = i o{—) ( 



e entao, 


1 ( 6 ) - J 0 


sen t \ 2 


t 


cos 2 5 


que e a equagao 27.91 obtida anteriormente. A figura 27.15 apresenta o padrao 
de difragao para uma tela com N = 4 fendas, onde b = D e s = 2t ) alem da 
envoltoria dada pela fungao se 3% 1 . Como se observa da figura 27.15, o maximo 
central e bem definido e muito intenso, e praticamente toda a intensidade fica 
na regiao que corresponde ao primeiro pico do padrao de difragao por fenda 
unica, situado na faixa —re < t < 7r. 


Note que a expressao 27.97 foi obtida para um numero par de fendas. 
Devemos agora mostrar que esse resultado e valido tambem para um numero 
fmpar. Nesse caso, considere a figura 27,16. Agora, vamos separar a fenda 
central das outras. Assim, temos fendas do lado positivo e o mesmo 
numero para o lado negativo. A j-esima fenda do lado positivo de u situa-se 
entre 


N-l 


(2b + 2 D)j - D } (2b + 2D)j + D \, 


j = 1,2, 


< t > 


5 


2 
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t (= kD sen 0) 


Figura 27.15: Intensidade normalizada para difragao por multiplas 

fendas para o caso b — D e N — 4 (linha cheia) e a 

fungao sei t £ t , que modula a fungao 


ao passo que a £-esima fenda do lado negativo esta em 


N - 1 

— ((26 + 2 D)l + D), -((26 + 2 D)£ - D )], ^=1,2,..., —— 

Assim, a equagao 27.76 torna-se 
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Figura 27.16: Diagrama para a difragao por multiplas fendas para N impar. 


N -1 
2 


N(F) 


p—ikau-, D * 

A +i7 

L — ika J —D z —' 

3 = i 


e -ikau-. (2b+2D)j+D 


ika J (2b+2D)j-D 


+ 


N -1 


Z E 

t = 1 


-ikau^ -[(2fc+2Z})£-D] 


ika j —[(2b+2D)l+D] 


e assim, 


N(r*) 


A 

ika 


—ikaD 


ikcxD 


N -1 


A 

ika 


E 

3 = 1 


-ifca[(26+2D)j+D] _ - ika[(2b+2D)j-D) 

G G 


N-l 


A 

ika 


E 

i = i 


ifca[(26+2D)^-D] 


i/ca[( 26 + 2 £))£+D] 


OU 
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N(r) 


2 A 

ka 


sen kaD 


A 

ika 


N -1 
2 



-ikaD e -ika(2b+2D)j __ e ikaD e ~ika(2b+2D)j 


3 = 1 


A 

ika 


N -1 
2 



€ = 1 


—ikaD ika(2b+2D)£ 


ikaD ika(2b+2D)£ 


e assim, 


N(r) 


2A 

fca 


sen kaD 


N-l 


A 

ika 



—ikaD ikaD 

C 


—ika(2b+2D)j 


J' = 1 


A 

ika 


N -1 
2 



—ikaD _ ikaD 

C G 


,ifca(25+2D)£ 


£ = 1 


Port ant o, 


H(r) 


2A 

ka 


sen kaD + 


2A 

ka 


N — l 
2 


sen 


kaD ^ 


—i/ca(26+2£)) i 7 


1 


2A 

+ -— sen 
ka 


N-l 
2 


kaD y ^ 


,ifca(26+2D)^ 


(27.98) 


£= 1 


Agora usamos a equagao 2.34, 


5 


n 


Qq(1 ~ r n ) 

1 — r 


para encontrar as somas das duas series acima. Na primeira, temos 


N-l 
2 



-ika(2b+2D)j 


—ika 


(2b+2D) f ! _ [e 


—ika 


(26+2D)j 


jV-1 


} 


J = 1 


2 _ g-ika(2b-\-2D) 


OU 
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N-l 
2 



— ika(2b-\~2D)j 


J = 1 


e -ika(2b+2D) M _ e -ika(b+D)(N-l )| 
g~ika(b+D) fg ika(b-\-D ) g~ika(b~kD) 


on ainda. 


TV-1 
2 



— ika(2b-\-2D)j 


ika(b-\-D) (^—ikaib+D) 


- ikNcx(b+D ) 


} 


J = 1 


e -ifca(6+D)(2£) sen fca(fe + I?) 


que fica 


N— 1 
2 



ika(2b+2D)j 


-ika(b-\-D) 


ikNa{b+D) 


3 = 1 


2i sen ka(b+ D) 


A segunda serie torna-se 


A r — 1 
2 

E 

£ = 1 


ikcx(2b+2D)i 


ika(2b+2D) 


{i ~ [ e 


ika(2b+2D) 


, A r -1 


} 


_ ^ikcc(^2b-\~2D^ 


OU 


N — 1 
2 



€ = 1 


ika(b+D) f^ika(b-\-D) 


ika(2b+2D)£ _ ~ 1 e 


e 


iA.’iVa(f>+D) 


} 


gi/La(fr+Z)) 'g—i/ca(6+/2) _ giAra(6+i?)l 


e entao. 


jV^-1 
2 



,ifca(2iH-2£>)£ 


^ = 1 


^?A:A r a(6+Z)) _ ^ika(b-\-D) 


2i sen /ea(6 + D) 


Agora, voltamos a equa^ao 27.98, que fica 


2 A , ^ 

H(r ) = -— sen kaD 

k®. 


1 + 


—ika(b+D) 


-ikNa(b+D) 


2 i sen ka(b + D ) 


ikNa(b+D) 


ika(b+D ) 


+ 


2i sen ka(b + D) 
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ou 



2 A 

ka 


sen kaD 



sen[Nka(b+ D)] — sen[A;a(6 + D)] 

sen [ka(b + D )] 


ou ainda, 


N(r) = 2ADN 


sen kaD sen[Nka(b + D )] 
kaD N sen[ka(b + D)] 


Usando as definigoes 27.94 e 27.95, ficamos com 



2ADN 


sen t sen Ns 


t N sen s 


que e a equagao 27.96, valida agora tambem para N impar. A intensidade 
fica, entao, 


1(6) = I 0 


sen t\ 2 


t 


sen Ns \ 2 
N sen s ) 


que e a equagao 27.97, mostrando que ela e valida em geral. Vamos voltar 
agora ao estudo da difragao por orificios finitos nas duas dimensoes, aplicando 
entao a equagao 27.75. 


27.3.3 Fenda Retangular 

Nosso objetivo agora e determinar o padrao de difragao formado nurri 
piano de difragao quando existe na tela difratante uma fenda retangular de 
dimensoes 2 D u (diregao u) e 2 D v (diregao v)^ como mostra a figura 27.17. 

Nesse caso, podemos aplicar a equagao 27.75 para obter a amplitude de 
difragao, ou seja, 



b e ~ ik ^ u ^ dudv 
Sl t o 


ou 


AiUpikT rD v rD u 

Wf ) =-— / / e -ik(ctu+/3v) dudy 

2itZ J_ Dv J_ Du 


que fica entao, 
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on 






vy,|,v r v 
y I’: v 
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;rtvj 
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iiBiiiii ii 






r : :-:J:-: : :-: : >;y: : :-: : »-:■ ^^:-:->:-:-:-:v:-:v:-Xo ;\ _ ;Xy:v 

iixixy::;::^-: > X- ^;|:|: 
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■■w-'- ■-- o v-. -■■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ ">^a“ -r Tyny.vy.'.:- 










^ggg^g 


^^wsfsa 
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foe* 
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*w^Kv:j 
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r - 

'j.:- * 


zfZ 


piano de difracao 


Figura 27.17: Diagrama para a difragao por uma fenda retangular 


K(r) 


Aike ikr f D 


27 tZ 


ikfr dv 


-D v 


D 


—ikotu 


D u 


du 


K(r*) 


Aike ikr r e ~ ik<3v -\ d v 


2ttZ 


ikfi J -D v 


—ikotu n jj 


ika J -D u 


que pode ser escrita como 


H(r) 


Aie 


ikr 


2rrkaPZ 


—ikftDv gik(3D v j r^—ikaD u _ g ikaD u j 


OU 


H(r) 


Aie 


ikr 


2tt ka.BZ 


2i sen kj3D v ] [ —2 i sen kaD u \ 


que pode ser reescrita como 
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N(r) 


AAikD v D u e lkr sen k[3D v sen kaD 


ou, definindo 


2nZ 


kj3D 


kaD. 


kaD 


kD 


Z 


(27.99) 


obtemos 


kpD. 


kD 


Z 


H(r) 


2 AikD v D u e lkr sen s sen t 

7 rZ S t 


(27.100) 


(27.101) 


Assim, a amplitude e caracterizada pelo produto das fungoes de difragao asso- 
ciadas a fenda unica, combinando uma difragao na diregao x e uma na diregao 
y . A intensidade, que e proporcional ao modulo quadrado da amplitude, fica 


Para t 


i(f) 


A\A\ 2 Bk 2 Dy /sens\ 2 /seni\2 


7 l 2 Z 2 \ S / V t ) 


0, temos a intensidade maxima, dada por 


(27.102) 


_ A\A\ 2 Bk 2 D 2 v D 2 u 

K 1 tt 2 Z 2 


(27.103) 


de modo que a intensidade do padrao de difragao produzido pela fenda retan- 
gular e 


I(r) = l o( 


sen s 


sen t \ 2 


(27.104) 


A figura 27.18 ilustra o padrao de difragao produzido por uma fenda retan- 


gular num anteparo quando D 


2 D u . Note que regioes onde a coordenada 


z e grande correspondem a regioes onde ha grande intensidade de radiagao. 
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Figura 27.18: Intensidade normalizada para difragao por 

uma fenda retangular para o caso D v — 2 D u . 


Da figura, podemos perceber um maximo central bastante intenso cercado 
por alguns maximos secundarios que diminuem de intensidade a medida que 
se afastam do maximo central. Alem disso, todos os maximos sao mais largos 
na diregao em que a fenda e mais estreita (diregao x). Vejamos agora o que 
ocorre quando temos uma fenda circular. 


27.3.4 Fenda Circular 

Vamos estudar agora o que ocorre quando o oriffcio difratante e um 
orificio, ou fenda, circular. Esse caso e importante porque instrumentos opticos 
como telescopios e microscopios opticos, por exemplo, possuem lentes de segao 
transversal circular, e a difragao nesses objetos esta diretamente ligada a re- 
solugao desses objetos. A figura 27.19 apresenta o esquema para a difragao 
por uma fenda circular de raio D. 
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Figura 27.19: Diagrama para a difragao por uma fenda circular. 


Note, na figura, que definimos coordenadas polares tanto no piano da fenda 
quanto no piano de difragao, ja que nesse caso tais coordenadas sao mais 
apropriadas. A amplitude de difragao e dada pela equagao 27.75, 




b e ~iH<™+0 v ) dudv 

Suo 


Assim, teinos 


(27.105) 


u = p cos 9 ; 
alem de 



(27.106) 


x — p cos 8 

e, lembrando as definigoes 27.69, 

x p cos 9 


y — p sen 8 



psen9 


r 


r 


r 


r 
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Como estamos considerando a difragao de Fraunhofer, temos que respeitar o 
limite paraxial, o que implica que o angulo 4> da figura e pequeno. Portanto, 
como 


podemos escrever 


Precisamos ainda de 



sen <f> & <p = 



„ pcosO . psen# . 

au + f3v = - p cos 9 + - - p sen 0 


ou 


(27.107) 


ou ainda, 


au + f3v 


PP 


/ 


(cos 9 cos 6 f + sen 9 sen 6 f ) 


au + j3v = cos (9 — 9 f ) 

r 

que fica, usando a expressao 27.107, 

au + (3v = p f <j> cos {9 — 9 l ) 

Note que, devido a simetria cilmdrica do problema, podemos girar os eixos 
de modo a fazer com que que e um angulo fixo, torne-se nulo, e assim 


au + j3v = p4> cos 9 l 


(27.108) 


Com o uso das equagoes 27.106 e 27.108, a expressao 27.108 fica 


N(F) 


Aike 


ikr pD /*27r 


27 xZ 


e -ikp'(j) cos 9' p ' dp ' dB > 


(27.109) 


0 ^0 


A integral angular pode ser escrita em termos das fungoes de Bessel J n u(x). 
Para ver isso, considere a fungao 
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f(p , 0) 


ikp cos 0 


O cosseno de 8 pode ser escrito como 


cos 8 


e ie + e -io 
2 


$ + # 
Y 


-i 


onde 




%e 


(27.110) 


Definimos tambem 


t 


kp 

~Y 


(27.111) 


de modo que 


f(p, o) 


ikp cos 0 0 i£(#+'i? x ) 


Agora, expandimos a fungao acima em serie de Taylor em torno de p 
(t — 0), ou seja, 


0 


OO 


ikp cos 6 


i n t n {$ + ti- 1 ) 71 



n=0 


n\ 


(27.112) 


Podemos reescrever essa expressao considerando o binomio de Newton, isto 


e, 


n 


n 


{ a +b) n = y, r. \ aJ bn ~ 3 

3=1 ^ 


ou tambem 


n 


(a + b) 


n 


E il: 

j!(n-j)! 


a 


3\p>~3 


que pode ser escrito na forma 
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(a + 6) 


n 


£ —-7 oP b f 


j+C—n 

j.i<n 


3 \e\ 


Assim, a equagao 27.112 pode ser escrita como 


e 


ikp cos 6 


i n t n ^ n\ 



\ 


n! jL ^ t j\£\ 

n =0 j+£=n J 

j,t<n 





-l 


ou 


oc oc 


ikp cos 0 



j =0 £=0 


M 


Vamos definir agora um mdice m tal que m — j — £. Entao. j — m + £, e a 
somatoria em j passa a ser uma somatoria em m. so que com limites diferentes. 
Como j e £ varrem de 0 a infinite, m estara na faixa — oo < m < oc. Entao, 


oc 


ikp cos 0 


_ 00 m m 

m——oo £=Q 


(m + t)\£\ 


ou 


oo 


ikp cos 0 



oo 





iV 


m = —oo 


r=o 


(m + i)\t\ 


Agora, lembramos que a fungao gama esta relacionada ao fatorial atraves de 


r(n) = (n - 1)! 


Entao, usando essa expressao e tambem as definigoes 27.110 e 27.111, achamos 


OC 


ikp cos 6 



771 


kp 

Y 


m 


oc 


imO 



(-i) 


i 


m = —oc 


£=0 


£!r (m + £ + 1 ) 


kp\ 

Y ) 


(27.113) 


Relembrando a expressao D.10 para as fungdes de Bessel, temos 
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in 


oo 


1) 


ju \ ^ — ± j 

2/ n\F(n + m + 1) 

n —0 v 


2n 


Portanto, a equagao 27.113 pode ser escrita finalmente como 


ikp cos 0 


oo 


E 


77?— —OO 


m AmO 




(27.114) 


Consequentemente, se nrultiplicarmos essa expressao por e im ® e integrarmos 


em 0, teremos 


27T 


ikp COS 0 e -im'0 M 


2i r 


oo 


E 


rn——oo 


m AmO t ( —im'O 


Jmikp)^ 


dd 


ou, trocando a ordem da soma com a integral, 


oo 


E 


777--—OO 


27T 


:771 


Jm{kp) 


i(m-m')0 d n 


27r 


Akp cos6> — im!0 


A integral resulta numa delta de Kronecker, de modo que 


oo 


E 


m=—oo 


27T 


■m 


Jm {kp)2lX 5 m 


m 


t 


ikp cos 0 — im f 0 


e entao, efetuando a soma, temos 


27T 


2iri m Jm l {kp ) 


e ik,p cos O e -im'0 dd 


ou, omitindo a linha em m! por ser desnecessaria, achamos 


27T 


Jmikp) 


2m m 


ikp cos 0—im0 ^q 


(27.115) 


Em particular, para m = 0, temos 


27T 


Jo(kp) 


2i r 


ikp cos 0 jQ 


(27.116) 
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Lembrando que a fungao de Bessel e real, vemos que ela tambem pode ser 
escrita como 

1 /* 27r 

Jo(kp) = — e~ ikpcosd d9 

2 tt J 0 

Note que essa e uma das integrals que aparecem na equagao 27.109, que fica, 
entao, 


(27.117) 


H(r) 


Aike 


ikr rD 


z 


Mkp'rjA p'dp 1 


0 


(27.118) 


Agora, precisamos da propriedade 


d 


dx 


[a;Ji(x)] = xJq(x ) 


Assim, fazendo algumas manipulates na equagao 27.118, temos 


H(r) 


Aike ikr r D 


kp'(f) Jo(kp'(f)) d(kp'4 >) 


ou 


(27.119) 


K(r) 


Aie ikr f x ° 

WZ jo 


Jo{X)XdX 


ou ainda, substituindo 27.119, 


K(r) 


Ai e ikr f x D d 
kd> 2 Z 


o 


dX 


[XJi{X)]dX 


e, efetuando a integral, 


N(r) 


Aie ikr 

k<p 2 Z 




OU 



Aie ikr 

k<f> 2 Z 


kD<t>Ji{k(j)D ) 


e, finalmente, 
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Definindo 



Aike ikr 2 Ji {k<j)D) 
Z k<t>D 


t = k(j)D ~ 



ficamos com 


(27.120) 


(27.121) 



(27.122) 


A intensidade e proporcional ao modulo quadrado da amplitude, ou seja, 


m 


r \A\ 2 k 2 n 4 


Mt) 


t 


(27.123) 


Note que, quando x < 1, as fungoes de Bessel tern a forma assintotica 



r(m + l)(2) 

(27.124) 

entao, 

J\(x) _ 1 1 _ 1 

x ~ r(2) 2 2 


e 

v Ji(x) 1 

lim-= - 

x—>-0 x 2 

_ _ * -■ i 



Portanto, para normalizar a intensidade em 0 = 0, reescrevemos a equa- 

gao 27.123 como 


m 


4 Z 2 


2Ji(t) 


t 


de modo que, quando 0 —> 0, temos 


(27.125) 



1(0) = C 




(27.126) 
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e a intensidade dada pela equagao 27.125 fica 


m = io 



(27.127) 


A figura 27.20 apresenta o padrao de difragao para uma fenda circular, onde 
novamente se percebe que o maximo central e bastante intenso, sendo cir- 
cundado por regioes anelares de intensidade menor, chamados de aneis de 
difragao. 




Figura 27.20: Intensidade normalizada para difragao 

por uma fenda circular de raio D. 


O maximo central e conhecido como padrao de difragao de Airy, e ele contem 
cerca de 84% da intensidade total do espectro. As regioes escuras correspon- 
dem as raizes da fungao de Bessel Ji(t) que aparece na equagao 27.127, ou 
seja, em t z ~ 3,832; 7,016; 10,17;..., o que equivale, usando a equagao 27.121, 
a posigoes angulares dadas por 


<t> 


min 



2 irD 






27,3. DIFRA QAO DE FRAUNHOFER 


879 


ou 


0mm = 0,61-^, 1,12-1 1 , 62-1 ... (27.128) 

Assim, para que duas fontes pontuais de luz sejam identificaveis como sendo 
de fato duas fontes (num microscopio ou num telescopio, por exemplo), ou 
seja, sejam resolvidas, e interessante que o maximo de intensidade de uma 
coincida com uma regiao de intensidade nula da outra, o que e conhecido 
como criterio de Rayleigh. Nesse caso, a resolugao angular para uma fenda 
circular vale 


= o,6i A 

ou seja, ohjetos separados por uma distancia que corresponda a angulos me- 
nores do que o definido pela equagao 27.129 nao sao resolvidos, ou distin- 
guidos. Se luz visivel for utilizada (A da ordem de 400-700 nm), “objetos” 
microscopicos da ordem de 0, 5 /xm ou maiores podem ser vistos, mas deta- 
lhes menores do que isso tornam-se “borrados” ou mal resolvidos. Se, ao inves 
de luz visivel, usarmos eletrons, teremos um microscopio eletronico, e a vanta- 
gem e que o comprimento de onda dos eletrons e da ordem de algumas dezenas 
de angstrons, o que permite que detallies dessa ordem de tamanho sejam per- 
cebidos. Podemos diminuir ainda mais o comprimento de onda, usando por 
exemplo raios-x ou neutrons, de modo que falamos agora de comprimentos de 
onda da ordem de 1 A. Tais faixas de valores sao utilizadas por pesquisadores 
que estao interessados na estrutura atomica da materia, como, por exem¬ 
plo, na determinagao dos arranjos cristalinos em cristais, ou na determinagao 
da ordem local dos atomos em materiais amorfos. Uma desvantagem dessas 
tecnicas e a alta energia da radiagao, que pode produzir danos ao material, 
o que e um fator importante quando se quer estudar material biologico, por 
exemplo. 

Ate agora estudamos a teoria escalar para a difragao de Fraunhofer. 
Nosso proximo assunto consiste na teoria escalar da difragao de Fresnel, que 
envolvc um termo quadratico na expansao 27.71. 


(27.129) 



880 


27. RADIAQAO, IV: DIFRAQAO 


27.4 Difragao de Fresnel 

Na difragao de Fraunhofer, a condigao de Fraunhofer 27.73, 


D 2 

8A 


<C r 


estabelece as condigoes para que apenas o termo linear em 27.71 seja mantido. 
Basicamente, deve haver um compromisso entre D (o tamanho caracteristico 
da fenda), A (o comprimento de onda) e r, a distancia entre o piano da tela 
difratante e o piano da imagem da difragao, de modo que ocorra a condigao 
acima. Numa difragao de Fresnel, o que ocorre e que a condigao de Fraunho¬ 
fer nao e seguida, isso porque o tamanho da fenda nao e tao pequeno quando 
comparado com o comprimento de onda da radiagao (pode ser da mesma or- 
dem ou ate maior) ou porque a distancia entre fenda e piano de difragao nao 
e tao grande quando comparada com o comprimento de onda. Assim, tem-se 
que pode ser da mesma ordem ou maior que 1, mesmo que ocorra isolada- 
mente — 1. Nesse caso, e preciso considerar tambem o termo quadratico na 

expansao 27.71, o que complica ainda mais os procedimentos matematicos. 
Para dar uma ideia do que ocorre, vamos apresentar a difragao de Fresnel 
considerando o caso simples de uma fenda de difragao com uma largura de- 
finida, mas com comprimento muito grande na diregao u, como a fenda que 
estudamos na segao 27.3.1. A figura 27.21 ilustra as grandezas relevantes para 
o problema. 


A fenda estende-se de u = D\ ate u = £> 2 , e a posigao de um ponto do 
piano de difragao em relagao a um ponto do piano da tela, ou seja, R , e dada 
por 


R = (x — u) i + Zk 

de modo que a distancia entre esses dois pontos vale 


R= y/(x - U) 2 + Z 2 = Z 



Considerando que estamos limitados a raios paraxiais, Z e muito grande quan¬ 
do comparado ao tamanho caracteristico da fenda e ao tamanho caracteristico 
da imagem de difragao formada no piano de difragao, de modo que podemos 
expandir a fungao acima como 
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Figura 27.21: Diagrama para a difragao de Fresnel por uma fenda unica. 


R = Z 



ou 


R = Z + 



Entao, na equagao 27.76, ao inves do termo linear que surge no caso da 
difragao de Fraunhofer, teremos ura termo quadratico, dado pela substituigao 
de R na exponential complexa que aparece na equagao 27.15, ou seja, 


N(r ) = A I e ik ^f- du (27.130) 

JDi 

. l i 

onde as constantes for am todas incluidas no fator complexo A. Vamos definir 
uma variavel tp tal que 



(27.131) 


de modo que 
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2 ^ (u — x) 2 = -^{x — u) 


r t 

■kZ 


t rZ 


(27.132) 


u 



7 lZ 


k 


<p + x 


(27.133) 


Alem disso, temos tambem 


dw 



k 


7 rZ 


du 


(27.134) 


ou 


du 



7 rZ 


fc 




(27.135) 


Na variavel <p, os limites para a fenda estao em 


Ui = 

- D\ - 

II 

A 

- 

- x ) 

U2 ~ 

= D 2 -- 

4” (f 2 = 

to 

1 

- x ) 


(27.136a) 


(27.136b) 


Usando as equagoes 27.132, 27.134 e 27.136, a expressao 27.130 pode ser 
reescrita como 


N(r) = A 


H>2 


ip 1 



k 


ou 


N(f*) = A 



7 XZ 


<P2 


k 


• 77 2 

e 1 ** dtp 


v?i 


(27.137) 


Esta equagao pode ser reescrita como 


K(r) = A 



7 lZ 


k I + i r\e^P)d V 


(27.138) 
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As integrais que aparecem na equagao acima estao relacionadas as integrais 
conhecidas como integrais de Fresnel. Temos a integral de Fresnel do cosseno, 
dada por 


e(-po) = 

: Jo COS V2 * ) 

1 dp 

(27.139) 

e a integral de Fresnel do seno, 




S(v? 0 ) = 

r° c* 2\ 

Jo “(s*’, 

1 dtp 

(27.140) 


Ambas sao integrais que nao possuem formas fechadas, mas podem ser obtidos 
valores numericos caso necessario. Note que elas sao fungdes fmpares de seus 
argumentos, como pode ser visto se substituirmos tpo por — ou seja, 


i 



Agora, definimos uma variavel de modo que 



C(—<^o) = - 



(27.141) 


e a mesma demonstragao vale para a fungao dada por 27.140, de modo que 


S(-^o) 


S(p) 


Alem disso, temos os limites 


lim C(</?) 
<£>—►00 

lim S(v?) 

tp—> oo 

lim Q((p) 

<£>—> —OG 

lim S(v?) 

<£>—►—00 


1 

2 

1 

2 


1 

2 

1 

2 


(27.142) 

(27.143a) 

(27.143b) 

(27.143c) 

(27.143d) 
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E interessante mostrar o grafico de S(</?) em fungao de o que e feito na 

figura 27.22. 



Figura 27.22: Grafico de S (p) em fungao de C(<£>), 

conhecido como espiral de Cornu. 


Essa curva, conhecida como espiral de Cornu , foi introduzida por M. A. Cor¬ 
nu, em 1874, como auxiliar no tratamento da difragao de Fresnel. Uma pro- 
priedade importante e que, se considerarmos um elemento de arco nessa curva, 
teremos 




d §\2 



ou, usando as equagoes 27.139 e 27.140, 


d£ — dip 


cos 



sen 




que fica 


d£ = dip 



ou seja, o comprimento de arco entre dois pontos pertencentes a espiral de 
Cornu corresponde a diferenga entre os valores de ip correspondentes aos pon¬ 
tos. Vamos agora considerar o modulo quadrado da equagao 27.138, ou seja, 
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ou 




que pode ser escrito como 


2 


| X ( r ')| 2 = \ Af 4 



+ \ §(^ 2 ) “ 



OU 


| N ( r )| 2 = I A ?~[ tZ (< pi ) - e ( Vl )] 2 + [ 8 W - S ( Vl )] 2 

A intensidade e proportional ao quadrado da amplitude, de modo que escre- 
vemos 




e(vp 2 ) - eM 2 



S (< p 2 ) - §(< pi ) 



(27.144) 


Vamos normalizar a intensidade considerando que temos uma fenda extre- 
mamente grande, o que corresponde a termos D\ —► —oo e Z >2 —* oo. Pelas 
equates 27.136, isso equivale a <pi —> —oo e <£ 2 —> oo. Pelas equagoes 27.143, 
a expressao 27.144 flea, nesse limite, 



Entao, normalizamos a intensidade da seguinte forma: 




CM - e (^i )] 2 



§(<^ 2 ) - sMj 



Agora calculamos 


(27.145) 


Aw = < p 2 — <pi = 
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ou 



- DO = 



(27.146) 


onde D e a largura da fenda. Considerando que \D\ 


Do\■ temos que o 


eixo z na figura 27.21 esta exatamente no meio da fenda, em x = 0. Vamos 
determinar agora o valor medio do intervalo [ip\, ip 2 \, ou seja, 


ou 



<P2 + (pi 
2 


1 

2 


k . _ , 

^(D2~x) + 





ou ainda, usando 27.146, 



Entao, podemos escrever 



Atp 

A tp 

A <p 

-6 

f— 1 

II 

1 

"2 

~^r x ~ 

2 

V?2 — tym + 

A ip 

A ip 

A <p 

2 

~~D X + 

2 





(27.147) 


(27.148a) 

(27,148b) 


Com isso, podemos determinar a intensidade em alguns pontos relevantes. No 
eixo, em x — 0, temos 





A cp 

~Y 


e assim, a intensidade fica 


I(x = 0) = § 




n 2 


ou, usando as propriedades 27.141 e 27.142, temos 
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ou ainda. 



(27.149) 


Outros pontos interessantes correspondem aos pontos a partir dos quais, se a 
optica geometrica fosse estritamente valida, ela seria a regiao de sombra, ou 
seja, de intensidade nula, Nesse caso, se £ < D\ ou x > teriamos a regiao 


de sombra. Quando x = D\ (e 

|£>1 

— 

= ^), as equagoes 27.148 fornecem 

+■ 


/ 

i i\ 

- 

<pi = - 

■A(^f 

2 2 ) 

- 0 

.. 


/ 

1 b 

\ 

<P2 = ~ 

■Av>^ 

~2 - 2 ) 

= A cp 


Assim, a equagao 27.145 torna-se 



ou 


I{x = Di) = ^|e 2 (A^) + S 2 (A<^)} (27.150) 

4 

E imediato mostrar que, em x — D 2 , o resultado e identico ao anterior, ou 
sej a, 

I(x = D 2 ) = ^ |e 2 (A^) + S 2 (A(/?)} (27.151) 

Note que, mesmo quando a fenda e muito grande, ou seja, formalmente D —» 
00 ou A ip —> 00 , ainda assim a intensidade das regioes que seriam os limites 
da sombra geometrica nao e nula, e ela vale I = De fato, diferentemente do 
que ocorre na difragao de Fraunhofer, a intensidade nunca se anula realmente, 
mas existem regioes onde ela e bem menor do que em outras, havendo regioes 
claras e escuras. 

Considere agora que tenhamos o caso particular descrito por uma fenda 
semi-infinita, com extremidades em u\ = 0 e u<i —> oo. Nesse caso, temos, 
usando 27.136, 
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U\ = D\ => ifil — — 



U2 — D2 



(27.152a) 

(27.152b) 


Com o uso dos valores dados em 27.152, a intensidade, dada pela equa- 
cao 27.145, pode ser escrita como 



(27.153) 


Esta equagao indica resultados interessantes. Considere que x = 0. Entao, 
estamos no limite do que seria a sombra geometrica da fenda. Nesse caso, a 
intensidade vale I = fy, conforme ja obtivemos anteriormente. A medida que 
entramos na regiao da sombra, ou seja, a proporgao que x se torna negativo, 
a intensidade diminui, anulando-se quando x —> — 00 . Por outro lado, quando 
x se torna positivo, a situagao torna-se interessante, pois o aspecto do grafico 
da intensidade fica parecido com o de uma faca ou serrote, como mostra a 
figura 27.23. Note que, quando x —> 00 , I —* Iq. A intensidade oscila em torno 
desse valor, e a amplitude de oscilagao diminui com o aumento de x, como se 

ve na figura. 



Figura 27.23: Padrao de intensidade para a difragao de Fres¬ 
nel por uma fenda semi-infinita, mostrando as 
oscilagoes de intensidade em torno de Iq para 
x crescente. 

E interessante notar que a difragao de Fresnel situa-se numa regiao inter¬ 
mediary entre o dommio da optica geometrica, onde D >AcD~r, co 
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dornmio da difragao de Fraunhofer, onde ^«r. Nesse sentido, o fenomeno 
da difragao de Fresnel no nosso dia-a-dia nao e muito comum, sua visualizagao 
sendo prejudicada pelo fato de as fontes de luz serem policromaticas e terem 
extensoes angulares pequenas. 

Tendo estudado o fenomeno de difragao, vamos voltar nossa atengao 
para um problema importante envolvendo espalhamento. Antes, porem, pre- 
cisamos desenvolver uma expansao importante que se mostrara muito util. 


27.5 Expansao de Ondas Eletromagneticas Planas 

em Ondas Esfericas 

Uma expansao importante e a de uma onda eletromagnetica plana 
em termos de ondas esfericas, envolvendo as fungoes de Bessel esfericas e 
os harmonicos esfericos. Vamos obter essa expansao considerando uma onda 
plana circularmente polarizada propagando-se no eixo 2 , descrita pela equa- 
gao 22.11, 



Considerando apenas a parte espacial dessa expressao, vamos expandir a 
fungao 


£(f) = Z 0 (i ± ij)e ikz (27.154) 

onde 2 0 ea impedancia do vacuo, dada por 22.43. O campo magnetico esta 
relacionado ao eletrico pela expressao 22.25, 


e, como k 


k, temos 


Com isso, o campo 0~C fica 


‘B = -kx£ 
c 




(27.155) 


(27.156) 
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onde usamos a impedancia do vacuo. Usando a equagao 27.154, achamos 




1 * 


Z 


o 


k x Zo(i ± i'i)e 


ikz 


OU 


# = (I T »i)e 


ikz 


(27.157) 


ou ainda, 



Agora, relembramos as equagoes 25.130 e 25.131, 


(27.158) 



H Cl m f e (kr)\ m - ffi m V x [g e (kr)\ m ] i 

. _■ -Z Z 

m 

que fornecem a expansao dos campos em termos das fungoes de Bessel esfericas 
e das fungoes le,m- Nosso objetivo agora e determinar os coeficientes C| m 

e apropriados para uma onda plana circulannente polarizada, como a 

"V J I F t 

descrita pelas equagoes 27.154 e 27.157, ou seja, queremos que 



e tambem 




i 





V x [ge(kr)\ m ] 


(27.160) 


O primeiro passo consiste em considerar, para as fungoes radiais, apenas as 
que sao fisicamente aceitaveis. Como a onda plana nao e limitada espacial- 
mente, ela deve ser finita em todo lugar, incluindo a origem, o que faz com 
que apenas as fungoes je(kr) sejam aceitaveis. Portanto, temos 
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Vamos efetuar o produto escalar da fungao m / ; com a equagao 27.161 e 
integrar no angulo solido dQ, ou seja, 



^£*,7x1* 


(i ± ij)e ikz dn 


7* 


{Efim / ■ V x dsi 

£,m ** 

., + J2 C ^eihr) J%, m . • 3 e , m dQ (27.163) 

£, m 


Enquanto isso, calculando o produto escalar da fungao / com a equa¬ 
gao 27.162 e integrando no angulo solido dfi, temos 
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(l=F <« = 

5I C EmM* r ) f 3f,m' ' If,"* ^ 

f, m 

C%n J%, m > • V x D«(fcr)i, m ] dn (27.164) 

m 

Para reescrever as expressoes 27.163 e 27.164, vamos precisar calcular alguraas 
equagoes auxiliares. Vamos relembrar a definigao dos vetores dados pela 
equagao 25.128, 



« = -^==£y,, m («, *) 

O operador £, definido por H.10, pode ser escrito, usando H.ll, como 

£ = i + Lyj + £>2 k 


Assim, temos 


ou 


Mas, por H.13a, 




£+ + -C— 
2 


de modo que 



1 

2-v/£(F+T) 


(£+ + 


(27.165) 


De forma similar, temos 
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ou 


Usando H.13b, 



obtemos 


• j 


2\j£{£ + 1) 


(£+ - C.)K 


m 


Vamos calcular agora, usando 27.165 e 27.166, a expressao 


’ i "F * j 


1 


2 \J£{£ + 1) 


(£+ + L-)Ye jin qF i 


2 yj £{£ + 1) 


(£+-* 


ou 


* (i "F y) 


1 


2y/£{£ + 1) 


[£ + + jC-t (x,+-,c«)]y €l 


m 


e entao, 



Tomando seu complexo conjugado, achamos 





(L?Ye, m y 

y/t{l + 1 ) 


O proximo passo consiste em calcular, mediante 27.165 e 27.166, 


(27.166) 




(27.167) 


(27.168) 
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2-y /£(£ + 1) 




4“ 


L-)Y^ m ± i 


1 


2y/£(£ + 1 ) 


(£ + + £,_)Y*, 


771 


on 



% 

2 a/ +1) 


X+ - £- =F (£+ + 


e entao, 


i 



As expressoes 27.168 e 27.170 podem ser usadas para reescrever o lado es- 
querdo das equagoes 27.163 e 27.164. Um dos termos do lado direito usa a 
equagao 25.129, 


■t* 


r 




que e a relagao de ortogonalidade entre os 5£ rn . O outro termo e um pouco 
mais trabalhoso. Vamos iniciar calculando a grandeza importante 


V x [T i{r)\ m ] = Vx 




6 dY e ,m 
sen 9 d(j> 


onde usamos a equagao 25.271 para 



* 

7W+T) 



e dY^ m - 

sen 9 d(j) . 


e onde T^(r) e qualquer uma das fungoes de Bessel esfericas. Note que nao 
ha termos na diregao radial nessa expressao. Lembrando o rotacional em co- 
ordenadas esfericas dado por B.19, . 
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VxA 


r sen 0 


0 


00 . 


( 


sen 


eAt) 


+ 


G 


_ 0A e 
0 4> 
1 OA r 


r I sen# 0(j> 


0 




+ 


<P 


0 


dr 



dA 

de 


temos, para o nosso caso, 




\/£{£+' 1) 1 r sen 9 [ 


d_( AT 
00 \ 1 00 


G 


r 


0 


Or \ 


(rT e 


OYr 


m 


00 




m a 0 / Ye OYe, 

I * r I 


m 


d(f)\sen9 d(f> 


4> 


r 


0 ( Ye OYe, 


m 


— i r - 

dr V sen 9 d<p 


ou 


V x [T e(r)\m\ 


Yer 


Jl{l + 1) I r sen n 


d / „0Y e , 

sen0- 


rn 


00 


00 


0 OYe,m d 

r 00 dr 


+ 


1 0 2 Y, 


£,m 


(rTe) 


sen 9 d(p 2 


4> - dY^n d 


r sen 9 dcf) dr 


(rT £ ) 


Considere agora a equagao H.5, 


1 d 


sen 9 d9 


sen 9 


dYi 


m 


00 


1. O' 1 Ye, 
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sen 2 0 OS 


£(£+! )Y e , 


rn 


Com isso, temos 


V x [Ye(r)\m] 


£(£ + l)Y t , m Ye . 


#+lj 


r 


+ 


0 OYe, 


m 


L r 


00 


+ 


4> OYe, m 1 d 


r sen 9 dcf) J dr 


(rTe) 


(27.171) 


Agora, vamos calcular 
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f x5 


£,m 


* dYtm , 4> dYe, 


W+ T) 


r~ar + 


m 


sen 9 d<t> 


(27.172) 


Usando a equagao 27.172, podemos reescrever a expressao 27.171 como 


r? ^ rv / i iy/tP+VY^Ti ^ f x 

V x [T £ (r)^ >m ] = ---r + —— 


m 


dr 


(rT t ) 


(27.173) 


Agora, efetuamos o produto escalar de 3J , com a expressao acima, ou sej a, 




Da expressao 25.271 para vemos que esses vetores nao tem partes radiais, 
de modo que o primeiro termo do lado direito e nulo. O outro fica, usando 
tambem a equagao 27.172, 





x 
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Agora precisamos da expressao 6.78 para os harraonicos esfericos, 



2£ + 1 (£ — m )! 

Atx (£ + m)! 


Pe,m(cosQ) 



Entao, 


9 Ve,m 

dd 



2£+\ {£ — m)\ 
47r (£ + m)\ 


,im4> 


dP 

dd 


(27.175) 


dY e , 


m 


8(f) 


im 



2t + 1 (£ — m )! 

4tt 0 t + m)\ n ' me 


(27.176) 


alem de 


dY* 

OI e,m' 

dd 



+ 1 {P — m/ ) ] - -im !0 dPj^m 

47 r (£? + m f )\ dO 


t 


(27.177) 


e de 


dd> 


. , 2£' + 1 {£' — m')\ —im'4> 

vm a I — - jt— — jr-.Pe\ m 'e 

47T (£' H-m')! 


(27.178) 


Usando as equacoes 27.176 e 27.177, achamos 


dYf'm' dY e , 


m 


oe 


dcj) 


im 



2£+l(£-m)\„ Jm4> 


47r (£+m)\ 


Pe, 


m 



2£' + !{£'- m ')! _ iml<b dP v , m 

4n {£! + m ')! dd 


ou 


dY l m > dY e , 


m 


dd 


d<t> 



47r {£ + m)! 



2£ + 1 (£ — m)\ / 2£' + 1 {£! — m')\ dPe\m' jm<j>„—im'<j> 


47T {£' + m')\ 


Pt,m : ~r-e” nv e-"'"r (27.179) 

Ctu 


im 
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De forma semelhante, usando as equagoes 27.175 e 27.178, achamos 


dY lm> dY e , 

d<p dO 


W, r' +1(g ~ m ' )! R 


21+ 1 (l- m)! im^dPes 

An r + m )! 6 d0 


ou 


dd> dO 


m 


. , 2£ + 1 (£ — m)\ 

4tt (£ + m)! 


+ 1 {£' m')\ dPfrn imcp-irn'o 

4tt (<' + m')l 


(27.180) 


Subtraindo a equacao 27.180 da 27.179, achamos 


dyy,m' 

90 90 


9^, 

d(f) d9 


m 


im 


2£+l {£-m)\ 2£' + 1 (£'-m')! _ dP*/, m / 


v _/ ’ v / P 

47t (£ + m)\\j 47t (-P-fm 7 )! ^ 


im<t> —im ! d> 


m 


d0 


, 2£+l (l-m)i 2£' + l (P-ni'y 


47r (£ + m)\ 


47t (£' + m')! 


V ,m / 


dP/, 

d0 


rn Arruj) —im 1 (p 

— c- fc. 


OU 


dY l m > OYe, 


m 


80 


d(j> 


dY im' dYt , 


m 


d<f> 


d0 


mPp 


m 


dPpi. 

d6 


/ 


2£+ 1 [l — m)! 1 2£' + l {£' -m')\ 

47r (£ + m)\]j Air (£' + m / )! 

+ (27.181) 

a# J 


Com o uso da equagao 27.181, a expressao 27.174 pode ser escrita como 


T* 

Jo 


f y • V X [T<(rp,, 
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-^-(rT*) 


2£+l(£-m)\ 2£' + l (£'- m')\ 


££'(£ + !)(£' + 1 ) 


47T (£ + m)! 


47t (£' + m')\ 


dPt 


x mPem ^^ +m > P m , d O^\ e i^ e -i^4> 

sen 0 L dO dO J 


(27.182) 
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Agora, vamos integrar a equacao 27.182 no angulo solido d£l, ou seja, 


%’m> • V x [T e (r)le,m] dtt=- 





2£+l(£ 



J ££'(£+ 1) {£' + 1) V 4?r (* + 111 )'V 47T (£ / + m / )! 



2£ ! + !(£' — m f )\ 


1 


x 


sen 6 


dP$j m t . dPi 

rnP t<m —ji -’ 


m 


dQ 


dd 


im(f) —im / (p 

G G 



OU 


t m , • V x [TKr)]; m ] «iSl 


~(rT e ) 

r dr 


x 



2£ + 1 (£ — m)\ 2£* + !(£* — m')! 


y / ££ / (£ + l)(£ f +1) V 4vr (^ + m ) ! V 4n (P + rri'y. 



7T 


27T 


1 


X 


0 


0 


sen# L 


„ dPpf m t . dPi 
mP^m -+ m p £' ,m' - ’ 


m 


de 


d9 


im<j) —im f <j> 

G G 


sen 6d6d(j) 

(27.183) 


Note que, definindo s = cos 6 . temos 


d ds d 
dO d6 ds 


ou 


d 

de 



de mo do que 


Id d 

sen 9 dd ds 


Com isso, podemos reescrever 27.184 como 
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%,m' • V x [T*(r$, m ] dQ = ~(rr t ) 


X 



2£+l(£-m)\ 2£' + 1 (£’-m l )\ 


y/££*{t + 1)(£* + 1) V 4?r (^ + tti)!u 47t (£' + m/)! 



x 


-l 


dPgt m f . dPg 

‘rnPtm — jz — + m P# m t - ’ 


2tt 


m 


ds 


ds 




0 


d(j) \ ds 


(27.184) 


Agora, lembramos a condigao de ortogonalidade dada pela equagao C.29, 


imtp ~im! <f> 

a c 


d(p 2 tt 5m,m / 


Assim, a integral em <fi na expressao 27.184 torna-se 


1 d 


■ V X dtl = --(rT,) 


X 



2£+l(£-m)\ ]2£ ! + 1 (£ f — m f )\ 


y/££*{i + l)(£ f + 1) V 47r + I 47r (i* + m 9 )\ 



x 


-l 


mPi 


dPp rn 7 , _ f n 


m 


ds 


+ m'Pe, 


m 


m 


ds 


27fS 


771,777/ 


ds 


ou entao, lembrando que 5 m} 


m 


Osem^ m', 


1 d 


• V X [T e (r)lt, m } da = ; -(rT,) 


2nm / 


x 



2£+l (£-m')\ 2£' + l (£ f - m f )\ 


v /££*(£+ l)(£ f + 1) V 4?r + ^0* V 47r (^ / + m/ ) ! 



x 


-l 


„ dPe.m' , D 

- — -r r’e , ,m' - 


m 


t 


ds 


ds 


ds (27.185) 


Note que podemos escrever 



Entao, a equagao 27.185 pode ser reescrita como 
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t m 


t 


• V x [T e{r)le,m\ dfi, = 



x 


2irm f 



21 + 1 (£ 



y/ee'(£+l)(e* + l) V 47r (£ + m f )\\ 4tt (£ f + m f )\ 



2l f +!(£' — m f )\ 


x 



d 


ds 




OU 


%,m' • v * [T*(r)!k im ] dCl 


1 d 


r dr 


(rTe) 


27rm' 


x 



2£ + 1 {t 



yj M (t+ !){£’ +\) V 4tt (£ + m , )\\( 4?r (£' + m')! 



2i' + 1(1' — m')\ 




ou ainda, 


j % <m , • V x [T*(r)J*, m ] dQ = ~(r? e ) 

2irm' 12 £ + 1 (£ — m')! 12 P + 1 (P — m')! 

X y/ii 1 (£ + l)(fTTj y 4t r (£ + m')!y 4 tt (P + m')! 

x [P w (l)P 0 n ,(l) - P< im /(-l)P*, m /(-l)] (27.186) 

Agora, lembrando a expressao C. 21 , que relaciona os polinomios de Legendre 
aos polinomios generalizados de Legendre, 

VW = (-l) m (1 - x 2 )^-^P e (x) 

vemos que, em :z; = ± 1 , eles se anulam para rn 1 ^ 0 , ou seja, 

Pf,m'(l) = Pi,m'{ — 1) = 0 , m' 7 ^ 0 

o que faz com que o termo entre colchetes em 27.186 se anule. Quando m! = 
0 , o termo entre colchetes nao e nulo sempre, mas, como existe um fator 
multiplicative 27r m! nas constantes que multiplicam o termo, vemos que a 
integral se anula sempre, ou seja, obtemos, finalmente, que 
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y e , m , • V x [T dn = 0 


(27.187) 


Agora estamos em condigoes de obter os coeficientes nas equagdes 27.163 
e 27.164. Considerando inicialmente 27.163, vamos usar as expressoes 27.168, 
25.129 e 27.187 para obter 


(LjYf^rn'y' jkz 

VWTTj 



)l(kr^5g£' 5 mm > 



ou, efetuando a soma em £ e ?n. 

t * 

1 f 

\Jf! {V + 1) J 

ou ainda, omitindo as linhas, por serem desnecessarias, 




1 

VWTT) 


e ikz dn 


(27.188) 


Os outros coeficientes sao obtidos de 27.164, considerando as equagoes 27.170, 
25.129 e 27.187, isto e, 




771,771/ 

.J 


ou, efetuando a soma em £ e m, 


% 

T + 1) 


{^Ye,m'Ye ikz dn = 


C e 
t‘ ,m f 


ie(kr) 


ou ainda, 

y 


Cimkikr 




(£* Y e , m )*e ikz dQ 



+ 1 ) 


Em seguida, vamos precisar da equagao H.14a, 


&+Yi 


m 


vV -m)(£+m + l)Y em+ i 


(27.189) 


e tambem de H.14b, 
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Z-Y, 


m 


+ rrt)(£ — m + 


Reunindo as duas, temos 


L*Y tt 


m 


y/{e±m)(eTm + l)Yi 

t m -pi 


(27.190) 


Utilizando 27.190 em 27.188, obtemos 


r<M 

^£,771 


')e(kr) 


1 


\J £(£ + 1 ) 


yj(l ± m)(t m + 1 )Y^ m -^ie lkz dQ 


ou 


C LmU{kr) 


y/(e±m)(eTm + 1 ) r 

j£(£ + 1 ) J l,mTl 


ikz 


dQ 


(27.191) 


Seguindo o mesmo procedimento, a expressao 27.189 fica 


ClmUikr) = =F 


\f £(£ 4- 1) 


yj(£ ± m){£^ m + 1) Y^* rn ^- 1 e lkz dQ 


OU 


Ce,mU(kr) 


=F 


iyj(£ ± m)(£^fm 4 - 1 ) 

\J£{£ + 1) 


y, 


* Jikz 
£,m -pi 




(27.192) 


Note que, comparando 27.191 e 27.192, vemos que 


Qe . s~iA4 


£,m 


YiC 


£,m 


(27.193) 


0 proximo passo consiste em usar a expansao H.62, 


zk'r 


T i e \/4n{2£+ l))e(kr)Yefi(a) 


i 


onde a e o angulo entre kef. Como 


■r 

A; • f — hr cos a 


e sendo 
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z = r cos 6 


fazendo a = 0, temos a expansao desejada, ou seja 


? 


ikz 


V i‘VMM + lMkr)Ye fl (0) 


(27.194) 


i 


Vamos incluir a expansao 27.194 em 27.191, ou seja, 


s~iArf 

u £,m 


k( kr ) 


-y/(£ ± m) (f =F m + 1) 


•J £(£ + 1) 


x / Y, 


£,m -F 


! V i* V47r(2 £' + l)j v (fcr)y f ,o dft 




OU 


CeLu(kr) 


y/(£ d= m) (£ =F m + 1) 




X 



\/47r(2£' + l)j^/(/cr) (27.195) 




Agora, relembramos a condi$ao de ortogonalidade C.31 para os harmonicos 
esfericos, ou seja, 


Yp,m'Yl,m dQ — 8m, 


m‘ 


Utilizando a relagao de ortogonalidade em 27.195, temos 


Ce?mk(kr) 


m)(£ =F m + 1) 

\j + 1) 


x 



i 1 ' yj 4n(2£' + l)j t(kr) Se# ,o 


f 


Efetuando a soma em £ ( e reescrevendo a delta de Kronecker, achamos 


C^ n k(kr) 


\/(£ db m)(£ ^fm + 1) » , —-r. . . 

^(£ + 1) 


m,±l 
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ou 



Podemos simplificar ainda mais essa expressao, considerando m — ±1, ou 
seja, 



ou, finalmente, 


C$? ±l = tVM2<+l) (27.196) 

Considerando as expressoes 27.193 e 27.196, achamos 


C ? i±1 = T^ + V4tt(2€+ 1) (27.197) 

Agora, podemos voltar as expressSes 27.161 e 27.162 e escrever, iniciando 
com 27.161, 


(i ± i})e ikz = y/ 4n(2£ + 1)]V x \jt{kr)\±i] 

i '■ 

+ i e \J 4 tt(2£ + l)u (krfie^i | 

ou 

(i ± i])e ikz = [u(kr)l l±1 ±^Vx [je(kr)%, ±1 ]\ (27.198) 

£ 

Assim, multiplicando por Zq, temos, usando 27.154, 

S = 2o£<V4*(2< + 1) ,±i ± -V x D«(fcr)5«,±i]] (27.199) 

t 

Reescrevendo agora a equagao 27.162, achamos 
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[Ti e+1 \/47r(2£+ l)]U{kr)le,±i 


- j,i e V 4tt(2^ 4- 1)V x Mkr)2e,±i] 


ou 



^v^r+i) 

* 



(27.200) 


de modo que, usando 27.157. temos 


% = Y/VM2^+ 1) 




Jb 


V x [j£(fcr)J^±i] =F i)t{kr)% 


±i 


(27.201) 


Note que pode ser mais interessante escrever as equagoes 27.199 e 27.201 
de outra forma. Vamos lembrar que £ e estao relacionados por meio da 
expressao 27.156, 



Assim, se fizermos 



a expressao 27.199 torna-se 



(27.202) 


Note que, com essa definigao para o carnpo eletrico, temos, lembrando a equagao 27.154, 


£ , (f) = (i± I j)e^ 


( 27 . 203 ) 


o que faz com que seu modulo seja 



27 . 5 . EXPANS AO DE ONDAS ELETROMAGNE TI CAS PLAN AS EM ONDAS ESFER.ICAS 


907 



Portanto, nesse caso a potencia media incidente, dada por 27.59, fica 


{Si) • hi 


£o,d 2 


2 hoc Mo c 


\/Mo e o 


1 


Mo 




(27.204) 


Alem disso, % tambem pode ser reescrito se considerarmos que, por 27.156, 




k x £ 


ou 


ou ainda, 


Entao, chamando 


achamos 




k x (Z 0 £') 





a —*, 

kx£' 


e a equagao 27.201 fica, agora, 




D' v / 4tt( 2^+1) 

l 



V x [j^(fcr)5^,±i] T i)e(kr)He,± 1 


(27.205) 


As expressoes 27.202 e 27.205 estabelecem a expansao, em ondas esfericas, 
de uma onda plana circularmente polarizada propagando-se na diregao do 
eixo z. Essa expansao sera utilizada em seguida, no estudo do espalhamento 
produzido por uma esfera perfeitamente condutora. 
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27.6 Espalhamento por uma Esfera Perfeitamente 

Condutora 


Vamos estudar agora o espalhamento produzido por uma esfera perfei¬ 
tamente condutora quando uma onda eletromagnetica plana incide nela. A 
esfera tern raio D e esta centrada na origem do sistema de coordenadas. A 
onda plana incidente pode ser escrita mediante 27.202 e 27.205, 



(27.206) 




— i l \/4tt(2?+T) 

^0 l 



(27.207) 


A onda espalhada deve ser uma onda esferica, de modo que ela pode ser escrita 
na forma de uma expansao, semelhante ao que ocorre nas equagoes 25.130 
e 25.131, ou seja, ja efetuando algumas adaptagoes, 






V x 


(27.208) 




^V4tt(2£ + 1) 

£ 



Vx(f,i(A:r)^ ±1 )TiQ M ±i 



(27.209) 


onde consideramos que as fungoes radiais apropriadas sao as fungoes de Hankel 
esfericas. Antes de partir para a determinagao explicita dos coeficientes, vamos 
determinar a segao de choque de espalhamento por unidade de angulo solido, 
tambem conhecida como segao de choque diferencial de espalhamento. Para 
isso, vamos precisar da potencia media por unidade de angulo solido, obtida 
a partir do vetor de Poynting medio 22.52, 

(S) = 1r[£ x 3T] = x9£] 
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A potencia media de espalhamento emitida por unidade de angulo solido na 
diregao descrita pelo versor r e obtida fazendo-se o produto escalar do vetor 
de Poynting medio com ?, ou seja, 



ou 


r 2 ^ ^ r 2 ^ 

= yK[f -EfXK}] = -»[f‘£}x5£/] (27.210) 

Assim, inicialmente vamos calcular r • £y xJ-CA Pela identidade 1.17 para 
produtos mistos, podemos escrever 



f •£ / x}£* / = £ / .^xf 

ou, usando 27.208 e 27.209, 





i* a/4tt(2£+1) \Cf ±i{kr )\±i 


i 


± 


O n i 


k~ 


Vx(f)J(fc4 ±1 ) 


1 
z 


o 


y/4n(2£’ + 1) 




X 


k 


V x (^/*(A:r)5| / ±1 ) ± iCgf^e (kr)% t 


±1 


xr 


ou ainda, fazendo algumas manipulates iniciais, 


r • E f x jfc 


47t^ ' r 


z 


o 


24 

e, e 


(-1 ) e i e + t,+l J(2£+l)(2e + 1) 


x 


C 


i,±\Vii kr )\ 


O/j i 


6 IL 1 (^ I 


±1 




k 


VX(I )\(kr)l, ±l ) 


r^e 

r W / ,±i 

jfc 


f x [V x (^*(fcr)^ i± i)] ± C¥^{kr)t x ±1 


(27.211) 


Vamos relembrar a cquaqao 27.173, 


v X [T € (r)5*, m ] 


V^+l)^,mT^ , f x 2 i m d 


r + 


r 


r 


dr 


(rTe) 
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e vamos calcular, inicialmente, o produto vetorial 


r X V X [TV(r)S m ] = r X 


i>/£(e+T)Ye, m T e , rx3* m d 

r H- -yrlA 


r 


r 


dr 


ou 


r X V x [T e(r)2i m ] 


r x (r x \ m ) d 

dr 


(rTe) 


Usando a identidade 1.19a, temos 


(27.212) 


r x (r x \ m ) = (r • 5^ m )r - (r • r)S 


m 


Lembrando que. pela expressao 25.271 paraH^ i7n , 


< / > ) 


y/T(i+ 1) L 


<t> 


dY e>m 

d9 


0 dY e , 


m 


sen 0 d(j) 


essa fungao nao tem parte radial, achamos 


f x (? x 3 e<m ) 


3 




(27.213) 


Assim, a equagao 27.212 fica 


r x V x [Ye(r )5^ m ] 


d 


r dr 


(rT e ) 


Com o uso da equacao 27.214, a expressao 27.211 torna-se 


(27.214) 


r-E/XK) 


4n 


Z 


o 



(—l) e 'i £+e ' +1 V'(2£+ 1)(2£' + 1) 


Li ' 


x 


Ci ± y e (kr)2 e , 


il 


± 


W O ! 


l,±l 


v X (f)|(fcr)5^±i) 


u £',±l d 


k 


r 


dr 


{ ri )e* ( kr )} ± (kr)r x % ±1 


ou, desenvolvendo os produtos, 
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47T 

Zn 


£ 

i,e 


ej+e'+i 


1 Yi 


(2£+l)(2f+ 1) 




[rl)}* (kr )}\±i • Jj, 


=bl 




il 


(f X I;, 


il 


c 




e* j 

*',±1°£,±1 d 


k 2 r 


dr 


[ r bj>* (fcr)][V X (^(fcr)5/,±i)] -3 


* 

€',±1 


nM s~iM* 

+ l,± \ *' ±l $ (fcr)[V x (fjl(fcr)5 g , ± i)] • (f x3 


£',±1 


Vamos reescrever o produto 


[V x (Ij*(fcr)5* i± i)] • (? x 3jf, i±1 


x3 


r + 


£>171 


dr 


[rt)l(k 


(27.215) 


(fx^',±i) (27.216) 


onde usamos a equagao 27.173. Lembrando a equagao 27.172, 


r x 5 


£>m 


A 

^ (p dYgrn 

£(£ + 1) \ 80 sen 9 dp 


vemos que podemos simplificar a expressao 27.216 para 


1 d 


[V X (l)Xkr)le, ±1 )} • (f x ]J 1±1 ) = (rx\ ±1 ) • (fx]J i±1 )--[rl,jH 


Vamos usar agora a identidade 1.20, de modo que 


(27.217) 


* \ 1 d r r 1 


(f x J f , ±1 ) - (f x —[ rf) i (fcr)] 


(f • t)0t,±l • ^, ±1 ) - (f • $, ±1 )(f • i,±l) -f VVt(kr)\ 


1 ^ r„Ll 


ou, como nao tem parte radial (pela expressao 25.271), 


1 d 


1 d 


(fx], ± i).(fxK ±1 )--[rI, (J=r-)]=7, ±1 0;, ±1 --[rl,!(fcr)] (27,218) 


r dr 


r dr 
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Usando a equagao 27.218, a equagao 27.217 torna-se 


[Vx(J,i(fcr)i i± 1 )].(fx% i±1 ) 


1 d 


r dr 




Com isso, podemos reescrever a equagao 27.215 como 


(27.219) 


EfXOi 


47T 


/ 


Z 


o 



(- lfi e+e ' +1 Vp+lp^+lj 


e,e' 


X 


Cf 4.1 Cf* 4-1 ^r—^ -T- [r-(Ar)]}^ 


<,±i±i fcr dr 


±iO* 


£',±i 


=F C$T ±1 C% t±1 \)\(kr)\$(kr)2 e ,±l • (? x 5j- i±1 ) 

/ore* t 

± A±1 j-[r^(fcr)] [V x ft*(*r& 1±1 )] • f eM 


k 2 r 


dr 




±1 


(27.220) 


Assim, a potencia media por unidade de angulo solido dada em 27.210 fica 


d(P) 

d£l 


27t r 


Z 



(-1 f i e+e>+1 y/(2£ + l) (2£’ + 1) 


X 


Mkr) d 


w,±i c r,±i fc dr 


rf) £ , (fcr)P<,±i • Jjr ±1 


=F Ciq±iCf j±1 l)](fcr)f)^ (kr)%,±i • (r X 5 


€',±i 


) 


f-'re* 1 

± y ' ±1 . ^4-[rl£(AT)] [VX ((,J(*r)i, ±1 )] • Jj ±1 


k 2 r 


dr 


CSSi,qfS.5£M|[r»}(*r)H, 


±1 ’ 3?',±1 



(27.221) 


Uma grandeza relevante no estudo de espalhamento e a segao de choque di- 
ferencial de espalhamento, definida por 


da 


esp 


d(P) 

dQ 


dn 


(St) ■ k 


(27.222) 
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onde o denominador corresponde ao vetor de Poyting da onda incidente, ja 
calculado em 27.204, 


<Sz) * k 


1 


Z 


o 


Com o uso de 27.221, a segao de choque diferencial de espalhamento fica 


da 


dQ 


52 = 27rr 2 U 



(-if i e+t,+1 y/(2e+ 1)(2£' + 1) 




* 


d r_«.l 


it 


x < q ±I C?• :j, ±1 

=F C"i,CJ ±1 lj}(/cr)l);, , (fcr)J < , ±l • (r x J;, ±1 ) 

fie* f*M 7 

[rtfe (hr)] [V x ($\{kr)\± i)] • % 


£',±1>X±1_ 

k 2 r dr 


±1 


C 


m r>M* 

^,±1 ^^,=hl 


-L— - [rfc (fer)] I, 


±1 ’^',±1 



(27.223) 


Interessa-nos agora a segao de choque total de espalhamento, que pode ser 
obtida integrando-se a segao de choque diferencial no angulo solido dfi, ou 
seja, 


a 


esp 


2tt r 2 U 



l) e 'i e+e ' +1 y/(2£ + 1 )( 2 if + 1 ) 


x l C 


e ne 


K kr ) d r„U 


^,±i £',±i 


rf)^ (fcr)p*,±i • T 


£\±l 


-F • (f x % >±l ) 


i 


c 


e* fiM j 

«',±l u yi « 


A: 2 


r 


dr 


[rl )¥(kr)] [Vx(tj(b-)3 ul )].t, 


=bl 


M /iM* (^ r ) d r„r_ 1 


_ 

i,±i e,±i k d 


Vbe{kr)W ±i -3J ± i 




ou, trocando a ordem da integral com a somatoria, 
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a esp = 2irr 2 $l{ (-lfi e+t+1 y/{2i + 1)(2£' + 1) 


i,e 


frl (*0 d r -,1 
<,±1^',±1 fc d 


x < Cx, C e 


[rt)f(kr)] I 3f f± i - % ±l dQ. 


T Cr ±1 Ct ±1 f>l<kr)l)e (Mr) 11 


e,±i • 


(r x3 




)df2 


s~ie* r^M 7 

± e,±1 —[rbe> (kr)] I [V X (f)K^)^,±i)] • 3?',±i 


k 2 


dr 


/~iM /~i 

W,±i± i 


M* &€' (^ r ) ^ r_t_l 


&r dr 


r\) £ {kr)] / 3<,±i OJ. ±1 



(27.224) 


Precisamos determinar uma relagao para simplificar essa equagao. Considere 
a equagao 27.173, e vamos efetuar o produto escalar dela com lg, m ,, e integrar 
era fi, ou seja, 


%,m' * V x [T e (r% im ] dQ 


i J i{l + l)Ye,m? e 


% ,m> * ? dn 


+ / %,m' * 


1 

fx] 


£,m 


d 


r 


dr 


(rTt) dQ 


Com o uso de 27.187, 


J 5|, jm , • V x [T e (r)\ m \ dfl = 0 

vemos que o lado esquerdo da equagao se anula. Alem disso, como nao 
tem parte radial, a primeira integral do lado direito tambem se anula. O 
resultado e que 

J % >m , • (f x 5e,m) dn = 0 (27.225) 

Com o uso das equagoes 27.187 e 27.225 e tambem da relagao de ortogonali- 
dade 25.129, 


“4 —(► 

’ \rn 



dll' &m,m' 
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a segao de choque total 27.224 simplifica-se para 


a esp = 2irr 2 n{ (-if i w ‘ +1 ^(2£ + l)(2f + 1) 

LV 




M nJW be' (^ r ) ^ r-r.1 


1VI /O 


rffc(fcr)]$*,*» 


ou, efetuando a soma em 


(T 


esp 


27rr 





{-l) e i 2e+1 (2£ + 1) 


* 


X 


iq 


dbl 


2r.l/7.„\ ^ [ r fjl _ | (jM [2^1 7 7 \ ^ r „r.l 


^(/cr) 


dr 


il 




(27.226) 


Agora, usamos a forma assintotica da fungao de Hankel esferica dada pela 
equagao 25.231, 


ZX 

't)l(x) ~ (—i)^ +1 — , x 1 

X 

para reescrever os dois termos que envolvem essas fungoes. Primeiro, calcula- 
mos 




[rf)¥(kr]} = (-z) m 




ou 



Em seguida, achamos 







(27.227) 
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OU 


d 


{kr)— [r\)\{kr)\ 


dr 


p —ikr 

l^r( ik y kr 


kr 


(27.228) 


Utilizando 27.227 e 27.228 em 27.226, obtemos 


a 


esp 


2nr 

~k~ 





£*2m 


( 2 ^+ 1 ) 





ou, efetuando algumas simplificagoes, 



ou, finalmente, 




^(2^+ l)[|C| )± i 
t 



(27.229) 


que fornece a segao de choque total de espalhamento quando uma onda plana 
incide numa esfera. Note que ate aqui nao fizemos nenhuma restrigao sobre as 
propriedades especificas da esfera, sendo essa segao de choque completamente 
geral ate aqui. 

Retornando ao problema inicial, temos que os campos totais sao obtidos 
somando-se os campos incidentes e os espalhados, ou seja, 



£ = £* + £/ 

(27.230) 

0~C = 0~Ci + 0~C j 

(27.231) 


Sendo a esfera perfeitamente condutora, o campo eletrico dentro dela e nulo, 
e a condigao de contorno para o campo eletrico tangencial a superftcie da 
esfera informa que 
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(27.232) 


Note que o versor normal a esfera corresponde ao versor ?. Calculemos agora, 
usando as equagdes 27.206 e 27.208, o campo eletrico total fora da esfera, 
dado por 



Precisamos aplicar a condigao de contorno 27.232, ou seja, 



r—D 


Note que os termos que envolvem o rotacional foram calculados em 27.173, e 
eles tern uma parte radial, que se anula ao efetuar o produto vetorial com r, 
e uma parte angular, que sobrevive. Assim, podemos reescrever a expressao 
acima como 
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ou ainda, 



$yj4n(2£ + 1)s )e(kD) + x 


£ 


± \i[r'u{kr)} + CP ±l 4:[r1)i(kr)\ 


~dr 


dr 


r—D 


r X (r X 5g,±i) 

kr 


0 (27.234) 


Agora, temos que, para que a somatoria se anule, lembrando que os sao 
ortogonais e que os produtos vetoriais tambem sao para cada valor de deve 
ocorrer 


U(kD) + Cf ±1 \)UkD) = 0 


d [r)e(kr)] + 


L dr 


dr 


0 


J r—D 


de modo que achamos os coeficientes como sendo 


/"re 

°£,±1 


k(kD) 

f )kkD) 


(27.235) 


e tambem 


d 


W,±l 


dr 


[r)e{kr)] 


d 


drHiikr)] 


(27.236) 


r—D 


Podemos reescrever essas expressoes de uma outra forma, definindo angulos 
chamados de angulos de fase de espalhamento, por intermedio de 


tg£« 


je(kD) 
n e(kD) 


tg S( 


i[ r u( kr )) 

d 


dr 


[rnt(kr)] j r ^ D 


(27.237) 


Note que, considerando 5e , temos que, como a tangente e dada pelo cateto 
oposto dividido pelo adjacente, o cateto oposto vale )e(kD) enquanto o cateto 

adjacente e n e(kD). Entao, 


sen 5i 


n(kD) 


%(kD) + nj(kD) 



(27.238) 
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n e(kD) 



(kD) + nj(kD) 


Com isso, podemos escrever 

u(kD) = sen SiyJ%(kD) + n j(kD) 


(27.239) 


(27.240) 



n e(kD) = cos Si J)1(kD) + nj(kD) 


(27.241) 


Agora, combinamos as equagoes 27.240 e 27.241 na forma 


u{kD) + in£(kD) = senSi<J)j(kD) + n J(kD) + i cos6i\J)f(kD) + nj(kD) 


ou, como fj)(/cr) — )e(k:r) 4- ix\e(kr), 


\)\(kD) = (sen <5/ + i cos 5i)<J)j(kD) + n \{kD) 
Vamos dividir agora a equagao 27.240 pela 27.242, ou seja, 


je(kD) 

MkD) 


sen Si J) j(kD) + nj(kD) 


(sen Si + i cos S\) J)^(kD) + nj(kD) 


ou 


)t(kD) 

$e (* D ) 


sen Si 


sen Si + i cos Si 


Agora, podemos escrever 


sen Si + i cos Si 


e it>l _ g— e t£[ _)_ e —iSi 

-h i ■- 


2 i 


2 


ou 


(27.242) 


(27.243) 


sen Si + i cos Si 


iSi _ c—i&i _ _ 0 —iSi 


2 i 
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ou ainda, 


sen 6i+i cos Si = ie 



Utilizando 27.244 em 27.243, obtemos 

) e(kD) _ sen Sj 


ou 


U{kD) 

\)\{kD) 


—sen 5; 


(27.244) 


(27.245) 


Procedendo de modo equivalente para 8{, o que fica como exercicio para o 
leitor (veja o exercicio 27.5), achamos 


[ £[ r k{kr)] 

\ £:[ ri )l(kr)} 


— —ie 11 ’’ 1 sen 5[ 

r=D 


Portanto, as equagoes 27.235 e 27.236 podem ser escritas como 


(27.246) 


C e 

e,±i 



(27.247) 



n M 

u £,±l 


ie 1 ^ 1 sen 


i 


(27.248) 


Podemos tambem estudar o comportamento dos coeficientes em alguns limites 
import antes. Quando o comprimento de onda e grande em comparagao com 
o raio D da esfera, temos a condigao kD 1. Nesse caso, podemos usar as 
expansoes 


ui x ) 


x 


£ 


rs_/ 


(2£+l)H 


1 


x 


2(2£ 4- 3) 


+ 


W 9 * 


s:«l 


. . (21- 1)!! 
ndx ) «-—— 11 


x 


M-l 


2(1 - 2 £) 


+ 


* * i 


i«l 


(27.249) 


(27.250) 


para obter aproximagoes para os coeficientes dados por 27.235 e 27.236. Pre 
cisamos inicialmente obter uma expansao para a fungao f)l(x), isto e, 
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=u{?) +in e (x) 

ou, usando 27.249 e 27.250, 

l)‘W'»^l)!,( 1 - 2 (J + 3) + ") 

_ _ — _ | _ 

x e+1 \ 2(1 - 21) 

Vamos escrever os primeiros termos dessa expansao, ou seja, 


. ( 2 £ — 3)!!x 2 

^ 2x £ + 1 


— 2i(2£ — 1)!!(2£ + 3)!! — 2i(2£ + 3)U(2£ — 3) !!rr 2 ] + ••• , 

ou como 


^e( x ) 


X 


£ 


X 


£+2 




{21 + 1 )!! 2 ( 2 ^+ 3 )!! 


t (2£ — 1 )!! 


x 


£+i 


Vamos reescrever esta expressao como 


t)Ux) 




i(2£- 1)!! 


x 


£+1 




X 


+ 


IX 


2i+\ 


2t-\ (2£ — 1)!!(2^+ 1)!! 


ix 


2£+3 


2{2l- 1)!!(2*+3)!U 


+ 


) 


i«l 


Agora, vamos calcular, usando as series 27.249 e 27.251, a razao 


k{ x ) 

i)l(x) 


X 


(2£+l)!! 


1 


x 


2(2£+3) 


+ 


t * 


i( 2 e-iy.\ 


1 


X 


x 


<+l 


2t- 1 


+ 


%x 


2£+l 


XX 


2£+3 


(2 1- 1)!!(2£+1)M 2(2£- 1)!!(2£+3)!!J 


x < 1 


x«l 


2)<1 


(27.251) 


-l 

+ ••• 


ou entao, utilizado uma serie de Taylor para o termo entre colchetes, 
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) t(x) 

t)l(x) 


%X 


2£+l 


( 2 £ + 1 )[( 2 ^ — 1 )! !] 2 


1 


x 


IX 


2(2£ + 3) 

2£+l 


+ 


* * 


1 + 


X 


2 £ — 1 


+ 


IX 


2£+3 


(2£ — 1)\\(2£ + 1)!! 2(2^- 1)!!(2£ +3)!!J 



ou, finalmente, 


)t{x) 

bK x ) 


ix 


2 £+\ 


( 2 £ + 1 )[( 2 £ — l )!!] 2 


1 + 


x 


2 £ — 1 


+ 


x -c l 


(27.252) 


Note que os termos acima caem rapidamente com x e com l. de modo que o 
termo relevante ocorre para £ — 1, ou seja, 


h(s) 

&i0*0 


ix 


3 


(27.253) 


Com o uso de 27.252, podemos calcular o coeficiente dado por 27.235, ou seja, 


/'■'re 

w,±l 


i(kD) 


2£+l 


( 2 £+ 1 )[( 2 £- l)!!] 2 


kD ) 2 

1 + --— + 

2£-l 


• ■ 




kD < 1 (27.254) 


sendo que o coeficiente mais importante e, usando 27.253, 


C e 

1,±1 


i(kD) 

3 




kD < 1 


(27.255) 


Para determinar os coeficientes y , dados por 27.236, vamos precisar de 


x) e (x) 


x 


£+1 




( 2 £ + 1 )!! 


1 


x 


2{2£ + 3) 


+ 


* • 


r«l 


(27.256) 


e de 


x\)l(x) 




i{2£ — 1)!! 


x 


1 


x 


+ 


IX 


2£+l 


2£-l (2£- 1)!!(2£ + 1)!! 


ix 


2£+3 


2{2£ — 1)!!(2^ + 3)!! J 


+ 


* t 


? 


x < 1 (27.257) 


onde usamos as series 27.249 e 27.251. Derivando 27.256, temos 
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d 


dx 




£ 




{£ + l)x 

( 2 £+ 1 )!! 


1 


x 


2{2£ + 3) 


+ 


x 


i+\ 


X 


(2£+ l)!!\2£ + 3 




* * 


7 


x <C 1 


ou 


d 


dx 


[x'k(x)} 


e , 




1 


(£ + 3)x 


(£ + l)x 

(2£+ 1)!! L* 2(2£+3)(£+l) 


+ 


? 


x < 1 (27.258) 


Derivando agora 27.257, achamos 


d,„ l( „ i£(2£-l)» 


dx 


x 


e+i 


1 


x 


+ 


IX 


2£+l 


2£-l (2£ — 1)F!(2£+ 1)!! 


zx 


2£+3 


2(2£ — 1)!!(2£ + 3)!! J 


i(2£- 1)!! r 


x 


£ 


2x 


+ 


i(2^ + l)x 


2£ 


2^—1 ( 2 £- 1 )!!( 2 £+ 1 )!! 


i(2£ + 3)x 2 ^ +2 
2(2£- \)\\(2£ + 3)!!J 


+ 


• * 


) 


x«l 


ou 


d 


dx 


[xl)}(x)] 




i£{ 2£- 1)!! 


f r 


X 


£+1 


1 


(£ + 2)x 2 

£( 2 £ - 1 ) 


+ 


« * 


x <C 1 


(27.259) 


Agora, usando 27.258 e 27.259, calculamos a razao 


d 


dx 








{£+l)x^ 

1 - 

(£+3)x 2 . 


(2£+l)!! 

2(2£+3)(M-l) ' ' 

t 

i£( 2£-l)\\ 

x e+1 

1 ( £+2)x 2 , 

1 £{2£~l) + 



a:«l 


ou, ja usando uma serie de Taylor para o termo entre colchetes no denomina- 
dor, 


■^i x )e(x)\ ~ i{£+ l)x 2m 

£[x&](x)]~ £[(2£ — 1)!!] 2 (2£ + 1) 


(£+3)x 


2(2£ + 3)(£+l) 


+ 


(£ + 2)x 2 

1 + £(2£-l) + "'J 


x « 1 


ou ainda, efetuando algumas simplificagoes, 
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£[ x 'u(x)\ 




i(£ + l):r 2 ^ +1 

£\{ 2 £ — 1 )!! 1 2 ( 2 £ + 1 ) 


1 + 


6ar 

2£(2£T3}(£+l)(2l^T) 


+ 


* * * 




2ix 3 


A 

dx 


[acf>l(a:)] 


r^j 


Agora, note que, fazendo x = kr , temos 


dx 


d dr 
dr dx 


ld_ 

k dr 


Portanto 


5 


x « 1 (27.260) 


Novamente o termo relevante e o primeiro, para £ = 1, ou seja, 


(27.261) 


d d 

dr dx 

Com o uso de 27.260 e da relagao acima, os coeficientes dados por 27.236 
tornam-se 


W,±i 


i{£ + l)x 2 ^ +1 

£[(2£ - 1)\\] 2 (2£ + 1) 


1 + 


6x 


2£(2£ + 3)(£+l)(2£-l) 




i<1 


r—D 


OU 


n M 

W,±l 


i(£+ l){kD) 2i+1 

£[(2£ — 1)!!] 2 (2£ + 1) 


1 + 


6(kD) 


2£(2£ + 3)(£+ 1)(2£- 1) 


+ 


sendo que o termo mais relevante (£ = 1) e dado por 


® < 1 (27.262) 


W,±l 


2t(JM?) 




(27.263) 
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Utilizando as expressdes 27.255 e 27.263, a segao de choque total de espa- 
lhamento, dada por 27.229, torna-se, considerando apenas o termo principal, 
com £ = 1, 


ou 



2tt r (kD) 6 
k 2 [ 9 





lOTrfc 4 ^ 6 

3 


ou, em termos da freqiiencia da onda, dada por lo = ck, 



10t rw 4 £> 6 

3c 4 


(27.264) 


(27.265) 


Note que a segao de choque cresce muito rapido com o aumento da freqiiencia, 
ou com a diminuigao do comprimento de onda. A segao de choque diferencial, 
dada por 27.223, pode ser aproximada por 


_ , 2»1 3i f (fcO) 6 M(*r) i 


dfl 


9 


kr dr 


Hh (fer)pi 1± i*3i ; ±i 


=F 2i( * Df ~ iik ° ) \ l(kr)t,Y(kr)!^ ■ (f x 


3 


3 


i(kD) 3 2i(kD) 3 1 d 1V ln .=> N1 ** 

± —=-=-^ — [ri)\ (fcr)] [V x (fji(fcrpi,±i)] • 2 1±1 


3 


3 


k 2 r dr 


i lrtll(kr)] Ji ’ ±i • J t±'}} ( 27 - 266 > 


Agora, usando 27.227, temos 


d 




dr 


Considerando a equagao 27.228, achamos 


kr 


(27.267) 


d 


tfM-rlr&lOfcr)] 


dr 


kr 


(27.268) 


Levando em conta a expansao 25.231, obtemos 



926 


27. RADI A QAO, IV: DIFRAGA O 




X 


X 


1 


X 


(27.269) 


Portanto, 


fjl (kr)t)Y(kr) 


1 


A; 2 r 2 


(27.270) 


Vamos relembrar a equaQao 27.173, 


V x [T*(r)i, m ] 


zy / £(£+ l)y*, m T< „ r X ] f , m d 

r H--(ri>) 


7* 


dr* 


Como nao tem parte radial, ao fazer o produto escalar com essa fungao, 
resta apenas o segundo termo do lado direito, ou seja, 




1 d 


r dr 


(r?t) %,rn> ' (* X ^rn) 


Se £ = = 1, m = m f = ±1 e T^(r) = f )\(kr), achamos 


T* 

J i,±i 


V X [l|l(fer)Ji ±1 ] 


1 d 


r dr 


( rf )id*,±i • ( f x ^x,±i) 


(27.271) 


Utilizando as equagoes 27.267, 27.268, 27.270 e 27.271, a expressao 27.266 


torna-se 


da 


^ = 2tt r 2 $l 


dfl 


.[ (kDf 1 

l \ 3 kr 


kr 


Ji,±i • 3;,± 


1 


.2 (kDf 1 j j. , 

± ---• (r X j, ±1 j 


3 


fc 2 r 2 


=F 


2 (kDf 1 


3 


k 2 r 2 dr 




dr 


4(jfcL>) 6 1 i 


(r x 5i±i) 


3 


kr kr 


^i,±i * ±i 


(27.272) 


Precisamos agora de 


d [rbe*(kr)]-^-[rt)l(kr)] 


d 


dr 


dr 


dr - 


r(-i) 


e+i 


ikr 


d r 


kr J dr . 


n 


l'+\ 


—ikr ^ 


kr - 


ou 
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d [ ri )Y(kr)]4rArl)j,{kr)] 


dr 


dr 


K } -{ik)e ikr -—(-ik)e 


—ikr 


k 


k 


ou ainda, 


d l r hY(kr)](kr)} = (-1 ) e i e+e 


dr 


dr 


Entao, 


d (kr)]4-[rl)i(kr)] = 1 


dr 


dr 


Com isso, a equagao 27.272 fica 


da 


esp 


dQ 


2nk 4 D 6 

3 


»U 1 ,± 1 -5,±i±2z5 1 ,± 1 .(fx5: ±1 ) 


=F2tilT ±1 .(f xJ lt±1 ) + 45 1>±1 


ou 


da 


esp 


d,Q 


2t rk 4 D 6 
3 


3? 


55 1)±1 Ot i±1 ±2zJ li±1 .(fx5t ±1 ) 


T 2*lT ±i • (f x 3 lj±1 ) 


Agora, vamos precisar da equagao 25.271 para 




i r ~ dYg 

'(/> ’ 


m 


e dYe, 


m 


^£(£+ 1) l 98 sen 6 d<fi 


Quando f=lem=l, temos 


V(M) 




e 5Fi,n 


V2Y dd 


sen# dc/) 1 


Da tabela 6.4, temos que 


*i,i(M) 



3 


87 r 


sen 


ee i4> 


(27.273) 


(27.274) 



(27.275) 
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Portanto, 




y/2 




3 


87T 


COS 


de* 


0 


sen# 



3 


87 r 


sen 


de** 


ou 


= W“[ cos0 ^“^] e 


i<p 


Tomando o complexo conjugado, temos 


(27.276) 




4 



[cos 0 0 + i 0] e 


(27.277) 


Precisamos tambem de 




y/2 L 


A 

4> 


a# 


0 911,-1 


sen 9 d(b 


Olhando novamente a tabela 6.4, vemos que 


yi,-i(M) 



3 


87T 


sen 


9e~ i<s> 


de modo que 




y/2 


0 



3 


87T 


cos 


de** 


e 


sen# 


(-<) 



3 


87T 


sen 


de-* 


OU 


* 1,-1 (M) 


4 



[cos 6 4> + i0\e l< * > 


Considerando o complexo conjugado, temos 



% 3 

3i,-i(0>0) = J\lz[ cos9 4>-to\e 


7T 


i S\ J<t> 


Portanto, sumarizando, 


(27.278) 


(27.279) 


5i,±i(0) 0) — ^4 V 7 r cos 9 0 i 0] ^ 


(27.280) 



27.6. ESPALHAMENTO FOR UMA ESFERA PERFEITAMENTE CONDUTORA 


929 


3i,±i (MH+t 



[cos 9 <j> =t i 0] 


(27.281) 


Precisamos calcular agora, usando 27.280 e 27.281, 


i ' +i -^,±1 ={± W^[ cos0< at^] e±I0 }• { * 13 


=p - v — [cos 9 <fr =fc i 6\ e TU ^ 


on 


3i,±i • 3i,±i 


1 3 


16 7T 


[cos 9 id] • [cos 9 cj> d= i 0] 


ou ainda, 


^i,±i • ^*,±1 


3 


16tt 


(cos 2 0+1) 


Precisamos tambem de, empregando 27.280, 


(27.282) 


r x Ji 

A 5 


±1 


r X 





[cos 9 0 + i 0} e ±i4> 


OU 



r X : li±1 = +7\/~ [cos e e ± i $\ e** 


4 V 7T 

Fazendo o produto escalar entre 27.281 e 27.283, temos 


(27.283) 


2 


i,±i " 


(f x?i,±i) 


H 



^ [cos 9 4> ± i 0\ | • | 


+-\j — [cos 9 0 ± i 4>] e ±l ^ 


ou 




3 


16tt 


[cos 9 4>±i0\ • [cos 6 0 ± i 4>] 


ou ainda, 


±1 ’ x ^i,±i) — + 


3t_ 

87T 


cos 9 


(27.284) 
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Tomando o complexo conjugado, temos 


Ji. 


±1 • 


(f x3 


* 

1,±1 


) 


, 3i a 

±— cos# 

87T 


(27.285) 


Agora, usando 27.282, 27.284 e 27.285 em 27.275, achamos 


da 


esp 


dVt 


— (cos 2 0 + l)±2i 


3 


167r 


4. 3 * a 

±— cos 9 

67r 


=F2 i 


3i . 
T-— cos 9 

8t r 


ou 

dtJesv k 4 D 6 ^( 15. o . 

^sr = Trny (C0S () + 1 )- 12 “ s «} 

ou ainda, 

= fc 4 J D 6 |^(cos 2 0 + 1) — cos 0 j (27.286) 

que e a segao de choque diferencial de espalhamento para o caso em que 
kD <§C 1. Essa segao de choque pode ser vista na figura 27.24. 


Z A 



Figura 27.24: Segao de choque diferencial para espalhamento por uma 

esfera perfeitamente condutora no limite de comprimentos 
de onda grandes em comparagao com o raio da esfera. 

Note que a origem dos eixos nao esta no centro da esfera, mas sim na regiao 
proxima a protuberancia na parte superior. A segao de choque diferencial 
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aumenta bastante para angulos 0 proximos de 7r, ou seja, na regiao de re- 
troespalhamento, lembrando que a esfera perfeitamente condutora (o objeto 
espalhador) esta centrada na origem e a radiagao esta incidindo na diregao z 
(de baixo para cima). 

Outro limite importante ocorre quando o comprimento de onda e pe- 
queno em comparagao com o tamanho da esfera, ou seja, kD 1. Nesse caso, 
as formas assintoticas importantes sao 


Ufa) 


1 




— sen (x 
x \ 


£tv 

t 


) 


x £ 






1 ( £tt\ 

x CO \~Y) 1 


x £ 


juntamente com a equagao 25.231, 


\)}{x) fa (-») 


f.+ l e 


IX 


X 


X » 1 


(27.287) 


(27.288) 


Primeiro, vamos reescrever 27.287 como 


)i{x) fa 



x ^> £ 


ou 



e lx e~ l 


£ir 


IX 


£tt 


2 ix 


J 


Lembrando que £ e inteiro, temos 


x S> £ 


j e (x) fa 



x £ 


OU 



x^> £ 


(27.289) 


Reunindo agora 27.289 e 25.231, obtemos 


-t 
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k(x) 

b}{x) 


r^j 


i+1 e lx -(-iy e lx 

l _ 2x 

H) m f 


X l 


ou 


jiO) 

(jK*) 




(-i) 


t+l —ix £ 


—zx 


£^zx 


(-ire 


2 


x^> £ 


ou ainda, 


M*) 


ty( x ) 


r^j 


1 - (-1 Ye 

2 


e„-2ix 


) 


Portanto, a equagao 27.235 fica 


C fe 

*,±1 




(-1)^ 


t„—2ikD 


1 


2 


5 


x^> £ 


i»^ 


Para obter os outros coeficientes, precisamos inicialmente de 


(27.290) 


(27.291) 


—IX 


£ Ax 


xjtfx) RS r +i 


(- 1 )^ 


2 


x^> £ 


onde usamos a equagao 27.289, de modo que 


d, . . , .. , t e IX 


£Ax 


dx 


X)AX): 


rv 


+ (-l)^e 


2 


) 


x l 


(27.292) 


Alem disso, usando a equagao 25.231, temos 


xt)l(x) w (— iY+ l e lx 


? 


i>i 


e assim, 


A[x [)](x)] « (-i)V x , z»l 

dx 

Calculando a razao entre 27.292 e 27.293, achamos 


jk\ x )t{x)} 




^ e -ix_|_(_i)£ e ix 
^ 2 




zx 


J 


(27.293) 
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27.7. ESPALHAMENTO THOMSON 


933 


ou 


£Ni(s) 3 





x 3> £ 


ou ainda, 


£{ X U( X )] _ l + (—l^e 2i * 

ltWl( x )\ 2 


X ^ £ 


Portanto, os coeficientes ficam 


jV/ _ 

W,±i — 


1 + (— l) e e 2ix 

2 


5 

x=kD 


OU 


X ^> £ 


nM 

°^,±1 


(—l)^e" 2ifc£> + 1 


kD~> t 


(27.294) 


Note que as expressoes 27.291 e 27.294 sao validas quando A;D > I e que 
os coeficientes nao decrescem rapidamente, como ocorre no limite anterior 
(kD l). Assim, para um dado kD que, em principio, satisfaz a condigao 
kD £ para algum alguns coeficientes serao dados pelas expressoes 27.291 
e 27.294, ate que um £ ma x ~ kD seja atingido, quando entao os coeficien¬ 
tes precisam ser calculados diretamente de 27.235 e 27.236. A partir dai, 
kD torna-se menor que os £ subseqiientes, de modo que as equagoes 27.254 
e 27.262 passam a ser validas, o que mostra que, nesse caso, varios termos da 
expansao em multipolos precisam ser considerados, e o uso de computadores 
para efetuar os calculos numericos ou algebricos passa a ser necessario. Al¬ 
guns problemas nesse sentido sao deixados como exercicio para o leitor (veja 
os exercicios 27.6 e 27.7). Vejamos agora outro processo importante. 


27.7 Espalhamento Thomson 

Outro processo que pode ser considerado espalhamento ocorre quando 
uma onda eletromagnetica incide numa particula livre que tern uma carga Q, 
de modo que ela possa se movimentar sujeita aos campos da onda incidente. 
Como a carga sera acelerada, ela emitira radiagao em todas as diregoes, e 
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tambem em varias freqiiencias. Podemos simplificar o estudo desse proble- 
ma se considerarmos uraa onda eletromagnetica incidente plana polarizada, 
propagando-se na diregao z, com uma polarizagao descrita pelo vetor n, que 
e paralelo ao piano xy> fazendo um angulo 7 com o eixo x, alem de considerar 
que as velocidades adquiridas pela carga sao nao relativisticas, de modo que 
ela emite radiagao com a mesma freqiiencia da radiagao incidente. Nesse caso, 
teremos o fenomeno do espalhamento Thomson, que vamos estudar a seguir. 
Considere o campo eletrico da onda plana como sendo 

£i(r,t) = £o,i e ^ r “ _iwt ^ (27.295) 

Sendo a forga eletrica que age na carga dada por F = Q£> podemos obter a 
aceleragao instantanea por meio de 

a = — = — £0 i e i *’ f - iut n (27.296) 

m m 

Queremos determinar o valor medio temporal do quadrado dessa grandeza. 
Supondo que o movimento da carga seja efetivamente cfclico, podemos adap- 
tar a expressao 22.50, que fica entao 



(27.297) 


ou seja, 


que fica 





ik'T—iujt 


n 









(27.298) 


Agora lembramos a formula de Larmor 24.10 para a potencia media emitida, 
por unidade de angulo solido, por uma carga acelerada, 


dP 

dQ 


Mo Q 2 a 2 

167t 2 c 



onde (3 e o angulo entre a aceleragao da carga, que no nosso caso esta na 
diregao definida pelo versor n, e a posigao do ponto de observagao da ra- 
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7 7 "; 




r^L^.Zj 


- - o 0 
A A 6 



{ 


■ *>. 

O Q .• 






sen" 3 /; 


.I 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 Hi 


cm 


ap 

df 2 



(27.299) 


Vamos calcuiar agora a segao de choque de espalhamento, dada pela razao 
entre a potencia media espalhada por unidade de angulo solido e a potencia 
media incidente, por unidade de area, dada pelo vetor de Poynting medio na 
diregao da onda incidente, isto e, usando a equagao 27.222, 



dP 

d£l 

(Si) * fci 


Ja calculamos a potencia media incidente em 27.59, 




2 



de modo que achamos, usando 27.299 e 27.59 em 27.222, 


ou 




(4 Q A 

I 67 r 2 m 2 



(27.300) 


Agora precisamos escrever (3 em termos de angulos mais apropriados. Sabemos 
que k k e que n faz um angulo 7 com o eixo x. Alem disso, vamos chamar de 

A A 

6 (o mesmo de coordenadas esfericas) o angulo entre k e o vetor R do ponto 
de observagao. Portanto, podemos escrever h como 


A 


A 


n = cos 71 + sen 7 j 


(27.301) 
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A 

O versor i?, por sua vez, corresponde ao versor r de coordenadas esfericas, e 
ele pode ser escrito como 


A A A A 

It = sen 9 cos d> i + sen 9 sen 6 j + cos 9 k 


(27.302) 


A 

Sendo P angulo entre a aceleragao e R : temos, lembrando que a || n e que 


n 


\R\ = l, 


A 

R. n = cos j3 


ou, usando 27.301 e 27.302, 


yA, Art A A 

cos (3 = (sen 6 cos <f> i + sen 6 sen 0 j + cos 9 k) * (cos 7 i + sen 7 j) 


ou ainda, 


cos (3 = sen 9 cos (f> cos 7 + sen 9 sen <f> sen 7 
que pode ser escrito como 


cos P — sen 9 cos (<f> — 7 ) 


Portanto, 


sen 2 P = 1 — sen 2 0 cos 2 (</> — 7 ) 


(27.303) 


Com isso, a segao de choque de espalhamento 27.300 fica 


da 


esp 


(4 Q 4 


dQ 


I 67 r 2 m 2 L 


1 — sen 2 9 cos 2 (cj) — 7 ) 


(27.304) 


Nesse caso, a segao de choque se comporta como um toroide, como mostra a 
figura 27.25, obtida quando 7 = 0 , ou seja, uma onda polarizada na diregao x. 


Quando temos um feixe de radiagao nao polarizado, a segao de choque 
deve considerar uma media feita sobre o angulo 7 na expressao 27.304, o que 
e feito integrando a expressao em 7 no intervalo [ 0 , 27t] e dividindo por 27r, ou 

seja, 



esp/ 7 



^0 


Q 4 1 


167T 2 m? 2 tt 



[l — sen 2 9 cos 2 (0 — 7 )] dy 


(27.305) 
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Figura 27.25: Segao de choque de espalhamento para uma carga 

livre excitada por uma onda plana polarizada na 
diregao x incidente na diregao z. 


Podemos reescrever a integral na forma 


27T 


0 


[l — sen 2 6 cos 2 (0 — 7 )] d'y 


2tt 


0 


[l — sen 2 6 


1 + cos 2 (0 — 7)1 

2 


d'j 


ou 


27r 


0 


[l — sen 2 9 cos 2 (0 — 7 ) dj — <7 — sen 2 9 


[7 sen2(0 — 7) 27r 


L2 


4 


0 


ou ainda, 


27T 


0 


[l — sen 2 0 cos 2 (0 — 7 )] dy 


27r — sen 2 6 


27t sen 2(0 — 27t) — sen 20 


2 


4 


que pode ser escrito como 
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2tv 


0 


[l — sen 2 8 cos 2 (0 — 7 )] dy 


ou 


2ix — sen 2 8 


ix 


sen 2(f> cos 2 tt — cos 2(f) sen 2tx — sen 2<fi 

4 


ou ainda, 


27T 


0 


[l — sen 2 8 cos 2 ((ft — 7 )] dy = 2ix — n sen 2 9 


27T 


0 


[l — sen 2 9 cos 2 ((f) — 7 )] dy — 2tx — n(l — cos 2 9) 


ou, finalmente, 


27r 


0 


[l — sen 2 9 cos 2 ((f) — 7 )] dy = 7 r(l + cos 2 9) 


(27.306) 


Utilizando a equagao 27.306 em 27.305, temos 


d{o’esp)'Y 


2 yo4 ^ 


Mo Q 


dQ 


167 T 2 m 2 2ix 


7 r(l + cos 2 9) 


ou 


d(cTesp )7 _ Mo Q 4 1 + cos2 ^ 
dfi 167T 2 m 2 2 

O grafico dessa segao de choque pode ser visto na figura 27.26. Note que ela 
favorece espalhamentos na regiao proxima ao eixo z, ou seja, espalhamento 
frontal e retro-espalhamento. Chamada de segao de choque de Thomson para 
espalhamento, ela pode ser usada para estudar o espalhamento de raios-x por 
eletrons, por exemplo. 

Podemos determinar a segao de choque total de espalhamento para uma 
onda incidente nao-polarizada integrando a equagao 27.307 no angulo solido 
dQj ou seja, 




esp/7 


m 0 Q 4 

16tx 2 m 2 


7r 



27T 


1 + cos 2 8 


sen 9d9d<j) 


0 jo 


2 
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Figura 27.26: Segao de choque de espalhamento para uma 

carga livre excitada por uma onda plana nao- 
polarizada na diregao x incidente na diregao z. 


Usando a variavel 


s = cos# 


ds = — sen 6 dO 


essa integral pode ser simplifica para 






e entao, 


ou 



esp/ 7 


Mo Q A 

167T 2 m 2 




esp j 7 


Mo Q 4 [5 

87t m 2 .2 




l 



ou ainda, 
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esp/ 7 


i49l 

87 r m 2 



ou, finalmente, 


(cr esp )r=^^ (27.308) 

07T m/ 

Esta e a segao de choque Thomson. Note que ela e valida para baixas energias 
de radiagao incidente quando comparadas, por exemplo, com a energia rela- 
tivfstica de um eletron (E — m$c 2 ), o que corresponde a baixas freqiiencias. 
Devemos lembrar tambem que esse e um calculo classico, sujeito a corregoes 
quanticas, como efeito Compton. Nesse caso, temos a segao de choque de 
Klein-Nishina, cujas expansoes assintoticas sao 



i4Q 4 

I67r 2 m 2 




fku me 2 
Hlo me 2 


(27.309) 


onde u) e a freqiiencia angular da radiagao incidente, h = ^ e /i e a cons- 
tante de Planck. Isso encerra nosso estudo sobre difragao e espalhamento. No 
proximo capitulo estudamos o interessante topico da reagao de radiagao. 


27.8 Exercicios 

27.1 Demonstre a equagao 27.49, 


— (b x B?1 • ti dA = 0 

2 / 4 ) Js ho 

27.2 Most re que numa difragao por fenda unica o maximo central responde 

por 90% da intensidade total difratada, enquanto o segundo maximo 
da conta de 5% da intensidade. 
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27.3 Obtenha as grandezas acima para uma difragao por um conjunto de 

tres fendas. Esboge o grafico da intensidade difratada. 


27.4 Resolva o problema de uma difragao por uma fenda circular conside- 

rando a teoria vetorial de difragao, e compare os resultados com os 
obtidos na segao 27,3,4, 


27.5 Demostre a expressao 27.246, 


f £[ r k(kr)} 

If Wiikr)} 


= —ie lSl sen 5[ 

r=D 


considerando que o angulo de fase de espalhamento 5 l p e aquele defi- 

nido em 27.237. 


27.6 Utilizando os resultados da segao 27.6, obtenha, para uma esfera 

perfeitamente condutora, os tres primeiros coeficientes C| ±1 e C^ ±l 
para a situagao em que kD ~ £ ma x ~ 2. Obtenha tambem os campos 
espalhados em termos das fungoes 

27.7 Estude o problema de uma esfera condutora (mas nao perfeitamente 

condutora), considerando agora campos no interior da esfera e con- 
digoes de contorno apropriadas. Considere, nos resultados, o limite em 
que a condutividade s —> oo, e verifique se os resultados da segao 27.6 
sao obtidos. 




Capitulo 28 


Radiagao, V: Reagao de 
Radiagao 

INI este capitulo veremos o fenomeno de reagao de radiacao Quando 

uma particula de massa m carregada com uma carga Q sofre a agao de uma 
forga resultante nao-nula, ela adquire uma aceleragao, sofre uma variagao em 
sua velocidade e, consequentemente, em sua energia cinetica. A forga externa, 
durante o deslocamento da particula, realiza um trabalho, e assim o trabalho 
realizado deveria ser igual a variagao de energia cinetica, como ocorre quando 
uma massa m descarregada e submetida a uma forga externa. Entretanto, 
sabemos que cargas aceleradas emitem radiagao, de modo que nem todo o 
trabalho realizado e convertido em energia cinetica. Uma parte da energia 
torna-se radiagao, e tudo se passa como se a forga resultante na particula fosse 
menor do que de fato ela e. Ha, portanto, uma forga exercida pela radiagao 
sobre a carga que a gerou e que e o que chamamos de reagao de radiagao. 
Nosso objetivo agora e estudar um pouco mais a fundo esse fenomeno, que 
tern implicagoes bastante interessantes no Eletromagnetismo Classico. 


28.1 Calculo Preliminar da Reagao de Radiagao 

Baseado na Conservagao de Energia 

i 

Vamos determinar uma expressao para a reagao de radiagao baseada na 
aplicagao da lei de conservagao de energia a uma carga acelerada. Conside- 
rando uma particula nao-relativistica, temos, pela formula de Larmor 24.11, 
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p _ lM)Q 2 a? 

67 rc 

Essa e a potencia media emitida, na forma de radiagao, pela carga que tern 
uma aceleragao a. Portanto, poderiamos pensar que essa potencia corresponde 
a taxa temporal com que a carga perde energia por causa da forga exercida 
pela radiagao, ou seja, considerando que a carga tenha uma velocidade u, 


rad * ^ 


2 Jl 


HoQ a 
67 rc 



Note que essa equagao, na verdade, nao esta correta, pois a carga nao gera 
apenas campos de radiagao. Devemos lembrar que ela gera tambem campos 
de velocidade, os quais tambem tern uma energia associada, so que essa ener¬ 
gia nao se “desprende” da carga como ocorre com a energia dos campos de 
radiagao. Portanto, a determinagao da energia perdida pela carga deve levar 
em conta tanto a parte da energia de radiagao quanto a parte da energia que 
fica nos campos de velocidade. Agora, se considerarmos que a carga execute 
algum tipo de movimento ciclico, de modo que nos instantes t\ e as confi- 
guragoes dos campos de velocidade e de radiagao sejam as mesmas, entao a 
energia associada aos campos de velocidade (que fica “ligada” a carga) sera 
a mesma nos dois casos, e a diferenga entre as energias totais sera dada pela 
parte que foi irradiada. Consequentemente, apesar de a equagao 28.1 nao ser 
exata num dado instante de tempo, em termos medios, considerando esta- 
dos inicial e final similares, ela e valida, de modo que podemos escrever, em 
media, 


*2 


$ rad * V dt 


ti 


noQ 

67 rc 


1 2 


a 2 dt 


ti 


Agora, como 


temos 



^2 


rad * ^ dt 


Ho Q 2 f t2 dv dv 

67 rc J t dt dt 


dt 




Chamando 
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achamos, integrando o lado direito por partes, 



Jrad * V dt 


HoQ [ 

67 TC 


~dv 

.dt 


v 


1 2 





• v dt 


ou, como § sao iguais em t\ e 1 2 por causa do movimento ciclico executado 
pela carga, temos 



t2 T T)rH — ^ 0 ^ 
orad * ^ ut — 


2 rt2 d 2 v 


6irc l tl dt 2 


• v dt 


que pode ser escrita como 



t2 r <5- noQ 2 d 2 v-\ ^ 


(28.4) 


Um modo de satisfazer a equagao 28.4 e considerar que 


Mo Q 2 d 2 v 

67TC dt 2 


Jrad 


(28.5) 


Esta expressao e conhecida como formula de Abraham-Lorentz para a reagao 
de radiagao. Note que ela foi estabelecida, por enquanto, considerando a si- 
tuagao mais simples envolvendo a equagao 28.4, que esta de acordo com a lei 
de conservagao de energia. Nada foi dito, por exemplo, sobre a componente 
perpendicular de 3> ac £ em relagao a velocidade da carga, por exemplo. Alem 
disso, ela vale apenas em media, e isso se nos restringirmos a um movimen¬ 
to ciclico em que v e % forem iguais no comego e no fim do ciclo. Vamos 

ampliar a validade dessa equagao nas proximas segoes, mas antes devemos 
discutir alguns aspectos interessantes relacionados com essa equagao. Primei- 
ro, considere que nao haja outras forgas externas agindo na carga, alem da 
exercida pela radiagao. Nesse caso, temos, usando a segunda lei de Newton, 
e lembrando que ^ 



Mo Q 2 da 

— -— = ma 

07 TC dt 
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ou 


da 67T me 

dt HoQ 2 

Esta equagao pode ser resolvida facilmente, mediante a separa^ao das tres 
componentes cartesianas da acelera^ao, e a solugao e 




aoe 


6 n m c 
MO Q 2 



ou, se definirmos uma constante de tempo r ra d por meio de 


7~rad 


Mo Q 2 

6nmc 


podemos reescrever 28.6 como 




t 

rad 




E interessante notar que o tempo caracterfstico T ra d e muito pequeno em 
geral. Para um eletron, por exemplo, ele vale r® ad « 6, 24 x 10 -24 s. A equa- 
gao 28.9 indica que a aceleragao da carga aumenta espontaneamente com 
o tempo, na ausencia de forgas externas aplicadas. Esse resultado ilogico, 
chamado de solugao divergente, pode ser corrigido se fizermos Go = 0. Isso 
resolve o problema quando F ext — 0, mas outros ocorrem quando existem 
forgas externas aplicadas alem da reagao de radiagao, conforme veremos mais 
tarde. Antes, vamos estudar dois modelos para uma carga pontual. 


28.2 Calculo da Reagao de Radiagao para um 

Modelo Dipolar para uma Carga Pontual 

Nosso objetivo aqui e verificar a corregao da formula de Abraham- 
Lorentz 28.5 para uma carga pontual Q , ou seja, determinar a reagao de 
radiagao associada a carga. Apesar de chamarmos a carga de pontual, ela 
nao e de fato um ponto no sentido matematico. Assim, ela ocupa um certo 
volume no espago, e nesse volume a carga Q esta distribuida de alguma forma 
em prinefpio desconhecida, lembrando que estamos interessados em particulas 
como eletrons e protons, por exemplo. Assim, um elemento de volume dV a 
dentro da carga possui uma certa carga elementar dQ a — pifA■, t)dVA, e um 
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outro elemento de volume dVs tern uma carga (LQb — t)d,VB- Cada um 
desses element os de volume exerce forga eletromagnetica sobre o outro. Se a 
luz, ou mais precisamente, “informagao”, se propagasse com velocidade infi- 
nita, a reagao gerada por B sobre A quando A age sobre B ocorreria de tal 
modo que haveria um cancelamento interno a carga, e a forga total interna 
seria nula. Porem, como ocorre atraso no transporte de informagao, a reagao 
de uma dada agao nao ocorre ao mesmo tempo, indicando que nem sempre 
ocorrera um anulamento total da forga produzida pela carga nela mesma. Es- 
sa “auto-forga” e o que chamamos de reagao de radiagao, e ela surge porque 
a carga nao e de fato um ponto matematico. 

Para mostrar que de fato existe reagao de radiagao para uma carga 
pontual, vamos modela-la inicialmente de uma forma bem simples. Vamos 
dividir a carga Q da particula pontual em duas metades, separadas por uma 
distancia d, e esse “dipolo” se move perpendicularmente a linha que une as 
duas metades da carga. Note que a particula que tern a carga Q e um objeto 
unico, e em geral a sua estrutura interna nao nos e acessivel. A figura 28,1 
mostra as grandezas importantes para esse caso. 



Figura 28,1: Modelo “dipolar” para uma carga pontual Q. 
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O campo eletrico relevante e o campo eletrico retardado de Lienard- 


Wiechert 


£(f, t) 


Q | (R-Rp)(l-p 2 ) R* [(fl - .R/3) x f ] 

-r - 


4n€o 


R-R-8 


i 3 


\R-R-f3\ 


(28*10) 


com o correspondente campo magnetico 20.134, 


Z3(r, t) 


R(t r ) X £(f\ t ) 


(28.11) 


onde 


- v _ a 

R(t r ) = r — rQ(tr) (3 = ~ a=- 

c c 

e rn(t r ) descreve a posigao da carga Q no tempo retardado, v e sua velocidade 
e a, a aceleragao, todos no tempo t r . Vamos considerar que em t r a carga esta 
em repouso, de modo que 


P(t r ) - 0 

(28.12) 

Alem disso, se queremos calcular o campo eletrico produzido no ponto {x\,y{) 
pela carga que estava em ( 22 , r , 2 / 2 ,r)i precisamos de 

i?i 2 = Li + dj 

(28.13) 

de modo que 


R 12 = VL 2 + d 2 

(28.14) 

A aceleragao esta na diregao x, no sentido positivo, de modo 

que 

a = a i 

(28.15) 


O campo eletrico produzido pela metade da carga inferior na metade superior 

fica, entao, reunindo 28.12, 28.13 e 28.15 em 28.10, 

% f R \2 R12 x (R12 x Q) 

47T€o I ^12 C 2 R \2 



£\2 (n,t) 


(28.16) 
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Vamos calcular 


on 


- * A A A 

R 12 X a = (Li + d j) x a i 


—* a 

R \2 Xa = —ad k 


Assim, 


R 12 x (-R 12 x a) = (L i + d j) x (—ad k) 


ou 


R 12 x (R 12 x a) 


ad(d\-L}) 


(28.17) 


Usando 28.14 e 28.17 em 28.16, achamos 




Q 


Li + dj 


8^0 1 (L 2 + d 2 ) § 


A A 

ad(d i — L j) 
c 2 (L 2 + d 2 )i 


ou 


#i2(n,i) 


Q 


l 


87re 0 C 2 (L 2 + d 2 )s 


r [(c 2 L - ad 2 ) i + (c 2 d + Lad) j 


(28.18) 


Com isso, o campo magnetico produzido na metade superior da carga pela 
metade inferior vale, por 28.11, 




Li + dj Q 


1 


VL 2 + d 2 87re 0 c 3 (x 2 + d 2 ) § 


j [( c 2 L — ad 2 ) i + (c 2 d + Lad) j] 


OU 


#12 (n,i) 


Q 


l 


87reo c 3 (L 2 + d 2 ) 2 


[L(c 2 d + Lad) - d(c 2 L - ad 2 )] k 


ou ainda, 


#12 (n,i) 




ad 


87T6o c 3 (L 2 + d 2 ) 


k 


(28.19) 
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Uma grandeza relevante e 


V\ (t) X B\2 = VlX 


Q 


ad 


87T6o c 3 (L 2 + d 2 ) 


k 


ou 


Vl(t) X B 12 


Q 


vad 


87T€o c 3 (L 2 + d 2 ) 


w 

J 


(28.20) 


Vamos calcular agora as grandezas envolvendo os campos produzidos pela 
metade superior da carga no tempo retardado que atuam sobre a metade 
inferior no tempo atual. Precisamos de 


#21 = Li - d\ 


(28.21) 


de modo que 


#21 = y/L 2 + d 2 


(28.22) 


Nesse caso, o campo eletrico dado por 28.10 torna-se, usando 28.12, 


£21(^2, i) 


^ f #21 . #21 x (#21 x a) 


47T60 1 #21 


+ 


C 2 #2! 


(28.23) 


Calculamos, inicialmente, 



(Li — dj) x ai 


ou 


—A 

R 21 x a = ad k 


Assim, 


R 21 x (R 2 i x a) = (L i — d j) x ad k 


ou 


R 2 \ ^ (-R 21 X a) — —ad(d i -b L j) 


(28.24) 
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Assim, fazendo uso de 28.21, 28.22 e 28.24, a expressao 28.23 fica 


£ 21(^2 ,t) 


Q 


Li - dj 


ad[d 1 L j) 
87re 0 1 (L 2 + d 2 ) i c 2 (L 2 + d 2 )§ 


ou 


£21 (£2,*) 


Q 


1 


87T60 c 2 (L 2 + d 2 ) 5 


3 - [Lc 2 i — c 2 d j — ad 2 i — adL j] 


ou ainda, 


£21 (£ 2 , *) 


Q 


1 


8vre 0 c 2(^,2 + ^ 2)5 


(c 2 L — ad 2 ) i — (c 2 d + adL) j] 


(28.25) 


Podemos calcular agora o campo magnetico, ou seja, 


#2i(r2,t) 


Li — dj Q 


1 


VL 2 + d 2 87re 0 c 3 (L 2 + d 2 )^ 


(c 2 L — ad 2 ) i — (c 2 d + adL) j] 


ou 


# 2 i(r 2 ,£) 


Q 


1 


— A 


87reo c 3 (L 2 + d 2 ) 2 


L(c 2 d + adL) + d(c L — ad )\ k 


ou ainda, 


£ 21 ( 72 , t) 


Q 


ad 


87T6o c 3 (L 2 + d 2 ) 


k 


Com isso, podemos calcular novamente 


V 2 (t) x B 21 — vix 


Q 


ad 


87T60 c 3 (L 2 + d 2 ) 


k 


(28.26) 


ou 


£2(0 x #21 


Q 


vad 


87T€q C 3 (L 2 + d 2 ) 


J 


(28.27) 


De posse de 28.18 e 28.27, podemos calcular a forga eletrica resultante pro- 
duzida por uma metade da carga na outra metade, ou seja, 
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F 



ou 



Q 


l 


8^0 c 2 (L 2 + d 2 ) 2 


(c 2 L — ad 2 ) i + ( c 2 d + Lad) j1 + 



e entao, 



Q 2 c 2 L — ad 2 t 
87T60 c 2 {L 2 + d 2 ) § 1 


(28.28) 


Essa e a expressao exata para a forga eletrica entre uma metade da carga e a 
outra. Note que, pelas expressoes 28.20 e 28.27, a forga magnetica da metade 
superior na metade inferior anula a da metade inferior na metade superior, 
de modo que a forga total e dada apenas pela forga eletrica. Agora, vamos 
expandir, em serie de Taylor, a coordenada x atual da carga em termos da 
coordenada x no tempo retardado, ou seja, 



= x(t r ) + 


dx 

dt 



(t-t r ) 




[t — t r ) 2 + 


1 d?x 
6 dt 3 



{t — t r )^ + • 


(28.29) 


Entao, temos 

1 1 

L = x(t) - x(t r ) = v(t r )(t - t r ) + -a(t r )(t - t r ) 2 + -a(t r )(t - t r ) 3 H- 

2 o 

onde a = Definindo um tempo T tal que 


T = t — t r 

e lembrando a equagao 28.12, temos 

L = - a(t r )T 2 + -a(i r )T 3 + ■ ■ ■ 


(28.30) 


(28.31) 


Note que 
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C(t - tr) = VL 2 + d 2 


ou 


2 T 2 



(28.32) 


de modo que 

d = \Jc 2 T 2 - L 2 

ou, usando 28.31, 


ou ainda, 



c 2 T 2 - 



(' tr)T 2 + 


-a(t r )T 3 + 


• * 



d = cT 



1 

2 


O termo entre colchetes e pequeno, e podemos chama-lo de s. Assim, temos 
uma expressao do tipo (1 — s 2 )^, e podemos usar uma serie de Taylor para 
expandi-la, obtendo 


d 



1 


a(t r )T a(tr)T 2 , 

+ -r-r 


i 2 


• a • 


2 L 2c 


6c 


+ 


* • 


ou 


d = cT 


1 a 2 (t r )T 2 
21 4c 2 



a{t r )a{t r )T 3 
12c 2 




ou ainda, 





a(£ r )d(£ r )T 4 

24c 



(28.33) 


Assim, temos uma expansao do parametro d em termos de T. Queremos 

inverter essa expansao, obtendo uma serie para T em termos de d. Em primeira 
aproximagao, podemos fazer 
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d~ cT 


de mo do que 


^ d 

T « - 

c 


Agora, usamos esse valor para T no termo cubico em 28.33, ou seja, 


d ~ cT 


a 2 (t r ) d 


8 c c 3 


o que faz com que achemos 


d a 2 (t r )d 3 


- + 

c 8 c 5 


e assim sucessivamente, resultando em 


T 


d a 2 (t r )d 3 

- H--h 

c 8 c D 


(28.34) 


Em seguida, usamos esse valor para T na expressao 28.31, que fica 


L = ]-a{t r ) 


d a 2 (t r )d s 
L c 8 c^ 


• t 


1 


r d a 2 (t r )d? 


i 3 


+ 6 4( ‘ r) lc + 8c*> 


"b 


* • i 


+ 


l t l 


OU 


L 


a(t r ) d 2 a(t r ) d 3 

H---- + 


* * i 


2 c 


6 c 


(28.35) 


O proximo passo consiste em usar a expansao 28.35 na forga dada por 28.28, 
isto e, 


F 


Q 


87T6QC 


a(t r ) d 2 a(t r ) d 3 

-n H-1- - + 


* * 


2 


6 c 


d z a(t r ) }{L z + d?)~i i 


O termo entre chaves e dado pela equagao 28.32, e temos 


F 


Q 


8tT€()C 


a(t r ) 9 , d.(t r ) d 


2 


+ 


6 


+ 


1 • < 


(cT) 


-3 


Pela equagao 28.34, temos, 
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cT — d + 

de modo que, em primeira ordem, 




cT^d 


e entao, 


ou 






4 c 2 d 




(28.36) 


Podemos escrever essa expressao em termos da aceleragao no tempo atual, 
por meio de 


ou, usando 28.30, 



a(t r ) = a(t ) — d{t)T + * * * 
ou ainda, empregando agora 28.34, 

a(t r ) = a(t) — a(t )—h * • • (28.37) 

c 

Da mesma forma, para a(i r ), temos 

d(t r ) = a{t) + a{t)(t r ~ t) + ■ * • 

ou, fazendo as mesmas substitutes do caso anterior, 

d 

d(tjdj = d(i) + d(i)—f** * ■ * (28.38) 

c 

Entao, mantendo apenas as potencias mais baixas em d e usando as equa¬ 
tes 28.37 e 28.38, a equagao 28.36 fica 
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r 

F 


Q 


47ren L 


ik( a{t) - i(t) d 


+ («(<) + o(i) ^ 


+ 


• * 


# 

1 


ou 


F 


Q 


47reo 


a(t ) a(t ) a(t) a(t ) d 

I , o I ^ o I _ ^ o I 


4 c 2 d 


4c 3 


12c 3 


12c 3 c 


* * * 


ou ainda, 




a(t) 

Ac 2 d 




a(t) d 
12 c 3 c ~*~ 


l 


que pode ser escrito como 



1 


47rco 4c 2 d 


Q i ftoQ ^f4.\ , 

a(i) + m_a(t) + 


127TC 


a{t)Q 2 , 

487T60C 4 


onde nos valemos do fato de que c 2 = (^o^o) ■ O fator 


(28.39) 



_L_ Q^_ 

47T6o 4c 2 d 


(28.40) 


que multiplica a aceleragao no primeiro termo do lado direito tem dimensdes 
de massa. Alem disso, se considerarmos as duas meias cargas, veremos que 
elas tem uma energia potencial eletrostatica dada por 



i QQ 
1 2 2 

47T€q d 


1 Q 2 

47T60 


A essa energia corresponde uma certa quantidade de massa pela relagao rela- 
tivistica E = A4c 2 , ou seja, 



_L_ Q^_ 

47reo 4dc 2 


em acordo com a equagao 28.40. Assim, a massa total observavel da carga 
“pontual” vale 


1 Q 2 

47tco 4dc 2 


m = 2mo + A4 = 2mo + 


(28.41) 
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onde mo e a massa de cada metade da carga pontual. Se escrevermos a segunda 
lei de Newton para a carga pontual, com massa nao-relativistica 2mo, 


F = 2moa 


e usarmos a equagao 28.39, veremos que 


1 


47reo 4 c 2 d 


Q 2 , HoQ 2 a{t)Q 2 

a{t) + io^_ a W + ——~ d + 


12ttc 


487T€oC 4 


• * 


2moa 


ou 


HoQ 2 

127rc 




aQ 


487T 6qC 4 


d 


2mo + 


1 Q 


2 


47 T 60 4c 2 dJ 


a 


ou ainda, 





487reoC 4 


d + • • * 


ma 


Agora, se tomarmos o limite d —» 0, de modo a colapsar as cargas e obter 
uma carga efetivamente pontual, restara apenas 


W)Q 2 \ 

—-—a — ma 
127rc 

O lado esquerdo corresponde a metade do valor dado pela formula de Abra- 
ham-Lorentz 28.5, 


£. _ HoQ 2 d 2 v 

rad ~ 6t rc dt 2 

mas devemos lembrar que calculamos a forga de uma das metades da carga 
na outra, e vice-versa, mas nao calculamos ainda a forga de uma das metades 
em si mesma. Alem disso, no limite d —» 0 pode-se argumentar que a massa 
dada pela equagao 28.41 divergiria, pois o termo M divergiria. De fato, um 
tratamento quantico baseado no processo conhecido como renormalizagao da 
massa faz com que essas divergencias sejam “absorvidas”, e assim, as gran- 
dezas observaveis, no caso a massa m, permanecem finitas. Vamos calcular 
agora a forga de uma parte de uma das metades da carga sobre outra parte 
da mesma metade. Podemos usar, para isso, o termo 
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p = (28.42) 

1271-c 

que fornece o valor da forga de interagao entre as duas meias cargas de valor 
Assim, poderiamos escrever 

^ Mo i >Q Q 

Fi = te “22 

Portanto, entre duas cargas q e q f teriamos 



(28.43) 


Considere agora que vamos calcular a forga entre partes diferentes de uma 
meia carga de valor %. Vamos supor que essa meia carga possa ser conside- 
rada como estando distribufda sobre um comprimento Y paralelo ao eixo y, 
definindo uma densidade linear de carga A, de modo que a carga elementar 
num comprimento dy vale dq = A dy. Considerando que queremos a forga de 
interagao entre duas cargas elementares situadas em elementos de compri¬ 
mento dy e dy f , temos, usando a equagao 28.43, 


dFj - k(Xdy) (Xdy') (28.44) 

On G 

onde dFj e a forga elementar de interagao entre as cargas nos elementos de 
comprimento considerados. Para determinar a forga total produzida pelo seg- 
mento Y nele mesmo, integramos essa expressao, tomando cuidado para nao 
contar duas vezes a mesma interagao, ou seja, 


ou 




Y 

2 


Y 

2 



Y 

2 

y 


ou ainda, 
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ou entao, 


que fica 


e entao, 





Y_ 

2 

_ Y 
2 








2 


OU 


Agora, temos que 


Entao, 


ou 




^ Mo dQ 
.n = -—a— 

3 Qttc 4 



moQ 2 ~ 

—-—a 
247TC 


(28.45) 


Essa e a forga de uma das metades da carga nela mesma. Como existem duas 
metades, a forga das duas metades da carga nelas mesmas e 



(28.46) 


Portanto, considerando agora a forga total da carga “pontual” Q nela mesma, 
temos que somar as equagoes 28.42 e 28.45, o que resulta em 



Mo Q 2 ~ , Mo Q 2 u 

——a + ——a 
12nc 127rc 
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OU 

§ - (28.47) 

one 

que agora concorda com a formula de Abraham-Lorentz 28.5, e que leva em 
conta toda a interagao entre as diversas partes da carga pontuaL Cada parte 
gera campos eletromagneticos, que interagem com as outras partes, resultan- 
do numa forga total liquida nao-nula, porque existe o atraso relativistico na 
propagagao dos campos. Essa forga e o que chamamos de reagao de radiagao, 
que e calculada, conforme mostramos agora, mediante a formula de Abraham- 
Lorentz. Note que nosso modelo para uma carga pontual e um tanto artificial; 
em seguida vamos torna-lo um pouco mais realista, considerando um modelo 
proposto por Lorentz. 

28.3 Calculo da Reagao de Radiagao para um 

Eletron 

Nosso objetivo e refazer o calculo da reagao de radiagao considerando 
agora um modelo para um eletron, proposto por Lorentz, fazendo algumas 
consider agoes: 

1 . A particula (o eletron) esta instantaneamente em repouso no tempo 
atual, ou seja, 

v(t) = 0 (28.48) 

o que sempre pode ser conseguido fazendo-se uma mudanga apropriada 
de referenciais. Note que isso nao significa que a ou as outras derivadas 
de v sao nulas. 

2 . O movimento dos elementos infinitesimals de carga nos quais dividire- 
mos a carga do eletron e nao-relativistico. 

3 . Os campos eletromagneticos produzidos por um elemento de carga de 
noutro de f sao os campos de Lienard-Wiechert 20.132 e 20.134. 

4. A carga segue uma distribuigao com simetria esferica. 
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5. Nossos result ados nao devem depender do “tamanho” do eletron. 

Com as consideragoes acima, vamos iniciar os calculos. A figura 28.2 mostra 
algumas grandezas relevantes para o caso do eletron. 



Figura 28.2: Grandezas importantes para o calculo 

da reagao de radiagao para um eletron. 


O campo eletrico produzido pela carga de' sobre a carga de e dado pela 
equagao 20.132 ou 28.10, 



(■ R-R0)(l-(3 2 ) | Rx[(R-R0)xZ ] 

R- R- j3] 3 [i? — ^ • /3] 3 


(28.49) 


E importante lembrar que o campo que a carga de sente no tempo atual t foi 
produzido pelas cargas de' em tempos retardados t r dados por 


t r = t ~ — (28.50) 

Alem disso, pelo item 2 das consideragoes, podemos expandir em serie de 

Taylor grandezas no tempo retardado em termos do tempo atual. Iniciamos 
com 
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v(t r ) = v(t) + 


dv 

dt 


(t 


*) + n 


Id? 


V 


2 dt 2 


t 


(t: 


t ) 2 + 


a > a 


ou, usando 28.50, lembrando a condigao 28.48 


v 


(t r ) 


aR a R? 

- n~ ■*" 

c 2 tr 


a a 


(28.51) 


Para a aceleragao, temos 


&(i r ) — ci(t) + 


da 

dt 


t 


(t 


t) + 


• * 


ou 


R 

a(t r ) — a(t) — a(t )-1- 


a i 


Outro fator importante e 


(28.52) 


[R-R-(3] 


3 = R z 


1 


R • v(t r ) 
Rc 


ou, usando 28.51, 


R - R * (3 


i 3 


R 


1 


1 


Rc 


R 


• _ 

aR a R? 

~ + 2~? + 


a a 


OU 


[R-R'0] 


3 = i ? 3 


i? * a RR m a 1 3 

1 H-a— — —i n b 


de modo que 


R - R> f3] 


3 = iT 3 


1 + 


c 2 

2 c 3 

R • a 

RR’S 

c 2 

2c 3 


+ 


• a 


-3 


ou, em serie de Taylor, 


R — R- (3 


i-3 —3 


R 


3 - _ 3 R~u 

1 — ~R • o + ^ 3 R • a + 


• a 


(28.53) 


Agora, na equagao 28.49, podemos, por causa da consideragao do item 2, 
desprezar o termo [3 2 em comparagao com o numero 1, de modo que temos 
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R- R/3 + Rx [(R-R0) x 



ou 



Usando a identidade 1.19a, podemos escrever 


Rx[(R - R(3)xa = (R-a)(R-R0)- [R-(R-R0)]a 


ou 


R x [(A - R0) x a = (R • a)(R - Rfi) - [R 2 - RR • 0]a 


ou ainda, 


R x [(R- R0) xa = 


[R • a(t r )] 


R 




Portanto, o campo eletrico fica 



Agora substituimos as expansoes 28.51-28.53, de modo que temos 






+ 



—» 

R* a + 


3 R 

2 ? 


R •(%-{- 



ou 
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£ (r, t) 


de' 


47reo R 3 


a r2 ~ 

it 4— r-cl 


R 3 a 


3 2 


+ 


* » 


+ 


1 


c 


R • a 


R 


R * CL 


* * * 


1 


2 , R 2 S 

TT JX 


ir + 


a 


R + 


R 


a 


R 3 R- 


a 


,3 


2 


+ 




X 


1 


B?a 


: 3 2 


+ 


a 


uR 

a -h 

c 


* « t 



R i=t -> 3 R ^ 

Ft * cl -b ——-tl • a ~|~ 

2c 6 


* * 


ou entao, 


£ if, t) 


4:7T€ 


de' f-, R 2 _ R 3 k 

R 4— r-cl - 7T — 4- 


o 


R?\ 


+ 


R 


(R • a)o 


4 4 


3 2 


R3 cS 

-(it • a) 


+ 


1 


R(R • a) 


il 


1 


ira 


i? 3 • 


i? 2 


a + 


2 


(ii • a)a 


(i? • o)i? 


R 3 ~ ^ _ 

— b~(R ’ cl)cl -f- 

/1U 


* ■ 


R 3 - 

—tt(R • a)a 


R 3 R - a 


3 


2 


a + 


• 4 


X 


1 


3 h ^ 3 R~ ± 

R ’ cl 4" 2~$R * cl 4" 


4 * 


ou ainda, 


£(f, i) 


de' 


47r eo R 3 


o ^ 2 - 
it 4— r-cl 


+ 


R 2 


(R • a)a 


R 3 


R 3 a R . - 

“To 4- ~o (R ’ a) 

c 11 2 


w 

(.R-d) 


a 


R (R'd)R- -r-(R • d)a 


i? 


a + 


i? 


a 


c® v -'2 c 3v c° 


i? 


„ i? 3 - - ^ 

(i? • a)a 4— r(R • a)a 4- 


i ? 3 R • CL 
2 


tt “b 


* 4 


X 


1 


3 - ^ 3-R - ^ 

Ft * CL + » il * (2 + 

2c J 


4 4 


que se simplifica para 


£(r, t) 


de 1 ( x R A a R, ~ R" , - a 

, 1 ii4-- T 7r4-- 7 (i2*a)4-- T (i2-a)- 

47re 0 -R 3 I c 3 2 c 2 c 5 2 


R ^ R 3 ->- 

z (R-a)R- —^{R‘a)a + 


• 4 


1 


3 3 R * ± 

Ft * c i + ~—Ft * a ~b 

2 c 6 


W * 4 
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ou 


S (r, t ) 


de 1 


47T eoR 3 


R 


3 . - j? SR. . - •-* R 3 a 

(R • o)R -|- „ (R • o)R -|- 


2c 3 


c 3 2 


3 R 3 ,- 3R 4 . - ^ R,- _ 

(R • ft)ft “l - —— tt(R ' a)a -I- —~-(R • ft) 


3 


2c 5 


4c 6 


(R • a) 2 R 


SR. -* « R 3 ,z? -2 3R 3 - 

H—(ZZ • u-)(ZZ • cC)R H—g-(ZZ • a) — ——y (ZZ • ct) ci 

C C 


3 R a _ _ . . R ^ ^ 3R ^ ■ 

+ -r~z-(R • a)(R • a)a— -^(R • a)R H—r-(R • ft)(R • a)R 


4 c 8 
3 R 2 

2c 6 


(R 


c 

2 n R 3 , 3R 3 

ft) R — ~—jRR • ft)ft -}■ 


2c 5 


2c 7 


“4 * 

(ZZ * a)(ZZ • a)a 


3ZZ 4 
4 c 8 


(ZZ • u)^u -f- 


* * 


ou, mantendo apenas termos que sejam ate a ordem de 


R 3 
c 3 5 



de ; 

47T6oZZ 3 



ZZ 3 a 

~J2 


ou ainda, 



ZZ 

R* 


2 


c 2 ZZ 3 


(ZZ • u)ZZ ~b 


1 


2c 3 ZZ 2 


(£•£)# + 


a 


2c 3 


(28.54) 


Podemos escrever essa equagao numa forma mais interessante se usarmos uma 
notagao tensorial. Nesse caso, a componente i do campo eletrico fica 


£i (r, t ) 


de' ( R, 


47r €q 


w 


2 


c 2 R 3 


(ZZ j Uj ) ZZi H~ 


1 


2c 3 ZZ 2 


(ZZjdj)ZZi + 


di 


2 c 3 


(28.55) 


onde devemos lembrar que, quando um indice aparece repetido, como em 
Rjd j, isso indica uma soma sobre os valores possiveis de j, ou seja, em tres 
dimensoes, j — 1,..., 3. Para continuar, vamos precisar de duas identidades. 
Para a primeira, precisamos calcular 

/ /*7T p2tT 

xdSl = / / r sen 0 cos 0 sen 0 dOdcj) 

Jo Jo 


ou 
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7T 


xdQ, 


r sen z 0[sen 0]g 7r } dO 


o 


e entao, 


j 


xdVt — 0 


De forma identica, podemos mostrar que 

j) ydd = 0 


(28.56) 


(28.57) 



zdVt = 0 


ou seja, para qualquer componente i do vetor r vale 



VidCl — 0 


A outra propriedade envolve 


(28.58) 


(28.59) 



7r r2ir 

xy = / / r sen ^ cos <£ r sen ^ sen $ sen QdOdcj) 

o Jo 


ou 


ou ainda, 



7T /*27T 


xy dCl 


o Jo 


3 sen 20 

sem 0—-— d9d<j) 



xy dCt 


7r 

g 

r~ / sen 0 

o 


cos2(p 


4 Jo 


27T 




e entao, 



xy dQ — 0 


(28.60) 


Por outro lado, calculando 
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7 r 



2tt 

r 2 sen 2 9 cos 2 <fi sen 9d9d(f) 


o 


temos 


ou 


ou ainda, 


e entao, 


ou 


ou ainda, 



27r 




1 + cos 2(f) 
2 





sen 2 (f) 


i 2n 





/*7T 

' sen 9(1 — cos 2 0) d9 
o 


/*7T /*7T 

x 2 dfi — ITT 2 / sen 0d0 — 7rr 2 / sen 0 cos 2 0 d# 

jo JO 



7T 

0 



x 2 dfi = 27rr 2 


27T 


3 


r 


e, finalmente, 


d) x 2 dfl = —r 2 (28.61) 

Seguindo o mesmo procedimento, e possivel mostrar que, dadas duas compo- 
nentes quaisquer de r, temos 



dfi 


4tt 



3 


(28.62) 
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As equagoes 28.59 e 28.62 sao necessarias para darmos continuidade a ob- 
tengao da reagao de radiagao para um eletron. O campo eletrico 28.55 e o 
campo gerado pela carga de f na posigao da carga de. Lembrando que a carga 
esta distribuida respeitando uma simetria esferica (consideragao 4), podemos 

escrever 


de f = p(r*)dV = p(r f )47rr ,2 dr f = p(r f )r /2 drdQ, 

onde p(r') representa a densidade de carga volumetrica no eletron. Assim, a 
componente i do campo eletrico total numa dada posigao r e obtida integran- 
do-se 28.55, ou seja, 



' p(V) 

n 





1 

2 c 3 R 2 


(Rjdj)Ri + 



r /2 drdQ 




1 


47T6o 



p{r f ) r /2 dr 


x 


n 


Ri 

Ri 


2a i R.R. + ^ 

c 2 + 


a* 


2c 3 -R 2 R i R i + 2c 3 


d£l 


Usamos agora as equagoes 28.59 e 28.62, de modo que temos 




p{r f ) r f2 dr l 


x 


2a 7 - 4nR 2 , 

o 


+ 


a 


c 2 R 3 3 13 2 c 3 R 2 3 


4tvR 2 0,4 


2c 3 


ou 



f p(r') 4irr /2 dr / 

r l 




que pode ser escrita como 
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ou 



A componente i da forga total que a carga de sente e dada por 


(28.63) 


jFi(r, t ) = deS\ ot 


ou, utilizando 28.63, 


jFi(r, t) “ de 





(28.64) 


Assim, a componente i da forga total e obtida integrando-se a equagao 28.64 
sobre todo o eletron, ou seja, 



ou 





de 


que pode ser escrita como 



/ 



de f 

47reo R 



Agora, note que a fragao dentro da integral corresponde ao potencial eletrico 
gerado por de! sobre de = pdV. Entao, comparando com a equagao 5.16, 
vemos que o termo entre colchetes pode ser identificado como sendo a energia 
potencial eletrica do sistema, de modo que temos 



ou, considerando as tres componentes, 



(28.65) 
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Note que novamente aparece um termo com caracteristicas de massa, dado 
por 


(28.66) 

3 c z 

so que, no presente modelo, ha um “excesso” de para que a relagao 
relativistica E = me 2 seja satisfeita. A massa acima pode ser chamada de 
massa eletromagnetica , pois resulta diretamente do efeito dos campos eletro- 
magneticos. A massa faltante esta associada com a energia necessaria para 
tornar o eletron estavel, ja que a tendencia natural seria que as cargas cons- 
tituintes, como tem todas o mesmo sinal, nao se mantivessem unidas. Nesse 
caso, um tratamento baseado em Mecanica Quantica e necessario, para in- 
cluir o efeito do spin, por exemplo. No caso de um proton, que tem estrutura 
interna e e formado por tres quarks que interagem atraves dos gluons, parte 
dessa energia vem dos gluons que mantem os quarks que formam o proton 
unidos. E importante notar, tambem, que a reagao de radiagao corresponde 
ao segundo termo do lado direito em 28.65, e temos novamente a formula de 
Abraham-Lorentz 28.5, como pode ser visto se equacionarmos a segunda lei 
de Newton, na forma 





e 2 Mo ^ 
67rc a 


mod 


Entao, temos 


6 _ a = (mo + M )a 
67rc 


e, considerando que a massa observavel e a soma mo + M, temos 




ma 


Vamos considerar agora que uma forga externa atue sobre uma particula 
de carga e. Nesse caso, a segunda lei de Newton seria escrita 


Eext + $ tot = m 0 d 


onde T 101 e dada por 28.65. Portanto, temos 
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eVo ^ 

—- a = mo a 

07rc 


ou, usando 28.66, 


que fica, ainda, 



(mo + M)a 


£ - e 2 yno i, 

Fext = ma- -—a 

07TC 


onde me a massa observavel. Vamos recordar a definigao da 
tempo T T ad , dada pela equagao 28.8, que fica, no nosso caso, 


Trad 


jApe 2 

67 rmc 


Assim, podemos reescrever a equagao 28.67 como 



F ext = ma - TUTrad a 


ou 


ou ainda, 


Fext 


* 

— Tfl{ci Trad &) 


F. 


ext 


m 


& Trad & 


_ t 

Vamos multiplicar agora essa equagao por e T ™d ? ou seja, 



t 

T rad = (q, Trad 


t 

T vad 


Agora, note que 



da — l — 1 — t— _ 

- g T rad — -g ' r rad (X 

dt Trad 


ou 


(28.67) 

const ante de 

(28.68) 


(28.69) 
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d r_*--- 1 

dt L J 


a 


a \ —i— 

- J g T rad 


Trad^ 


ou ainda, 


d —-— 

fig T rad 


dt 


i 


] 


i 


Trad 


( T rad a-a)e T ™d 


Comparando as equates 28.69 e 28.50, vemos que podemos escrever 


r 

F. 


ext — 


g T rad 


m 


d r _*--- 1 

Trad T rad J 


OU 


d r _ —t- 

(Xg T rad 


dt 


\ 


Fext --— 

e ■ g T rad 


TnT ra d 


Integrando agora de um tempo to ate i, temos 


to 


1 d t / n 

— [ae Tra£i 1 dt 
dt 1 L J 


4 *UO 


e ra 


d dt 1 


to 'mi'rad 


OU 


[« e Trad Jt 0 


—-it 

'’ad 


1 


^rad Jt 0 


f e ~ dt' 

Jt. m 


ou ainda, 


*0 


a 


(t)e "’’rad — u(£o)c Tra ^ 


1 


4 F 


extiS' ) i,t 


e ra 


d dt 


Trad Jto 


m 


que pode ser escrito como 


a(t)e 


T rad 


a(t 0 )e 


‘Q 


T rad 


1 /* £xt(0 di! 


g ra 


Trad Jt 0 


rri 


ou 


t-*0 _ 

a(£) = a{to)z Trad — e T ™d 


* 1 I* F ext (t 1 ) 


/ 


g r rad dt 


/ 


Trad 


to 


m 


(28.70) 
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e, finalmente, 


1 

a(t) = a(to)e T rad - 

Trad 




T rad 



(28.71) 


Note que, para qualquer valor finito de to 5 se a(to) ^ 0, o primeiro termo do 
lado direito cresce exponencialmente com i, dando origem a solugao divergente 
ja discutida anteriormente. Tendo em vista que escolher a(to) = 0 e muito 
restritivo, uma opgao mais satisfatoria consiste em considerar to oo, de 
modo que, nesse caso, o primeiro termo do lado direito vai a zero para qualquer 
a(to)- Temos entao, nesse caso, 


_ 1 f l F ext {t') -l=i 

d(tj —-/ -6 T rad dt 

Trad J oo 

ou, invertendo os limites de integragao, 




Trad 


oo 


t 




£ T rad 




(28.72) 


Essa equagao nos fornece um resultado interessante. A funcao exponencial 

_ X 

e x o decai rapidamente com a;, e a rapidez do decaimento e dada pelo valor 
caracteristico x$. Apos algumas vezes esse valor xq, ela e praticamente nula. 
Assim, a equagao 28.25 pode ser entendida como sendo, basicamente, o valor 

medio de ^ ^ ^ num periodo de tempo caracteristico dado por r ra ^. O in¬ 
teressante e que no integrando aparece o termo t 1 — t, indicando que o valor 
da aceleragao no tempo i, ou seja, a(t), e calculado considerado-se tempos 
t f maiores que t . Dizendo de outro modo, a forga nos instantes de tempo t f 
posteriores a t dentro de um intervalo caracteristico de [t, t + r rac t] e a res- 
ponsavel pela aceleragao da particula no tempo i, fazendo com que a relagao 
de causalidade seja violada por um intervalo de tempo da ordem de r ra ^, que 
para um eletron vale, conforme ja dissemos, r^ ad ~ 6, 24 x 10“ 24 s. Note que 
consideragoes classicas como as que fizemos ja nao sao aplicaveis nessa ordem 
de intervalo de tempo, de modo que um tratamento quantico e requerido e, 
nesse caso, relagoes de causalidade podem ser violadas desde que nao sejam 
mensuraveis, por causa do princfpio de incerteza. Outro fato a comentar e 
que mesmo corregoes relativisticas a equagao 28.25 nao alteram a questao da 
“quebra” de causalidade, indicando que o problema e de fato quantico. 
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Com o estudo da reagao de radiagao, encerramos nosso estudo do Ele- 

/ _ 

tromagnetismo Classico. E importante notar que o tema Eletromagnetismo, 
longe de ter sido esgotado neste livro, e um campo dinamico e apresenta mui- 
tos outros topicos interessantes, que podem ser consultados nas referencias 

bibliograficas sugeridas. 


28.4 Exercfcios 

28.1 Determine a reagao de radiagao para uma carga pontual em movi- 

mento circular horizontal com raio a. A particula tern carga Q e 
m ass a m. 


28.2 


Determine a reagao de radiagao para um oscilador harmonico amor- 
tecido com massa m e carga Q pontual, sendo a constante da mola do 


oscilador dada por ko e o amortecimendo descrito pela constante 7 




28.3 Ache a reagao de radiagao para uma particula com carga Q em queda 

livre vertical nas proximidades da superficie da Terra. 


APENDICES 




Apendice G 


Correntes Eletricas Variaveis 


A.te estudarmos o fenomeno da indugao eletromagnetica, estavamos 
considerando sistemas e circuitos nos quais as correntes eletricas eram esta- 
cionarias, ou seja, seus valores eram constantes no tempo. Varios fenomenos 
importantes podem ser estudados com essa restrigao, mas nao todos, em par¬ 
ticular aqueles que envolvem a produgao e uso de campos magneticos variaveis 
no tempo. Nosso objetivo agora e estudar circuitos eletricos em que as corren- 
.es sejam variaveis. Em particular, estaremos interessados num tipo especifico 
le dependencia temporal para as correntes eletricas, a saber, uma variagao 
>eriodica no tempo atraves de uma fungao do tipo senu;i ou cos u;t, onde u 
e uma freqiiencia angular. O motivo de tal interesse se justifica pela enor- 
me aplicagao pratica das correntes alternadas, visto que praticamente todos 
os aparelhos eletricos que utilizamos fazem uso desse tipo de corrente, com 
destaque para os aparelhos que fazem uso de motores eletricos, como ventila- 
dores, liquidificadores, etc. Assim, antes de iniciar o estudo propriamente dito 
de circuitos de corrente alternada, e util apresentar de forma simplificada o 
funcionamento de um motor eletrico. 


E interessante notar que o uso corriqueiro da denominagao corrente alternada pode induzir 
ao leitor a ideia de que, quando se fala de correntes alternadas, necessariamente elas sao fungoes 
do tempo com uma dependencia do tipo i = iocosu;£ ou i = ioseno;£. Essa ideia e incorreta. Por 
corrente alternada entende-se qualquer tipo de corrente eletrica que alteme o seu sentido, ou seja, 
uma parte do tempo ela percorre o circuito num certo sentido e noutra ela o faz no sentido oposto, 
e esse vai-e-vem pode ser periodico ou nao. O tipo de corrente que usamos em casa e alternado e 
periodico, por isso surge a identificagao— enganosa— de corrente alternada com corrente periodica. 
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G.l Geradores e Motores Eletricos 

Considerando que voce esteja acompanhando nosso estudo desde o prin- 
cfpio, apos ler a introdugao a este capftulo, provavelmente deve ter feito a si 
mesmo a pergunta: por que utilizamos correntes alternadas periodicas e nao 
correntes continuas, cuja aplicagao em circuitos e bem mais simples, tornando 
a analise destes bem mais facil? A resposta e simples: por questoes praticas, 
a produgao de corrente contfnua (ou de tensao continua, dependendo do pon- 
to de vista) em larga escala, para ser consumida por um grande numero de 
pessoas, como os moradores de uma cidade, por exemplo, e muito mais com- 
plicada e cara do que a de corrente alternada (ou tensao alternada, como 
queiram). Alem disso, o fato de a corrente ser alternada simplifica muito o 
funcionamento dos motores eletricos, assunto que vamos tratar em seguida. 
Portanto, nossas casas sao alimentadas com tensoes alternadas, que produ- 
zem correntes alternadas, e por causa disso precisamos entender como se faz 

a analise deste tipo de circuitos. 

Correntes ou tensoes alternadas sao produzidas por geradores eletricos 
de corrente alternada. Um gerador eletrico elementar foi discutido na se- 
gao 18.1 (veja a figura 18.9). Este gerador e muito rudimentar e nao e muito 
eficiente, servindo apenas para introduzir a ideia de corrente induzida. Para 
produzir um gerador bem mais pratico, podemos considerar uma montagem 
como a da figura G.l abaixo. 


rotor 



anular dividido 


Figura G.l: Esquema de um gerador eletrico de corrente alternada. 


Na figura, vemos uma bobina formada por N espiras de area A enroladas 
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em torno de um apoio retangular movel, montado num rotor, que pode girar 
livremente em torno de seu eixo. As espiras estao situadas dentro de um 
campo magnetico constante e aproximadamente homogeneo, produzido por 
imas permanentes, nos geradores de pequenas dimensoes, ou por eletroimas, 
nos geradores maiores. Os imas sao fixos e eles formam o stator . 

Quando o rotor esta parado, o fluxo magnetico atraves da area da bo- 
bina e constante. Portanto, nessa situagao nao ha nenhuma fem induzida e, 
conseqiientemente, nenhuma corrente induzida. O fluxo magnetico atraves de 
uma espira e calculado mediante 

= [ B-ndA 

Js 

Sendo 9 o angulo entre Ben (90° na posigao mostrada na figura), temos 

= [ BcosOdA 

Js 

Como o rotor esta parado e o campo e homogeneo, 


<& 1 = Bcos8 / dA = BAcos6 

Js 

O fluxo atraves de N espiras flea 


= NBA cos 9 


e ele e um fluxo constante, pois o rotor esta inicialmente parado. Se, entre- 
tanto, o rotor for submetido a um torque externo, como, por exemplo, se ele 
for conectado a uma turbina numa usina hidreletrica, de forma que a agua 
caia sobre a turbina e produza nela um movimento de rotagao, ele vai girar 
e o fluxo atraves das espiras vai deixar de ser constante. Conseqiientemente, 
haver a uma fem (E induzida, dada por 18.5, 



ou seja, 



d 

dt 


(NBA cos 9) 



980 


G. CORJLENTES ELETRJCAS VARJAVE1S 


que fica, em geral, 

^ . _ , r „cL4 . . dO 

(£ — — N—-A cos 9 — NB-— cos# + NBA sen 0— 

dt dt dt 

Como o campo magnetico e constante no tempo e a area das espiras e fixa, os 
dois primeiros termos da equagao acima se anulam. Alem disso, o mecanismo 
do gerador e construido de forma a funcionar com uma velocidade angular 
praticamente constante, de forma que podemos escrever 

8 = u)t 

sendo que, por convengao, para t = 0, 9 = 0, e o piano das espiras esta 
perpendicular ao campo magnetico. Dessa forma, a fem induzida fica 

(£ = NBAuj sen out 


enquanto o fluxo magnetico e 


T — NBAcosut 

Note que, quando o fluxo magnetico $ e maximo, a fem C se anula, e vice- 
versa. Essa fem fica dispomvel nos terminais do gerador, chamados de escovas. 
Ela e uma fungao senoidal do tempo, sendo portanto periodica. Entretanto, 
por causa do comutador anular dividido que aparece na figura G.l, ela nao e 
alternada. Como o comutador e dividido, ocorre uma inversao nas ligagoes da 
bobina com o meio externo a cada meia volta do rotor . Para verificar isso, 
considere que a bobina parta da posigao 8 = 0, na qual o fluxo atraves dela 
e maximo, e gire no sentido indicado na figura. O fluxo atraves dela comega 
a diminuir a medida que 9 cresce. Como o fluxo magnetico diminui, aparece 
uma fem de retorno que tenta impedir a diminuigao do fluxo. Aparece uma 
corrente induzida que produz um campo magnetico induzido orientado de 
tal forma que seu fluxo atraves da bobina compense, ao menos em parte, a 
diminuigao do fluxo externo. O campo magnetico induzido na regiao interna a 
area da bobina deve estar orientado no mesmo sentido que o campo externo. 
Portanto, a corrente induzida circula no sentido mostrado na figura, entrando 
no gerador pela escova da direita e saindo para o circuito exterior pela escova 


1 Se o comutador nao fosse dividido, mas sim inteirigo, o circuito estaria em curto-circuito, 
o gerador iria aquecer por efeito Joule e provavelmente seria danificado. 
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da esquerda, como indicado 2 . A corrente e a tensao induzidas aumentam 
com o decorrer do giro, e o fluxo diminui, ate que, em 9 = ^ (a posigao 
mostrada na figura), o fluxo se anula e a corrente e tensao atingem seu valor 
maximo. A partir dai, o fluxo atraves da area da bobina comega a aumentar, 
o que faz com que ela tente se opor a esse efeito. Para fazer isso, ela gera 
uma corrente induzida no sentido oposto ao inicial. Se a corrente na bobina 
fosse nula, o resultado seria uma corrente percorrendo o circuito no sentido 
contrario ao indicado. Entretanto, como a corrente que percorre a bobina esta 
no seu valor maximo, ocorre uma soma algebrica de correntes, e o resultado 
e que a corrente total ainda percorre o circuito no sentido indicado, mas seu 
valor diminui ate se anular em 9 = tt, quando o fluxo atraves da bobina e 
maximo novamente. 

As posigoes 9 = 0 e 9 = tt sao aquelas em que ocorre a troca de conta- 
tos do comutador. Assim, quando passamos por 9 — tt, e como se o sistema 
estivesse partindo novamente de 9 — 0, e a corrente percorre o circuito nova¬ 
mente, como discutido acima. Ela e periodica, mas nao chega a ser alternada. 
Um grafico da corrente e mostrado na figura G.2. Esse e um gerador de meia- 
onda , porque so produz a parte positiva da oscilagao completa do seno (ou 
cosseno). 


m 


0 tt/co 2n/oy 3tt/co 4k/ cd 5ti/co t 

Figura G.2: Grafico da corrente induzida para o gerador de meia-onda. 

Note que o fluxo magnetico sofre uma oscilagao completa, como se observa 


2 * 

Note que esse resultado tambem pode ser obtido se considerarmos a forga magnetica 
exercida nos eletrons do fio que formam a bobina, por meio da regra da mao direita. 
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na figura G.3. 



Figura G.3: Grafico do fluxo magnetico para o gerador de meia-onda. 


A corrente i (t) gerada pelo gerador da figura G.l e tambem chamada de 
corrente continue, pulsante ou cc pulsente } e, matematicamente, ela poderia 

ser descrita por 



Nessa forma ela nao poderia ser utilizada nas aplicagoes que envolvem corren- 
tes contmuas const antes. E possivel “alisar” a tensao ou corrente pulsada que 
sai desse gerador se no seu rotor forem empregadas bobinas, ou enrolamentos, 
como mostrado na figura G.4. 



Figura G.4: Vista de um gerador com varios enrolamentos no rotor. 


Quando o rotor gira, as tensoes geradas pelas bobinas estarao defasadas e 
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produzirao uma tensao de saida, como a mostrada na figura G.5. Note que, 
quanto maior o numero de enrolamentos, mais “lisa” sera a tensao de saida. 
Alem disso, o comutador anular deve ter o numero de divisoes apropriado 
para cada uma das bobinas gerar uma tensao de meia-onda. 



Figura G.5: Tensao de saida do gerador com varios enrolamentos no rotor. 


Para obter corrente alternada periodica (ca periodica), ao inves de usar 
um comutador dividido, emprega-se um sistema de aneis deslizantes, como 
mostra a figura G.6. Nesse caso, os cabos que vem da bobina para as escovas 
giram em contato com os aneis, e a tensao e a corrente induzidas percorrem 
um ciclo completo. 

Com o uso dos aneis deslizantes, o gerador torna-se um gerador de onda 
completa e produz uma tensao ou corrente alternada e periodica, como aparece 
na figura G.7. 

A corrente induzida, ao circular pela bobina, cria um momento de dipolo 
magnetico, o qual interage com o campo magnetico externo. Quanto maior o 
valor da tensao ou corrente desejada nos terminals do gerador, maior sera esse 
momento magnetico e, conseqiientemente, o torque externo responsavel pelo 
giro do rotor tambem deve ser maior para manter a mesma velocidade angular. 
Por questoes de padronizagao dos equipamentos eletricos e eletronicos, na 
pratica apenas duas frequencias angulares sao utilizadas para a geragao de 
corrente alternada para uso diario. Elas correspondem as frequencias de 50 Hz 
e 60 Hz, com frequencias angulares correspondentes a uq = 1007r rad/s e u >2 = 
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Figura G.6: Esquema do sistema de aneis deslizantes. 





Figura G.7: Tensao e corrente de saida do gerador de onda completa. 


1207 T rad/s, respectivamente. No Brasil, a maioria das empresas geradoras, 
senao todas, trabalha com a freqiiencia de 60 Hz. Os geradores de corrente 
alternada sao representados num circuito eletrico pelo simbolo —Q— • 


Conforme veremos mais adiante, a freqiiencia da tensao ou corrente alternada periodica e 
um parametro muito importante na confecgao de circuitos eletricos e eletronicos que vao funcionar 
utilizando esse tipo de tensao ou corrente. Um aparelho projetado para funcionar em 60 Hz pode ser 
seriamente danificado se for empregado em 100 Hz, por exemplo. Por esse motivo, a padroniza^ao 
das freqiiencias acima ocorre em escala mundial, nao apenas regional. A realizagao de transagoes 
comerciais envolvendo produtos eletricos ou eletronicos entre dois paises com especifica^oes diferentes 
para a freqiiencia se tornaria inviavel, algo nao desejavel do ponto de vista economico. 
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Apos estudar os geradores, devemos agora voltar nossa atengao para 
os motores eletricos. Um motor eletrico e, basicamente, um gerador eletrico 
funcionando ao contrario. Ao inves de o rotor estar sujeito a um torque exter- 
no produzido por algum agente mecanico, o qual produz a rotagao do rotor 
e, conseqiientemente, a geragao de corrente induzida alternada, num motor 
eletrico uma corrente externa entra (e sai, obviamente) pelos terminals do 
mesmo, passando pelo enrolamento da bobina do motor. A bobina, com cor¬ 
rente circulando por ela, age como um dipolo magnetico. Esse dipolo esta 
imerso num campo magnetico externo, e sobre ele age um torque, conforme 
estudamos na segao 15.8 3 , que e responsavel por faze-la girar. Quando o ro¬ 
tor comega a girar, outro fenomeno torna-se relevante. A bobina, girando no 
campo magnetico externo, fica sujeita a uma corrente induzida (nao confundir 
com a corrente externa que circula pelo motor) produzida por causa da va- 
riagao do fluxo magnetico atraves de sua area. Essa corrente induzida depende 
da velocidade angular uj m com que o rotor gira, que nao necessariamente e a 
mesma freqiiencia angular tv da corrente externa. Matematicamente, a expres- 

sao para essa corrente, ou para a tensao altenada induzida correspondente, 

/ 

e 


= NBAu) m sen u m t 

E importante notar que a bobina do rotor nao sabe se ela faz parte de um 
gerador ou de um motor eletrico. Portanto, a fem de retorno induzida tern o 
mesmo valor, quer ela funcione como um ou outro. Por causa disso, a expres- 
sao para a fem e a mesma. Alem disso, em geral ^ cj. 

Se o motor esta ligado a uma fonte de tensao externa constante, a 
corrente produzida pela fem £ ex t externa e constante. A corrente induzida 
pelo giro da bobina no campo magnetico externo e variavel, e ela se opoe a 
corrente constante externa. Assim, a tensao total sobre o motor e 

V — &ext ^rn 


e a corrente total fica 


4 

t 


l ext 



onde \ ex t e a corrente constante produzida pela fem externa, e i m e a corrente 


3 Lembre-se de que o campo magnetico gerador pelo stator e constante e uniforme. 
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induzida produzida pelo motor. A razao entre a tensao total e a corrente total 
fornece uma “resistencia” associada a bobina do motor, ou seja, 
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Assim, num diagrama de circuito, e conveniente representar um motor eletrico 
por uma fonte ideal alternada de fem de retorno de valor £ m associado em serie 
com uma resistencia IZm dada pela expressao acima. Quando a corrente que 
alimenta o motor e alternada, a analise e mais complicada, como veremos nas 
proximas segoes. Em seguida, vamos estudar quatro circuitos elementares que, 
apesar de utilizarem fontes de fem externas constantes, envolvem correntes 
variaveis. 


G.2 Circuitos de Corrente Contmua 


Os circuitos complexos que sao utilizados em aparelhos eletricos e ele- 
tronicos sao formados, basicamente, por combinagoes de tres elementos prin- 
cipais, a saber: capacitores, resistores e indutores, definidos por suas especi- 
ficagoes de fabricagao. Por isso, e importante estudar circuitos elementares 
formados por combinagSes desses elementos principals. Aqui vale lembrar as 
relagoes que existem entre tensao, corrente, carga e as propriedades especfficas 
de cada elementos. A tensao gerada entre as placas de um capacitor de capa- 
citancia C contendo uma carga Q em cada placa e dada pela expressao 11.1, 



A tensao que deve ser produzida nos extremos de um resistor de resistencia 
7 Z para que ele seja percorrido por uma corrente i e dada por 12.7, 


v 1z = m 


e a tensao de retorno produzida por um indutor de auto-indutancia £ quando 

1 * 

ha uma variagao de corrente ^ atraves dele e obtida por intermedio de 18.31, 



Outra relagao importante e dada pela expressao 12.4, 
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. _ dQ_ 

dt 

a qual relaciona a corrente eletrica com a carga que passa atraves do condutor, 
e ela pode ser utilizada se necessario. Alem disso, as duas leis de Kirchhoff, 
vistas na segao 13,3, e sumarizadas nas equagoes 13.5 (lei dos nos), 

^ ^ lentram = ^ ^ Isaem 


e 13.7 (lei das malhas), 


A¥i = 0 

i =1 
malha 

permanecem validas e podem ser utilizadas na analise dos circuit os. Vamos 
comegar o estudo com o circuito RC, 


G.2.1 Circuito RC em Serie 

Um circuito RC em serie e composto por um resistor de resistencia 
7Z e um capacitor de capacitancia C, como mostra a figura G.8. Ha uma 
fonte de fem de valor (£q constante num dos ramos do circuito, enquanto o 
outro e formado apenas por um fio. Inicialmente, o circuito esta desligado 
e as placas do capacitor nao tern nenhuma carga liquida, ou seja, o numero 
de cargas positivas (os protons dos nucleos atomicos) e igual ao numero de 
cargas negativas (os elet-rons) em cada uma das placas, e vamos considerar 
que existem 10 cargas de cada (10 eletrons e~ e 10 protons p + ) 4 . A forga 
eletrica entre cargas de mesmo sinal e repulsiva, ao passo que, entre cargas de 
sinais opostos, ela e atrativa. Alem disso, os protons nao sao moveis, apenas 

os eletrons. 

Assim, antes do circuito ser ligado, as forgas repulsivas exercidas pelos eletrons 
de uma placa sobre os eletrons da outra sao contrabalangadas pelas forgas 
atrativas geradas pelos protons da primeira placa sobre os eletrons da segun- 
da, pois o numero de cargas positivas e igual ao de cargas negativas. O mesmo 
balango de forgas ocorre para os protons, e o total liquido geral e uma resul- 
tante nula. No tempo t 0 = 0, o contato e colocado no ponto A. Quando isso 


a 23 

4 O numero real e muito maior do que isso, da ordem de 10 . 
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e 



Figura G.8: Um circuito RC em serie. 

ocorre, a fonte de tensao (£q transfere energia para os eletrons. Vamos supor 
que um eletron receba uma certa quantidade de energia da fonte de cada vez 
e saia pela placa negativa da fonte (os eletrons so podem sair por esse lado). 
0 eletron passa pelo resistor, onde perde uma parcela da energia por efeito 
Joule e chega a placa esquerda do capacitor, que adquire uma carga negativa, 
como indicado na figura. A carga liquida da placa esquerda torna-se — le, 
onde eeo modulo da carga do eletron, pois, por hipotese, agora existem 11 
eletrons e 10 protons nessa placa, Este eletron extra da placa esquerda age 
sobre os eletrons e protons da outra placa, e agora nao ha uma compensagao 
total das forgas porque existe um eletron a mais do que o numero de protons. 
Ha uma forga resultante repulsiva que “empurra” os eletrons da outra placa. 
Alem disso, a fonte de tensao, que perdeu um eletron, ficou positivamente 
carregada e passa a atrair os eletrons da placa direita do capacitor. Este r 
efeitos combinados fazem com que um dos eletrons da placa da direita v* 
para a fonte de tensao, e o resultado e que a placa da direita do capacitor ficc. 
positiva, com uma carga +le, e a outra placa fica negativa, com uma carga 
— le, sendo que a fonte de tensao nao perde nem ganha cargas. 0 fato de que 
o capacitor agora tern cargas gera um campo eletrico entre suas placas, e esse 
campo eletrico causa uma diferenga de potencial entre elas. Essa diferenga de 
potencial tern sinal oposto ao sinal da fonte de tensao, porque a placa positiva 
tern potencial mais alto do que a placa negativa. 

A fonte de tensao agora da energia para outro eletron. Esse eletron 
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passa no resistor, perde um pouco da energia e se aproxima do capacitor. No 

entanto, age agora sobre o eletron uma forga repulsiva causada pelo eletron 

extra do ciclo anterior. Assim, e mais dificil para o 2- eletron chegar ao 

capacitor. Considerando que ele chega, o processo continua, e a diferenga 

de potencial no capacitor fica um pouco maior, bem como a carga em cada 

\ 

uma das placas. A medida que o processo se desenvolve, fica cada vez mais 
dificil para o eletron chegar ao capacitor, ate que, quando a carga e tal que 
a diferenga de potencial entre as placas vale — (Eo, o movimento cessa e o 
capacitor esta completamente carregado. Esta e a descrigao fisica qualitativa 
do processo de carga de um capacitor num circuito de corrente continua, 
Vamos agora fazer uma descrigao quantitativa. Para isso, escrevemos a lei das 
malhas para o circuito acima, quando o contato e colocado em A, lembrando 
que o sentido convencional para a corrente e o oposto ao do movimento dos 
eletrons. Assim, a soma das quedas de potencial atraves do circuito, partindo 
da fonte de /em, result a em 


So + Vc + V n — 0 

Q 

So - ~ - n\ = o 


Lembrando que i 


temos 



ou 





que e uma equagao diferencial para Q(t). Ela pode ser resolvida se fizermos 
algumas manipulagoes, como segue. 



ou 


dQ_ _ So_ 

dt 7Z 7 ZC 
dQ CS 0 - Q 

dt 


nc 
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dQ dt 

C (£ 0 -Q = nc 

Apos ser colocada na forma acima, podemos integrar a equagao diferencial 
para obter a carga em fungao do tempo. Lembrando que em t = 0 o capacitor 
estava vazio, temos Q(0) = 0, e assim, 


f Q dQ = 

Jo - Q 

— ln[C (£ 0 ~ Q]q = 



t 


0 


dt 

nc 


t 

nc 

t 

~nc 


C<£o~Q 

CC 0 

C£o “ Q 


_ * 

= e kc 


= C€oe *c 


ou 


Q(t) = C£o 


1 


7£C 



A equagao G.l descreve o comportamento da carga de um capacitor num 
circuito RC como fungao do tempo. Ela tende para um valor limite dado por 


Coo = Q(t —► oo) = C€o (G.2) 

que e a carga maxima adquirida pelo capacitor. A grandeza 7 ZC e uma cons- 
tante chamada de constante de tempo capacitiva tq, ou seja, 



Em termos da constante capacitiva, a carga no capacitor fica 


Q{t) — Q oo 



£l 




A corrente que circula no circuito e obtida mediante 
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ou 



dQ 

dt 

d 

— < 

dt 




7 ZC 



t 

1ZC 


m ( G - 5 ) 

que vai a zero com o decorrer do tempo, concordando com o que foi explicado 
inicialmente. A corrente pode ser dada tambem como 


i(<) = |r e ™ (G-6) 

onde fizemos uso da expressao G.2 em G.5. Ate aqui estudamos a carga do 
capacitor. Vamos agora considerar que o capacitor esta totalmente carregado 
e que o contato e colocado na posigao B. Neste caso, a fonte de tensao nao 
faz parte do circuito e os eletrons podem se deslocar livremente da placa 
negativa passando pelo resistor e perdendo um pouco da sua energia para 
chegar a placa positiva. Com o decorrer do tempo, toda a carga e transferida 
de uma placa para a outra e voltamos a situagao inicial, antes do contato em 
A. Neste caso, a aplicagao da lei das malhas leva a equagao diferencial 

Viz + Vc = 0 

_ Q 

Ki + ~ = 0 





que pode ser escrita na forma 



dt 

nc 


Lembrando que a carga total do capacitor carregado e Q 00 = C (£o (equa¬ 
gao G.2), temos 
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OU 



oo 


In 


dQ 

~Q 

_Q_ 

Q oo 

Q_ 

Q oo 



dt 

nc 


t 


nc 


TIC 


Q(t ) = Qoc*e kc 


(G*7) 


que fornece o comportamento da carga do capacitor num circuito RC no pro- 
cesso de descarga. A corrente e calculada no exercfcio G.l. A figura G.9 mostra 
um grafico de Q(t ) x t para os processos de carga e descarga do capacitor. 
Sen do conhecidas Q(t ) e i(i). vamos passar ao proximo circuito. 



Figura G.9: Grafico Q(t) x t para os processos de carga e 

descarga do capacitor no circuito RC. 




G.2. CIRCUITOS DE CORRENTE CONTfNUA 


993 


G.2.2 Circuito RL em Serie 

0 proximo circuito a ser estudado e um circuito RL em serie, composto 
por um resistor de resistencia 1Z e por um indutor ideal de auto-indutancia 
£. Se ele nao for ideal, acrescenta-se uma resistencia IZz em serie com ele, a 
qual pode ser somada com a resistencia 71 externa para dar uma resistencia 
equivalente 7Z e , de modo que, no resultado final, 1Z deve ser substitufda por 
7Z e . A figura G.10 apresenta um diagrama deste circuito. Novamente, num 
dos ramos temos uma fonte de tensao constante de fern 60 e noutro, apenas 
fios que completam o circuito. 


£ 2 



Figura G.10: Um circuito RL em serie. 

Quando a chave e colocada em A, os eletrons comegam a se mover e geram 
uma corrente i, a qual, bem no infcio do processo, tern um valor pequeno, 
mas que aumenta com rapidez, ou seja, ha um grande 5 . Essa corrente 
esta variando e passa pelo resistor e pelo indutor, gerando neste um campo 


5 Este processo 6 semelhante ao que ocorre com um carro parado num sinal fechado, 
quando o sinal abre e o motorista pisa “fundo” no acelerador. O carro estava parado e tinha 
uma velocidade v = 0. Ao abrir o sinal, a velocidade comega a aumentar rapidamente a 
partir do zero. Assim, a aceleragao e grande, mas a velocidade e pequena. A velocidade vai 
aumentando ate que ela chega ao valor desejado pelo motorista, e portanto, a aceleragao 
vai diminuindo ate se anular. Como a = percebe-se que, associando a velocidade v a 
corrente i, a aceleragao e equivalente a|.eo comportamento da corrente no circuito RL 6 
identico ao da velocidade do carro. 
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e um fluxo magnetico variavel no tempo. Assim, o indutor responde a essa 
corrente variavel produzindo uma fem de retorno e uma corrente induzida que 
tende a diminuir o grande que age sobre ele. Entao, % diminui a medida 

que i aumenta, ate que se chega a uma situagao em que | = 0ea corrente 
atinge um valor maximo que nao muda mais 7 desde que a fonte mantenha 
uma tensao fixa. A equagao diferencial para esse processo e 

Co + Viz + V£ = 0 

(So - 72i ~ £^r = 0 

at 

onde Vc corresponde a queda de tensao produzida no indutor pela fem de 
retorno. Podemos escrever tambem 



di 

£ * +ki 


£o 


ou ainda, 


di 7 Z 

dt + j' 


(S 


o 


£ 


que pode ser reescrita como 


di 

dt 

di 

dt 


di 


C 0 -fti 


(So 72 


£ 

C 0 


£ 

m 


X 


£ 


dt 

£ 


e pode ser resolvida por meio de 


i 


di 


i 0 = 0 Co m 


1 
n 


ln[(H 


o 


™]L> 


In 


C 0 -72i 


<S 0 


<E 


o 


72i 


(So 


t 


to = 0 


dt 


t 

£ 


n 

£ 


t 


-K t 

e £ 


Co — 7£i = Cqc fi * 
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ou 


7li = £ 0 [l -e - ^] 


e finalmente, 


iW 


<£o 

n L 


1 


e £ 


(G.9) 


que descreve a corrente num circuito RL como fungao do tempo. Apos um 
grande intervalo de tempo, a corrente se estabiliza em 


oo 


tit 


oo) 


<£ 


o 


n 


A constante de tempo indutiva 7£ e definida por 


T£ 


£ 

n 


e, em termos da constante indutiva, a corrente fica 


(G.10) 


(G.ll) 


i(0 = ioo [l - e 


(G.12) 


Quando a chave e colocada na posigao B (apos a corrente estabilizar 
no valor i^), a corrente que circula no circuito comega a diminuir brusca- 

i - 

mente, gerando um grande ^ negativo, ja que a corrente diminui. O indutor 

reage a essa variagao, tentando faze-la diminuir. Assim, % vai diminuindo 
(em modulo), mas a corrente i tambem diminui, ate que ambas se anulam 
completamente 6 . Para este caso, temos 


Vfe+Vt = 0 


ou, considerando que (£ 0 — 0 na equagao G.8, 





6 Este caso e semelhante ao de uma freada brusca. Ha uma grande desaceleragao no infcio 
da freada (negativo) e a velocidade diminui rapidamente. A medida que a velocidade se 
aproxima de zero, a aceleragao tambem diminui, e ambas se anulam quando o carro para. 
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Note que, nesse caso, o indutor age como se fosse uma fonte de fem, ja que ele 
produz, agora, uma fem de retorno visando manter a corrente circulando no 
mesmo sentido em que ela ja estava circulando. Por isso, o potencial aumenta 
de —quando passamos por ele. A equagao acima pode ser reescrita como 



Lembrando a equagao G.10, temos 



d\ 


lQ — 


£q. 

n 


X 



4 






ou 


t(t) = 1 (0.13) 

que descreve a corrente no circuito RL quando a fonte e desligada. Ela vai 
a zero apos um tempo suficientemente longo, como esperado. A figura G.ll 
apresenta um grafico da corrente no circuito RL quando a chave esta colocada 
em A e em B. 


Os circuitos RL em serie tern importancia consideravel quando tratamos com circuitos em 
que a resistencia e baixa mas a indutancia e razoavelmente alta, como ocorre em motores eletricos 
industrials. Nesse caso, quando ocorre uma interrupgao repentina no circuito, por causa de um 
desligamento acidental, por exemplo, a diminuigao brusca da corrente eletrica pode causar o apa- 
recimento de uma grande tensao de retorno no indutor, maior inclusive do que a tensao projetada 
para o circuito, gerando possiveis centelhas ou arcos eletricos no ponto de interrupgao ou em qual- 
quer ponto suscetivel no circuito. Esses arcos, uma vez formados, podem se manter utilizando uma 
tensao bem menor do que a que os originou, o que pode causar grandes danos tanto ao circuito 
como eventualmente as pessoas que o operam. Como uma ilustragao desse fenomeno, considere que 
na figura G.10 o circuito esteja fechado com a chave no ponto A, de modo que a fonte de tensao 
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Figura G.ll: Grafico i(t) x t para a corrente no circuito RL. 


esteja funcionando. Por hipotese, uma interrupgao acidental ocorre no ramo vertical direito do cir¬ 
cuito. A corrente entao decresce rapidamente, e podemos utilizar uma expressao matematica para 
o decrescimo de corrente como sendo 


= |° e -*/At 

onde At representa o tempo de duragao da interrupgao, que pode ser da ordem de milissegundos. 
De acordo com essa expressao, a queda de tensao no resistor vai a zero de forma suave, ja que 

V n =1t i = <£oe _t/At 

Entretanto, a tensao no indutor nao e tao suave, ja que ela envolve a derivada da corrente, isto e, 




It At 


Utilizando a constante de tempo indutiva G.ll, temos 


Vi = G*o 


At 
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Note que T£ e grande porque a indutanciae grande e a resistencia e pequena. De fato, T£ pode ser 
muito maior do que At. Logo depois da interrupgao, temos t 0, de modo que o valor da exponencial 
na expressao acima e muito proximo de 1, fazendo com que a tensao fique aproximadamente 



que pode ser muito maior do que (So? Q ue e a tensao definida para o circuito. Esse pico de tensao 
pode danificar o circuito, produzindo falhas de isolamento e centelhas no ponto em que ocorreu a 
interrupgao ou em outros pontos do circuito. Para evitar que esse fenomeno ocorra quando o circuito 
e desligado intencionalmente, aplica-se um jato de oleo nos contantos da chave que sera aberta, de 
forma a extinguir as centelhas produzidas. 


G.2.3 Circuito LC em Serie 

O proximo circuito a ser estudado corresponde a uma associa^ao em 
serie feita entre dois elementos que nao dissipam energia, ou seja, um capacitor 
e um indutor ideais. Temos entao um circuito LC em serie, mostrado na 
figura G.12. 



Neste caso temos um capacitor ideal de capacitancia C e um indutor 
ideal de indutancia £. Nao ha resistencias, por hipotese, porque estamos con- 
siderando os componentes como ideais. Isso significa que, ao colocarmos a 
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chave em A pela primeira vez, ha um pico de corrente que carrega o capaci¬ 
tor instantaneamente com uma carga tal que a tensao no capacitor torna-se 
igual a tensao da fonte 7 . Assim, a analise deste circuito e feita de uma forma 
- um pouco diferente. Vamos considerar que o capacitor ja esteja completa- 
mente carregado, com o contato aberto. Nesse caso, nao ha nenhuma corrente 
percorrendo o circuito (io — 0) nem existe variagao de corrente | = 0, e a 
carga no capacitor vale Qoq = C<£ o* Em seguida, a chave e colocada em B. 
Quando isso ocorre, a carga comega a circular pelo circuito e surge uma cor¬ 
rente i inicialmente bastante pequena, mas que exibe uma taxa de variagao 

j* 

^ grande, da mesma forma como ocorre no caso do circuito RL. Por causa 
disso, ha uma tensao de retorno produzida pelo indutor, e essa tensao deve 
ser igual e oposta a tensao entre as placas do capacitor, para que a lei das 

malhas seja satisfeita. 

\ 

A medida que a corrente fiui, e aumenta, o capacitor se descarrega, e 
a tensao entre suas placas diminui. Do rnesmo modo, a taxa de variagao da 
corrente tambem diminui com o tempo, de modo que a fem de retorno no 
indutor decresce igualmente. Num certo instante o capacitor fica completa- 
mente descarregado, o que implica que a tensao no indutor tambem deve ser 
nula. Para que isso ocorra, deve se anular, o que indica que nesse instante 
a corrente atingiu seu valor maximo. Assim, quando a corrente i que percorre 
o circuito LC atinge seu valor maximo, a carga no capacitor se anula bem 
como as tensoes no capacitor e no indutor. 

Como existe uma corrente i percorrendo o circuito, cargas comegam a se 
acumular novamente no capacitor, so que agora os sinais das placas se inver- 
tem. Desse modo, comega a aparecer uma tensao entre as placas do capacitor. 
Conforme discutimos na segao G.2.1, o acumulo de cargas no capacitor dificul- 
ta a chegada de mais cargas, diminuindo a intensidade da corrente. Portanto, 
existe agora um 4r, so que negativo, que produz dois efeitos. Ha uma tensao 
no indutor, que contrabalanga a tensao no capacitor, e a corrente diminui de 
intensidade ate se anular quando o capacitor fica completamente carregado 
novamente, so que agora com uma polaridade invertida. 

A situagao nesse momento e praticamente identica a inicial, quando 
fechamos a chave B, diferindo apenas pelo sinal da carga nas placas do capa¬ 
citor. Portanto, o capacitor comega a descarregar e aparece uma corrente que 
circula pelo circuito no sentido oposto ao da corrente inicial. A corrente atin- 


7 Note que essa e uma situagao idealizada. Na pratica, sempre existe uma pequena re- 
sistencia, que faz com que o tempo necessario para carregar o capacitor seja finito. 
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ge um valor maximo quando o capacitor esta completamente descarregado e 
diminui a partir dai, anulando-se quando o capacitor esta novamente carre- 
gado, exatamente como na situagao inicial. Se o sistema nao for perturbado, 
o ciclo descrito acima ocorrera indefinidamente. Essa oscilagao da corrente 
no circuito, ou da carga do capacitor, e muito semelhante a que ocorre num 
sistema mecanico bastante conhecido, o oscilador harmonico simples. De fato, 
como veremos em seguida, matematicamente os dois sistemas sao identicos, 
o que implica que circuitos eletricos, como o circuito LC, podem apresentar 
fenomenos interessantes associados a sistemas oscilantes, como, por exemplo, 
o fenomeno da ressonancia, que vamos estudar na seqiiencia. Antes, porem, 
devemos investigar quantitativamente o circuito LC. 

Ao aplicar a lei das malhas para o circuito quando a chave e colocada 
na posigao B, devemos considerar a tensao no indutor e no capacitor, ou seja, 

Vz+V c = 0 


ou 



Lembrando que i 


dQ 
dt ’ 


podemos escrever 


4 


ou 


Vamos definir 


de modo que obtemos 





d 2 Q 

dt 2 


+ U)qQ — 0 


f 


(G.14) 


(G.15) 
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que e a equagao diferencial que descreve o comportamento da carga numa 
das placas do capacitor. Para uma comparagao, a equagao diferencial de um 
oscilador harmonico simples unidimensional oscilando na diregao x e 



onde u;o e a freqiiencia angular de oscilagao do oscilador. Note que as duas 
equagdes sao identicas matematicamente, mas descrevem sistemas fisicos bem 

diferentes. A primeira descreve a oscilagao da carga num circuito eletrico, 

> 

ao passo que a segunda descreve uma oscilagao puramente mecanica de um 
sistema mecanico. 

Para resolver a equagao diferencial G.15 acima, e import ante perceber 
que ela estabelece que a derivada segunda de Q e um multiplo de Q . Esse 
fato acontece com as fungoes exponenciais, do tipo y = Ae Bx . Assim, vamos 
supor que a carga seja dada por 


Q = ae bt (G.16) 

onde a e b sao constantes, eventualmente complexas, sendo que a carga Q, 
obviamente, e uma grandeza real. O motivo de incluirmos numeros complexos 
se torna evidente quando tomamos a derivada segunda da expresao acima, isto 

e, 


d 2 Q _ 


dt 2 

— 

= i ^ 

d?Q _ 

dt 2 

- ab 2 e bt 


e a substituimos, juntamente com a expressao para a carga Q, na equagao 
diferencial G.15, ou seja, 


<PQ. 2 n _ n 

ab 2 e bt + ujQae bt = 0 
ae bt (b 2 + ujq) = 0 
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Para que a equagao acima seja sempre satisfeita, independentemente do valor 
de t, devemos ter 8 



ou 


b = ±i&o 


onde i = ^/—l. Assim, para que a equagao G.16 seja solugao da equagao 
diferencial G.15 que descreve a carga no circuito LC, devemos ter 


Q+ — a_j_e 


ILJot 


ou 


Q- = a_e 


—iuJot 


ou ainda, como a soma das solugoes forma a solugao geral. 


Q(t) = a+e iu)ot + a-e~ iuJot 
Podemos reescrever a expressao acima definindo 


A , 


a_|_ 


iS 


a_ 


2 

A 


-iS 


onde A e S sao grandezas reais. Substituindo estes valores na equagao para a 
carga, temos 


Q(t) 


A iw 0 t , A i$ iuJo t 
2 2 


ou 


Q(t) 


A 
1 L 


e i(ujot+5) e ~i(ujot+S) 


8 Note que a = 0 tambem seria uma solugao, so que corresponde a Q(t) = 0 para qualquer 
valor de £, ou seja, nao ha carga no capacitor em nenhum momento. E uma solugao trivial, 
sem grande inter esse fisico. 
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Como 


je , -io 

cos 9 = 0 - 

2 


podemos escrever 


Q(t) = A cos(ujot + 8) 

As grandezas A, u>q e 8 podem agora ser identificadas. A corresponde ao 
valor maximo que a carga do capacitor pode atingir, o que ocorre quando 
o cosseno vale 1. Conforme a discussao feita no infcio desta segao, temos 
A = Qoo = C<£o- O angulo 8, chamado de angulo de fase, corresponde a 
defasagem existente entre o instante inicial to = 0 e ° instante em que se 
inicia a observagao da carga do capacitor. Na situagao em que descrevemos o 
circuito LC, comegamos a observar o capacitor quando sua carga era maxima, 
e esse tambem foi o instante em que fechamos o circuito. Logo, <5 = 0 naquele 
caso. Por fim, a grandeza luq e uma freqiiencia angular, como ocorre tambem 
no caso do oscilador harmonico simples, e e facil perceber isso se fizermos o 
grafico Q(t ) x ujQt, como mostra a figura G.13. 



Figura G.13: Grafico Q(t) x u>o t para o circuito LC sem fonte de 

tensao externa. 
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Utilizando o valor conhecido para A, temos 

Q(t) = C<Bq cos(o;oi + 5) 



A corrente i fica, entao, 




= —C(Sqo; o sen(a;oi + $) 


(G.18) 


No circuito LC, quando a corrente que circula pelo circuito e maxima, a carga 
no capacitor e nula, e quando a carga no capacitor e maxima, a corrente que 
circula e nula. As cargas oscilam de uma placa do capacitor para a outra, de 
forma harmonica, como ocorre no oscilador harmonico simples mecanico. 

Uma questao interessante corresponde ao fato de que, se nao ha re- 
sistencias no circuito, a energia eletromagnetica associada a ele deve ser con- 
servada. Para verificar isso explicitamente, vamos calcular a energia armaze- 
nada no capacitor e no indutor no decorrer do tempo e verificar se a energia 
total, que e a soma dessas duas grandezas, e uma constante. A energia poten- 
cial armazenada no capacitor pode ser obtida mediante a equagao 11.9, 




2 



de modo que, utilizando a expressao G.17, temos 



C 2 <£q cos 2 (o;o t + <5) 

2 C 


ou 


_ C <S% cos 2 (upt + 5) 

2 

Note que a energia armazenada no capacitor nao e constante no tempo. A 
energia potencial armazenada no indutor pode ser obtida por meio da equa- 

gao 18.55, 




2 



que fica, utilizando a expressao G.18, 
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^ _ ^ C 2 £&% sen 2 (upt + 5) 

2 


Lembrando que Wg — 4*, achamos 



0 C 2 <Eq sen 2 (u>ot + S) 

2 £C 


ou 



C<£q sen 2 (u>ot + 5) 

2 


que tambem oscila no tempo, nao sendo, portanto, constante. A energia total, 
por outro lado, e a soma das energias armazenadas no capacitor e no indutor, 
e ela e constante, como podemos ver mediante 


U = U + U 


que fica 


ou 


e entao, 



C<£q cos 2 (wot + 6) 

2 



C<S o sen 2 (wot + 6) 

2 




cos 2 (wgt -I- (5) "j- sen 2 (wot d - (^)J 



que e uma constante, e a energia e conservada no circuito LC. Ela e arma- 
zenada no campo eletrico do capacitor e transferida contintiamente para o 
campo magnetico do indutor, e vice-versa. 


G.2.4 Circuito RLC em Serie 

* 

Os circuitos RC, RL e LC sao idealiza$oes de um circuito mais geral 
que envolve os tres elementos de circuito, um resistor de resistencia 7Z , um 
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capacitor de capacitancia C e um indutor de indutancia £, isso porque na 
pratica nao se pode fabricar componentes ideais. Assim, vamos agora estudar 
o circuito RLC em serie, cujo esquema 6 mostrado na figura G.14 abaixo. 


* 2 e 

-AM/V—-1 |~ 

- + 



<S 


0 



Figura G.14: Diagrama de um circuito RLC em serie. 


Como fizemos com relagao aos circuitos anteriores, para montar a equa- 
gao diferencial, usamos a lei das malhas. Quando o contato e colocado em A, 

temos 


di Q 

onde Qea carga eiea corrente que se relaciona com a carga por intermedio 


de 12.4, 


dQ 

dt 


Com esta consideragao, a equagao diferencial acima pode ser reescrita como 


dQ Q 

dt 2 + dt C 


2o 


ou 
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d 2 Q TZdQ Q _ <Bo 

~dR + £~dt + £C ~ £~ 


(G.19) 


que e uma equagao diferencial de segunda ordem. Vamos comparada com a e- 
quagao diferencial de um oscilador harmonico forgado unidimensional formado 
por um sistema massa-mola submetido a uma forga externa -F e xt> que e 



Fex t 
m 


onde me a massa do oscilador, 7 e um termo de atrito eke a constante 
da mola. Da comparagao, vemos que elas apresentam a mesma estrutura ma- 
tematica, apesar de representarem sistemas fisicos diferentes. No entanto, com 
base nas caracteristicas fisicas dos termos que aparecem na equagao G.19, e 
possivel fazer uma correspondence direta entre eles. A carga Q correspon- 
de a posigao x, enquanto a corrente i = ^ seria a velocidade v = O 
atrito e representado pelo coeficiente 7 no oscilador harmonico. No sistema 
eletrico, ele esta associado com a resistencia eletrica 1Z do resistor, que age 
como dissipador de energia. O papel inercial da massa m e representado pe- 
la auto-indutancia £ do indutor, pois este se opoe as variagoes na corrente, 
da mesma forma que um corpo em movimento uniforme tende a permane- 
cer assim se nao agirem forgas sobre ele. A resistencia do corpo em mudar 
seu movimento aparece como a sua inercia, e no caso da corrente, como a 
indutancia £ do indutor. A forga externa esta associada a tensao externa € 0 . 
Por fim, no caso eletrico, e o capacitor que faz o papel de mola. No entanto, 
a relagao entre eles e tal que a constante de mola esta ligada ao inverso da 
capacitancia C do capacitor. Esquematicamente, temos 


/ 





i n <^> £ 

7 7 Z 

, 1 

k^=> — 

c 



(G. 20 ) 


Podemos agora reescrever a equagao diferencial, considerando as seguintes 
definigoes: 
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que e a freqiiencia natural do sistema, 



que e o ter mo de amortecimento, e 



Assim, a equagao diferencial G.19 fica 




(G.22) 


(G.23) 


(G.24) 


Essa equagao e uma equagao diferencial nao-homogenea. Sua solugao cor- 
responde a uma solugao particular somada a solugao da equagao diferencial 
homogenea correspondente, que e 


W + ^Tt + "° 2<? - 0 <G - 2S) 

Para resolver essa equagao diferencial, consideramos a mesma suposigao feita 
no caso do circuito LC, ou seja, 


Q(t) = ae bt (G.26) 

onde a e b podem ser complexos, mas Q, a carga, e necessariamente real. Com 
esta suposigao, temos 



= abe bt 
— ab 2 e bt 


Substituindo estas expressdes na equagao diferencial, obtemos 

ab 2 e bt + 2 ab(3e bt + ato$e bt = 0 


ou 
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ae bt (b 2 + 26/3 + cjq) = 0 

Como a nao deve ser sempre zero (solugao trivial) e a exponential nao e nula, 
temos 


6 2 4“ 26/3 -(- — 0 


que e uma equagao cujas raizes sao os valores de 6 que devem ser utilizados 
na solugao tentativa G.26. Elas sao dadas por 



que se desdobra em 

b 1 = -0+^0 2 -u; 2 
e 

b 2 = -0-y/0 2 -u% 

As raizes acima podem ser complexas, reais e distintas, e reais e iguais, depen- 
dendo do valor do termo dentro da raiz quadrada. Portanto, temos que separar 
estes tres casos. 

I Raizes Complexas 

Se o termo /3 2 — ljq for negativo, entao as raizes serao complexas. Para 
este caso, e util definir 


to 2 = cuq — ft 2 

de modo que as raizes se tornem 



6i = 

—0 + 

"^1 

to 

i 

£ 

Oto 

II 

—f3 + \/—uj 2 = 

—/ 3 +. %u) 

i>2 = 

-P- 

\/0 2 -“l = 

—0 — \/—u 2 = 

3 

1 

1 



1010 


G. CORRENTES ELETRJCAS VARIAVEIS 


Assirrij a solugao da equagao diferencial G.25, para este caso, e formada pelas 
fungoes 

Q + = a + e { -P +ioj)t e Q- = a-e { ~ p ~ iui)t 

de acordo com a solugao tentativa G.26. A solugao geral e a soma das duas 
solugoes, ou seja* 


Q(t) = a+e ( -- (3+iw)t + a.e { - 0 ~ iuj)t 


Esta expressao pode ser reescrita se definirmos 





onde A e 8 sao reais. Utilizando estas definigoes, temos 


que fica 


Q(t) 


A £ i8 e (-/3+iui)t S e (-l3-iu>)t 

2 2 


ou 


Q(t) 


Q(t ) 


—e i 5 e~P t e iujt + -e~ i 5 er pt er iujt 

2 2 

A e P I" i(u>t+5) , — i(u>t+5) 

2 


Q(t) = Ae ^ cos {u>t + 5) 


(G.27) 


que e a solugao da equagao diferencial G.25 quando as raizes sao complexas. A 
carga no capacitor oscila com uma freqiiencia angular u>, que nao e a freqiiencia 
natural do sistema, mas a amplitude da oscilagao decresce exponencialmente 
com o tempo, por causa do termo Ae~^. Esse circuito e chamado de circuito 
RLC subcrftico. Em termos das grandezas eletricas, a freqiiencia vale 




n 

2 £ 


2 


A figura G.15 apresenta um grafico Q{t) x t para o circuito RLC subcrftico. 
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Figura G.15: Grafico de Q(t) x t para o circuito RLC subcrftico. 


II Raizes Reais e Distintas 

Quando /3 2 — ujq e posit ivo, a raiz quadrada resulta num numero real. 
Vamos definir, neste caso, 

C J 2 = P 2 — (jJq 

e entao as raizes ficam 


j3 oj 


P 


U) 


As solugoes que formam a solugao geral sao 


Q + = a+et-W* 


Q_ = a-e ^ 13 -^ 1 


de modo que achamos 
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Q(t ) = a+e ( - p+oj)t + 


Definimos agora 




a_ 


A 

~2 

A 

2 


6 


-6 


onde A e 5 sao reais. Utilizando estas definigoes, teraos 


Q(t ) 


— e s e^-P +tJjy>t 4- — e _,5 e (~/ ?_a ') t 
2 2 


ou 


G(t) 


g(i) 


—e s e~P t e u}t + -e^e-^e - " 4 
2 2 


Ae P* r 
2 


e u.t+<5 , e 




A fungao cosseno hiperbolico e definida por meio de 


cosh0 


e 6 - e~ e 
2 


Com o uso desta expressao, achamos 


Q(t) = Ae P* cosh(c ut + 8) 


(G.28) 


que e a solugao da equagao diferencial G.25 quando as raizes sao reais e 
distintas. A carga no capacitor decresce rapidamente e nao chega a oscilar, ja 
que o cosseno hiperbolico nao e uma fungao periodica. Esse circuito e chamado 
de circuito RLC supercrrtico. A figura G.16 apresenta um grafico Q(t) x t para 
o circuito RLC supercritico. 


Ill Raizes Reais e Iguais 

Quando B 2 = uiq, temos o caso em que as raizes sao reais e iguais, ou 

seja, 


h = &2 = -0 = -wo 
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Figura G.16: Grafico de Q(t) x t para o circuito RLC supercritico. 


Portanto, uma das solugoes que formam a solugao geral e 


Qi = oie Wot 

e precisamos obter a outra solugao, para que possamos formar a solugao geral. 
Ela pode ser encontrada se supusermos que ela seja da forma 

Q 2 — a2te~~ bt 

Precisamos das derivadas dessa expressao para substitui-las na equagao G.25, 
de mo do que 





= —a,2be bt — ci2be bt + a2f3 2 te ^ 
= a2b 2 te~ bi — 2a2be~ ht 


Voltando agora a equagao diferencial, temos 

<i 2 b 2 te~ bi — 2 d 2 be~ bt + 2 b(a, 2 e~ bt — a, 2 bte ~ bt ) + uj 2 a 2 te~ bt — 0 
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OU 


a,2b 2 te bt — 2<i2be bt + 2a,2be bt — 2a,2b 2 te bt + bt = 0 

a,2te~ bt (u)q — 6 2 ) = 0 

Para que a equagao acima seja valida sempre, devemos ter 

Uq — b 2 = 0 


ou 


b = ujq 

o que faz com que a segunda solugao se torne 

Q 2 = a2te~ UJ ° t 


e a solugao geral fica 


Q = a\e a; ° t + ci 2 te bt 


ou 


Q(t) — (ai + a 2 t)e UQt (G.29) 

Note que esse caso e o caso limite entre dois comportamentos diferentes. Quan- 
do o amortecimento e um pouco menor, temos um circuito oscilante subcritico. 
Quando e um ponto maior, a carga nao oscila mais e cai rapidamente a zero. 
Por isso, esse circuito e chamado de circuito RLC crftico. O comportamento 
da carga como fungao do tempo e apresentado na figura G.17. 

A solugao da equagao diferencial homogenea G.25 e dada por um dos 
tres casos descritos acima. Resta agora obter uma solugao particular para a 
equagao G.24, 



Uma possivel solugao consiste em considerarmos 


Qp — B 
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Figura G.17: Grafico de Q(t) x t para o circuito RLC critico. 


onde B e uma constante. Substituindo esta expressao na equagao diferencial. 
e lembrando que as derivadas sao nulas, achamos 

to%B = c 0 


ou 





2 

0 


Das equagoes G.21, 



e G.23, 





_ 1 _ 

£C 


temos 
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ou 


B = C( S 0 


Portanto, a solugao particular fica 

Qp(t) = ce 0 (G.30) 

e a solugao geral e a soma da equagao G.30 com uma das solugoes homogeneas 
dadas pelas expressoes G.27 (circuito RLC subcritico), G.28 (circuito RLC 
supercritico) e G.29 (circuito RLC critico). Quando o termo de amortecimento 
e nulo, isto e, quando o resistor de resistencia 1Z e retirado do circuito, temos 
uma situagao especial, que corresponde ao circuito LC. 


G.3 Circuitos de Corrente Alternada 

Apos analisar o que ocorre com circuitos simples de corrente contmua, 
vamos considerar circuitos tambem elementares so que agora supondo que 
a corrente e a tensao possam ser alternadas, isto e, (E = (E(t) e i ~ i(t). 
Em particular, estaremos interessados em uma dependencia temporal para a 
tensao externa aplicada, do tipo 

<£ = (£q cos cut (G.31) 

onde €o e a amplitude da tensao, ou valor maximo, e oj — 27 r^ e a freqiiencia 
angular, sendo v a freqiiencia linear de oscilagao da tensao. Tal condigao e 
importante porque corresponde aproximadamente ao que ocorre na pratica na 
distribuigao de tensao a populagao, em que geradores alternados oscilantes, 
conforme discutimos na segao G.l, fornecem tensoes senoidas ou cossenoidais 
numa certa freqiiencia, e no Brasil usa-se v = 60 Hz. Assim, vamos nos 
concentrar nessa forma funcional para a tensao. 

Para proceder ao estudo, e interessante introduzir, em paralelo, um pro- 
cedimento analitico e uma analise grafica para os circuitos. Para estabelecer 
conceitos, vamos comegar com o circuito mais simples que podemos ter, que 
corresponde a um resistor ligado em serie a uma fonte de tensao, como mostra 
a figura G.18. Para esse caso extremamente simples, que corresponde a um 
circuito puramente resistivo, a lei das malhas torna-se 
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£ 

-A/WV- 

-(^)- 

(5 

Figura G.18: Urn circuito de corrente alternada puramente resistivo. 


<£ — TZi'jz — 0 


(G.32) 


ou 



ou ainda, usando a expressao G.31, 


in 



cos u>t 


io n cos ujt 


(G.33) 


(G.34) 


Essa expressao nos informa que a corrente no resistor e a tensao nele estao 
em fase, ou seja, atingem os valores maximos, nulos, minimos, etc, ao mesmo 

tempo. Podemos representar graficamente essa situagao utilizando a ideia 

* 

de fasor. Um fasor e a representagao vetorial de uma grandeza escalar que 
varia de forma senoidal ou cossenoidal. Considere o vetor apresentado na 
figura G.19. 



Figura G.19: Representagao de um fasor. 
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A projegao de V no eixo x vale 


V, 


X 


V cos 6 — V cos ut 


(G.35) 


Agora, considere a tensao dada em G.31, 


< 2(t ) = Cocos ujt 

O valor num dado tempo t, ou seja, o valor instantaneo de £, corresponde a 

projegao no eixo x de um vetor, ou, mais precisamente, um fasor, de modulo 

\ 

(So? cu jo angulo instantaneo com o eixo e 9 = cot. A medida que o tempo 
passa, esse valor muda, e o fasor “gira” no piano xy. Assim, um fasor e um 
vetor com uma fase que varia com o tempo. Se representarmos a tensao <£(t) 
num diagrama de fasores. teremos a figura G.20. 



Figura G.20: Representagao da tensao alternada como um fasor 


Agora, podemos desenhar um diagrama de fasores para o circuito puramente 
resistivo da figura G.18, incluindo a tensao e a corrente. Nesse caso, como elas 
estao em fase, o diagrama fica como na figura G.21. 



Figura G.21: Diagrama de fasores para o circuito da figura G.18. 
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Assim, os dois fasores giram ao mesmo tempo, e em fase. Vamos agora 
consider ar um circuito pur ament e capacitivo, formado por um capacitor e a 
fonte de tensao, como mostra a figura G.22. 

e 


(?) — 

s 


Figura G.22: Um circuito puramente capacitivo. 


Nesse caso, a lei das malhas fornece 


ou 


e-| = o 


Q — C<£ = C <£o cos cot 


Lembrando que 


i 


dQ 

dt 


vamos calcular a corrente no capacitor, ou seja, 


k: 


loC&q senu )t 


Agora, considere que 


/ 7Y \ 7r 7T 

cos (cut H—) = cos Caicos -— senc^r sen 

2 


2 


2 


sen cut 


Assim, podemos escrever a equagao G.37 como 


7r 




ujC(£q cos(c ut + —) 


(G.36) 


(G.37) 


(G.38) 

(G.39) 


(G.40) 


Agora, vamos definir uma grandeza chamada reatancia capacitiva Ac, por 
intermedio de 
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e assim, a equagao G.40 pode ser escrita como 


(G.41) 



(G.42) 


Agora, podemos comparar esta expressao com a equagao G.34, para o caso 
do circuito puramente resistivo. O primeiro fato a notar e que 7 Z e Xc tern a 
mesma unidade, o ohm, com a diferenga de que Kea resistencia de um resis¬ 
tor, onde ocorre dissipagao de energia, e no capacitor isso nao ocorre. Outro 
fato a notar consiste nas fases dos cossenos. A corrente esta, no capacitor, na 
frente da tensao, por um valor de ou 90°. Assim, quando a corrente atinge 
seu valor maximo, a tensao e nula, e vice-versa. Podemos entender o processo 
fisicamente do seguinte modo. Comecemos a analise quando o capacitor esta 
descarregado, sendo a tensao nele nula. Nesse ponto a corrente do circuito e 
maxima, e ela comega diminuir, pois cargas comegam a chegar as placas do 

capacitor, produzindo uma tensao inversa e dificultando a chegada de mais 

\ 

cargas. A medida que o tempo passa, a quantidade de cargas no capacitor 
aumenta, e tambem a tensao nele, enquanto a corrente tende a se anular, 
o que ocorre quando o capacitor esta totalmente carregado. Nesse ponto, a 
corrente inverte de sentido, pois cargas vao passar de uma placa para a outra 
do capacitor. Assim, a tensao comega a diminuir e a corrente aumenta, ate 
chegar ao valor maximo de corrente quando o capacitor esta completamente 
descarregado, e o ciclo continua, Como a reatancia capacitiva Xq depende 
do inverso da freqiiencia, vemos que ela e importante em freqiiencias baixas, 
diminuindo com o aumento de uj. Num diagrama de fasores, (E e ic ficariam 
como na figura G.23. 



Figura G.23: Diagrama de fasores para o circuito da figura G.22. 
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Passamos agora a um circuito puramente indutivo, ou seja, um circuito 
formado por um indutor e uma fonte de tensao, como mostra a figura G.24. 

2 

TJ51T—— 

-(^)- 

$ 

Figura G.24: Um circuito puramente indutivo. 


Nesse caso, a lei das malhas fornece 

<£ - £^ = 0 (G.43) 

at 

ou 

dt £ 

e, usando G.31, 


dig 

dt 



cos ujt 


Vamos integrar esta equagao, usando o que ja sabemos sobre circuitos RL, 
alem do comportamento de indutores, o que nos indica que quando a corrente 
atinge uma maximo, por exemplo, sua derivada deve ser nula, e vice-versa. 
Entao, temos 


di£ 

dt 




cosc otdt 


ou 


Note que 



<£o_ 


sene ot 


(G.44) 



7T 7T 

= cos cot cos — + sen ut sen — = 

2 2 


sene ot 


(G.45) 
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Assim, podemos reescrever G.44 como 



Vamos definir agora a reatancia indutiva Ac por meio de 



Ac = 


(G.47) 


Com essa definigao, podemos escrever 


Vc 




cos 


( u>t 


7T 

2 


) = io,£cos(wi 


7r 
2 


) 


(G.48) 


Comparando esta expressao com as equagoes G.34 e G.42, vemos que nesse 
caso a corrente esta atrasada com relagao a tensao do angulo £ radianos ou 
90°, havendo, portanto, uma defasagem entre elas. Isso pode ser entendido 
se considerarmos a lei das malhas G.43 e o modo como o indutor responde 
a variagoes de corrente. Considere que a tensao esteja em seu valor maximo. 
Nesse caso, pela lei das malhas, vemos que a derivada da corrente esta em 
seu valor maximo, o que ocorre quando a corrente e nula. A partir daf, a 
tensao vai diminuir, o que corresponde a uma diminuigao da derivada de i. 
Alem disso, a corrente, como esta variando, passa do valor nulo para um valor 
diferente de zero, e ela aumenta ate que atinge um valor maximo, quando sua 
derivada se anula e tambem a tensao no circuito. A partir daf, a tensao volta a 
crescer, assim como a derivada da corrente, mas i decresce ate chegar em zero, 
e o ciclo continua. Note que Ac tambem e medido em ohms, mas nao e uma 
resistencia real, pois nao dissipa energia. Esse fator torna-se mais importante 
a medida que a freqiiencia uj aumenta, o que pode ser facilmente entendido, 
pois, nesse caso, havera grande indugao eletromagnetica e a fem de retorno 
sera tambem grande, fazendo com que seja mais “diffcil” o estabelecimento 
de uma corrente. Num diagrama de fasores, o circuito puramente indutivo da 
figura G.24 ficaria como na figura G.25. 


Estamos agora em condigoes de estudar um sistema mais complexo, 
como o circuito RLC em serie da figura G.14. A lei das malhas, para esse 
caso, fica 


£-Hi- 




on, derivando em relagao ao tempo, 
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Figura G.25: Diagrama de fasores para o circuito da figura G.24. 



(G.49) 


Note que, como o circuito esta em serie, a corrente que passa por todos os 
elementos e a mesma. Recordando os tres casos que vimos acima, podemos 
estabelecer o seguinte: 


• A tensao no resistor, (E^, esta em fase com a corrente i no resistor, que 
e a corrente no circuito. 

• A tensao no capacitor, (Ec, tern uma diferenga de fase de 90° com relagao 
a corrente no circuito, sendo que a corrente fica na frente da tensao. 

• A tensao no indutor, <£&, esta adiantada, com relagao a corrente, de 90°. 


Considerando os tres pontos acima, o diagrama de fasores para o circuito 
tern o aspecto qualitative mostrado na figura G.26. 



Figura G.26: Diagrama de fasores qualitativo para o 

circuito RLC em serie da figura G.14. 
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Observe, na figura, que a soma dos fasores das tensdes nos elementos resulta 
na tensao da fonte, que em geral nao esta em fase com relagao a corrente i do 
circuito. A defasagem entre (Be i e dada pelo angulo de fase (j) e, na figura, 
(B esta adiantada com relagao a i, indicando um circuito com caracteristicas 
indutivas. 


Agora que, graficamente, temos uma ideia de como se comportam tensao 
e corrente no circuito, precisamos resolver a equagao diferencial G.49. Sendo 
ela uma equagao nao-homogenea, sua solugao e dada pela solugao da ho- 
mogenea correspondente, o que ja foi estudado na segao G.2.4, somado a 
uma solugao particular. Considerando a forma G.31 para a tensao e tambem 
o diagrama de fasores G.26, vamos escrever como solugao particular para a 
corrente uma expressao do tipo 


io cos (u;t + <j>) 


(G.50) 


Assim, vamos precisar calcular 


di 


dt 


u;io sen(t<;£ + <f>) 


(G.51) 


alem de 


d 2 i 
dt 


urio cos(a;t + (j>) 


d<B 

dt 


u)(Bq sene ot 


Substituindo as equagoes G.50-G.53 em G.49, temos 


(G.52) 


(G.53) 


£o; 2 io cos (cut + <f>) — TZujxo sen(ej£ + <f>) + -^ cos(a )t + <f>) 


uj(B o senwt 


ou 


ujSHq cos(c ot + cf)J + 7Z\q sen (jjjt 




ojC 


cos (cut + <fi) = senujt 


que pode ser reescrita, usando as definigoes das reatancias Xc e A'c, como 


X&o cos(a )t + <p) + IZio sen (cut + 0) — A^io cos(cj£ + 0) = <£ 0 sen tut (G.54) 
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Vamos definir agora a grandeza impedancia, por meio de 



to 

Com o uso de G.55, a equagao G.54 simplifica-se para 

(Xq — Xq) io cos (cut + </)) + IZio sen(cut + 0) = Z\q sen cut 
ou, definindo a reatancia mediante 


(G.55) 


X — X& — Xq (G.56) 

temos 


X cos(cut + 0) + TZ sen(u;t + <p) = Z sen cut (G.57) 


Agora, temos 


cos (cut + 0) = cos cut cos 0 — sen cut sen 0 
sen(cut + 0) = sen cut cos <f> + cos cut sen 0 

Substituindo essas expressoes em G.57, achamos 


(G.58) 

(G.59) 


X (cos cut cos 0 — sen cut sen <p) +1Z (sen cut cos 0 + cos cut 


cnn 


A\ 


<7 




. .J. 


ou 

X cos cut cos <p — X sen cut sen (f> + lZ sen cut cos p + TZ cos cot sen 0 = Z sen cut 
ou ainda, 

(< X cos 0 + 7£sen0) cos cut + (7£cos0 — A'sen0 - Z) sen cut = 0 (G.60) 

Como a equagao acima deve valer para qualquer valor de t, cada parenteses 
deve se anular, o que resulta em duas equagoes, isto e, 

X cos p + 7Z sen 0 = 0 
1Z cos (p — X sen p — Z = 0 


ou 
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(G.61a) 

Z = IZcos <f> — A* sen <j> (G.61b) 

A equagao G.61a pode ser representada graficamente por meio de um trian- 
gulo, como mostra a figura G.27. 



Figura G.27: Triangulo definido a partir da equagao G.61a. 


Assim, a hipotenusa do triangulo vale 


a 


Vft 2 + x 2 


e, da figura, temos tambem 


COS (j) 


n 


sen0 


VW+x 2 

x 

~ x/n 2 + x 2 


Utilizando essas equagoes em G.61b, obtemos 


Z = K 


n 


VW+x 2 




X 


Vtv + x 2 


) 


ou 


Z 


Tt 


+ 


X 


Vn 2 + x 2 vW+x 2 


o que resulta em 


2 


n 2 + x 2 
VWTx 2 


(G.62a) 

(G.62b) 
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ou, finalmente, 


z = \Jn 2 + x 2 

que pode ser reescrita nas formas 

z = + (X £ - Xc ) 2 


(G.63) 


(G.64) 


ou tambem 



iz 2 + 



A equagao G.62a pode ser reescrita em termos de Z corao 


(G.65) 



ou, conforme a necessidade, como 



(G.66) 


(G.67) 


Note que, sendo conhecidos 1Z, C e £, a impedancia Z e o angulo <j> serao 
fungoes da freqiiencia u> da fonte de tensao externa. Em particular, para um 
dado valor de 7 Z, o menor valor de Z ocorre quando a reatancia X em G.63 
se anula, quando entao ocorre 


Z 


min 


iz 


(G.68) 


Para que ocorra essa condigao, devemos ter X = 0 ou entao, de G.65, 



ou 



ou seja, a freqiiencia da fonte de tensao deve ser igual a u> c , quando entao 
teremos a menor impedancia do circuito. Note que essa e precisamente a 
freqiiencia natural de oscilagao do sistema, dada pela equagao G.21, 
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U)0 = 

o que indica que estamos na condigao de ressonancia para o circuito. Nessa 
condigao, a amplitude da corrente que circula no circuito, para um dado valor 
de (So? c maxima, ja que, de G.55, temos 

(G.69) 

e, quando uj = u?o, Z = Z m { n , o que resulta em io = io.max, para um dado 
valor de (So- Usando G.67 e G.69 em G.50, temos 

i = ^ cos (cut + 0) (G.70) 

Z 

ou 





€o 

n 


cos0cos(u;i + 0) 


(G.71) 


Dessas expressoes, vemos que Z, no circuito de corrente alternada, faz o 

papel da resistencia7£ em circuitos de corrente contmua. Entretanto, e preciso 

lembrar que, em geral, € e i nao atingem os valores maximos ao mesmo tempo, 

havendo entre eles uma diferenga de fase dada pelo angulo 0. Considerando 

a equagao G.61a vemos que, quando X > 0, o que corresponde a X% > Xc, 

a tangente de 0 sera negativa, indicando um angulo 0 negativo. Nesse caso, 

observando a equagao G.71, veremos que a corrente i se atrasa com relagao 

a tensao total £, numa situagao parecida com a que ocorre na figura G.26. 

Nesse caso, a tensao (So,£ no indutor e maior que a tensao (So,c no capacitor, 

/ 

indicando um circuito com caracteristicas indutivas. E o caso, por exemplo, 
de motores eletricos, nos quais ha uma grande carga resistiva, formada pelos 
fios dos enrolamentos, e tambem indutiva, por causa da indutancia associada 
aos proprios enrolamentos. Ha tambem uma pequena carga capacitiva, que 
surge na regiao entre dois fios proximos, por exemplo, mas a situagao total 
resulta num circuito indutivo. Note que, nesse caso, como Xg > Xq^ usando 
as expressoes explicitas para X& e Xq^ veremos que a freqiiencia de operagao 
e tal que co > c^o, onde u^o = -J= e a freqiiencia de ressonancia. 

No caso em que X < 0, ou seja, Xq < Xc 9 ,^vemos que a tangente de 


9 Note que a reatancia X, apesar de ser medida em ohms, como a resistencia 1Z, nao e de 
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<f) e positiva, indicando um angulo <f> > 0. Assim, o que se adianta agora e 
a corrente em relagao a tensao, e o circuito tem caracteristicas capacitivas. 
Nesse caso, a freqiiencia de operagao e tal que uj < uq. 

Quando X — 0 e o circuito esta em ressonancia, = 0, e tensao e 
corrente estao em fase. Nesse caso, Ac — Xq, e a freqiiencia de operagao e 
dada por ui = Alem disso, os fasores que representam (£& e (Be se anulam 
perfeitamente. Vamos recordar a relagao entre io e as amplitudes das tensoes 
indutiva (Eo,c e capacitiva (£o,c, dadas pelas equagoes G.42 e G.48, 

<£o,c — Afcio.c 
<£o,c = A^io,£ 


ou tambem, usando as definigoes das respectivas reatancias, 


(B 


o ,c 


1 


ujC 


,c 


<£(),£ = 


Na ressonancia, uj — uj o 


</CC 


, e 


£o,c 


<So,£ 



V) fi 



£ 

C 


K),£ 


Enquanto isso, a impedancia Z vale Kea tensao da fonte e dada por 


(Bo = Zio = T^io 

Assim, dependendo dos valores de £ e 7£, pode ocorrer que, na ressonancia, as 
amplitudes das tensoes no capacitor e no indutor (<£o,c e €o,£) sejam maiores 
do que a propria amplitude da tensao da fonte (£o) 5 podendo ser, inclusive, 
maior que os valores maximos de operagao tolerados pelos elementos do cir¬ 
cuito. Essa situagao de operagao, que pode danificar os equipamentos, pode 
ser contornada retirando-se o sistema da ressonancia, por meio da alteragao 
de £ ou C, ou tambem mantendo a ressonancia, mas aumentando o valor de 
7Z. Cada opgao depende do que se deseja para a operagao do circuito. 


4 


fato uma resistencia, ja que pode inclusive ser negativa. 
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Note que nem sempre a ressonancia e nociva. Um exemplo simples de aplicagao onde se 
quer ressonancia ocorre na recepgao de sinais de TV ou radio, por exemplo. Tal recepgao e feita 
em geral por antenas, que sao condutores metalicos na forma de varetas. Na antena chega radiagao 
vinda das varias estagoes de radio ou TV ao mesmo tempo, e nao se pode “desligar” as emissoras 
que nao se quer ouvir. A radiagao que chega a antena faz com que os eletrons do material condutor 
se movam, gerando correntes alternadas que circularao por algum circuito receptor formado por 
indutores, capacitores e resistores, e serao transformadas em som e imagem. Ao selecionar um canal 
ou estagao, o que fazemos e ajustar esse circuito receptor, alterando £ ou C, ou ambos, para que a 
freqiiencia de ressonancia do circuito se ajuste a freqiiencia do canal ou estagao desejado, de modo 
que ele entra em ressonancia e a amplitude das tensoes relacionadas ao canal ou estagao selecionado 
tornam-se muito mais altas do que as das outras emissoras. Um sistema de filtros, projetados 
para permitir a passagem de sinal a partir de uma certa amplitude, completa o aparelho receptor, 
“limpando” o sinal e deixando apenas o que interessa. 


Quando se usa, transmite ou mesmo gera tensao ou corrente alterna- 
da, valores instantaneos de grandezas como a potencia nao sao tao relevantes 
quanto valores medios dessas grandezas considerados durante um ciclo de os- 
cilagao da tensao ou corrente. Assim, nosso proximo passo e estabelecer e 
calcular grandezas importantes na analise de circuitos. Para comegar, defini- 
mos o valor quadratico medio, ou valor RMS 10 , como e mais conhecido, de 
uma grandeza qualquer G mediante 

Grus = V (G 2 ) (G.72) 

onde a media e calculada durante um ciclo de oscilagao da grandeza. Dois 
valores importantes sao os valores RMS da tensao e da corrente, isto e, (Srms 
^ Irms- Com (£ dada por G.31, temos que calcular, inicialmente, 

rp 

J 0 (<£$ cos tot) 2 dt 

Jdt 

onde T e o periodo de uma oscilagao, relacionado a freqiiencia angular por 

T — — (G.73) 



Temos, entao, 


10 


Sigla em ingles de Root Mean Square. 
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27 r 

u> 


cos 2 u )t dt 


ou, usando 


2 1 + cos 2x 

cos x — --- 

2 


achamos 


ou 



27 T 
id 



1 + cos 2 u)t 
2 





sen 2u;t 

2cj 


2tt 

a; 



que fica 



a;(So 27r 

4tt cl> 


ou, finalmente, 


<£ 2 ) = ^ (G.74) 

Portanto, temos, usando G.72, 

£rms = \/ (2 2 ) 

ou, empregando G.74, 

<Srms = Vy = ^ (G ' 75) 

Esse valor, tambem chamado de tensao eficaz, e o que normalmente conhe- 
cemos a respeito de uma linha de transmissao de corrente alternada. Em 
particular, e essa grandeza a que nos referimos quando falamos que a tensao 
em nossas casas vale 110 V ou 127 V, ou ainda, 220 V. Portanto, o valor da 
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amplitude da tensao e maior que o valor nominal a que estamos acostumados, 
e, para uma linha onde £rms = 110 V, temos 

(Eo 10 = UQy/2 = 156 V 
Para a linha de 220 V, achamos 

eg 20 = 220\/2 = 312 V 

Esses valores tambem sao chamados de valores de pico. Um valor usado mais 
raramente e o valor da tensao de pico a pico, que corresponde ao dobro da 
tensao de pico, ou seja, 


&pp — 



(G.76) 


Alem da tensao, precisamos tambem do valor RMS da corrente, o que 
e feito considerando-se a equagao G.50 e calculando 

2 _ / 0 r [i 0 cos (wt + <f>)] 2 dt 

Jo dt 

Usando G.73, temos 


ou 


ou entao, 


que fica 



2tt 

UJ 


cos 2 (c ut + (j )) dt 



2tv , 

U) 


1 + cos 2 (u>t + <b) 





sen2(a;£ + 

2u Jo 



ang 2ir 
47r u> 


ou, finalmente, 
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de modo que 



IRMS 



(G.77) 


(G.78) 


Por fim, podemos determinar a potencia media fornecida ao circuito de 
corrente alternada. A potencia instantanea e dada por 



de modo que a potencia media sera 


ou 



(p) 


i 0 e 0 u t w 


2tt 


cos ut cos((ot + <j>) dt 


o 


que pode ser escrita como 


<^> 


ip (Spa; 

2tt 


2tt 

LjJ 


cos iot (cos cot cos <p — sen tot sen <f>) dt 


o 


ou 


(P) 


27T 


cos (j) 


2?r 
to 


n 

cos tot dt — sen cf> 


2 77 

U) 


cos Lot sen lot dt 


o 


o 


que fica 


2tt 


(p) 


f , f “ l + cos2 iot _ 

—— < cos <p / --- dt — sen q> 

2n l J o 2 


rsen 2 iot 


- 2 77 


2io J o 


OJ 


OU 


(P) 


ip (Spa; 

47T 


COS 0 


t + 


sen 2n?£ 


2u? Jo 


27T 


CO 
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ou ainda, 


e, finalmente, 



ou, em termos dos valores RMS, dados em G.75 e G.78, 


(P) = iRMS^RMS cos 4> 
Das expressoes G.67 e G.69, temos 


(G.79) 



(Ho cos <p 

n 


Entao, temos, dividindo G.80 por 



iRMS = 


£rms cos 




(G.80) 


(G.81) 


e assim, 


<■ p) 


PlRMS , 
iRMS- T cos <P 

COS© 


7&RMS 


(G.82) 


ou 



^ RMS COS 4> 

n 


<£rms COS (j) 



(G.83) 


Assim, a potencia media transmitida ao circuito de corrente alternada depen- 
de dos valores RMS e tambem do angulo de fase <f> entre a tensao e a corrente. 
O valor cos cp e chamado de fator de potencia, e ele deve estar tao proximo de 1 
quanto possfvel, para que a transferencia de potencia seja a maxima possivel, 
o que correponde a termos <p = 0, que e a condiQao de ressonancia para o 
circuito. Se <p ^ 0, o fator de potencia e menor que 1, e existe uma defasagem 
entre tensao e corrente. Nesse caso, o vai-e-vem da corrente nas linhas de 
transmissao que ligam os geradores aos receptores produz perdas na forma de 
aquecimento, conforme mostra a equagao G.82, mas a conversao de energia 
eletromagnetica em trabalho util nos circuitos receptores nao e feita da forma 
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mais eficiente. Isso pode ser um problema para industrias, por exemplo, que 
normalmente compram uma certa quantidade de energia mensalmente das 
usinas geradoras de energia e que, se o consumo superar o valor contratado, 
pagam um adicional bastante elevado. Nesse caso, como os motores indus¬ 
trials sao circuitos bastante indutivos, o angulo <fi e em geral grande, e muita 
energia seria gasta simplesmente para esquentar os fios de transmissao, e nao 
para gerar trabalho util. Para corrigir o problema, a alternativa mais simples 
e acrescentar ao sistema um banco de capacitores, que dao origem a uma 
carga capacitiva, e a uma reatancia capacitiva, que se soma a carga indutiva 
dos motores e diminui o angulo 0, aumentando, portanto, o fator de potencia. 


E util comentar aqui sobre uma questao interessante relativa a medida de potencia de equipa- 
mentos eletronicos, em particular equipamentos de som. Em geral, a tais equipamentossao atribufdos 
dois valores de potencia. Um deles e o valor RMS ou eficaz, ou tambem, o valor medio discutido 
acima, que e o que tern validade tanto cientffica quanto tecnica. O outro e conhecido como valor de 
potencia PMPO. Rigorosamente falando, cada fabricante de equipamentos tern sua propria definigao 
do que seja a potencia PMPO, de modo que nao ha como comparar equipamentos de fabricantes 
diferentes usando essa grandeza. A questao e que normalmente os valores de potencia real, ou RMS, 
sao pequenos (o que nao significa que a sensagao auditiva tambem seja), e nao “impressionam” 
tanto quanto os valores PMPO divulgados em propagandas, que costumam ser muito maiores que 
os valores RMS. Assim, para nao comprar “gato” por “lebre”, verifique sempre a potencia real, 
RMS, dos equipamentos eletronicos. 


v 

E importante notar que aqui demos uma ideia geral de como analisar 
circuitos simples de corrente alternada. Circuitos mais complexos, inclusive 
nao-lineares, requerem metodos tambem mais sofisticados, de cunho mais 
tecnico, e fogem ao nosso escopo. Assim, encerramos aqui nosso estudo sobre 
circuitos de corrente alternada. 


G.4 Exercfcios 

G.l Calcule a corrente no processo de descarga do capacitor do circuito 

RC, derivando a equagao G.7 em relagao ao tempo. 
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G.2 Analise um circuito de corrente alternada formado por um resistor, 

um indutor e um capacitor ligados em paralelo a uma fonte de tensao 
descrita por (£ = (£q cos u)t. Lembre-se das propriedades da associagao 
em paralelo. 



Apendice H 


Equagao de Helmholtz 


!Neste apendice, vamos resolver a equagao diferencial de Helmholtz em 
coordenadas esfericas, obtendo as fungoes de Bessel esfericas. Vamos tambem 
apresentar a fungao de Green em termos das fungoes de Bessel esfericas. 


H.l Equagao de Helmholtz e Fungoes de Bessel 

Esfericas 

A equagao escalar de Helmholtz e escrita na forma geral como 

V 2 /(f) + A 2 /(f) = 0 (H.l) 

onde A e um numero real. Ela pode tambem ser escrita de forma simplificada 
como 


(V 2 + A 2 )/(r) = 0 (H.2) 

Nosso objetivo agora e encontrar solugoes para essa equagao em coordenadas 
esfericas. Nesse caso, precisaremos do operador Laplaciano nessas coordena¬ 
das, dado pela expressao B.20, 

d \ 1 <9 2 

Sen d9 ) r 2 sen 2 9 dcp 2 

que da origem, entao, a equagao 
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(V 2 + A 2 )/(r) 




1 


r 2 sen 


d ( a df(r) 
send A, 1 

dd 


ddd\ 


+ 


1 


_ d 2 nn 

r 2 sen 2 d dtp 2 


+ A 2 /(r) = 0 (H.3) 


cuja solugao geral, seguindo os moldes da resolugao da equagao de Laplace 
vista no capftulo 6, parte da hipotese de que e possivel escrever 


f(f) = R(r)Q(d)$(ct>) 

Antes de seguirmos por esse caminho, vamos simplificar um pouco o procedi- 
mento. Para isso, considere a equagao diferencial 6.56, 


1 d 

sen d dd 




£{£+ 1) - 



0 = 0 


que pode ser reescrita para obtermos uma equagao diferencial bastante util. 
Conforme ja vimos ao discutir a resolugao.da equagao de Laplace em coor- 
denadas esfericas, a solugao da parte em $ e obtida da equagao 6.49, isto 

e, 


d 2 $ 

d<p 2 


+ m 2 $ 



ou seja, 


d 2 $ 

dp 2 




Agora, vamos multiplicar a equagao 6.56 por $ e rearranjar alguns termos, 
obtendo 


3> d 


sen d dd 


send 


dQ 

Id 


m 


sen 2 d 


0$ 


^+ 1 ) 0 $ 


ou entao, usando a expressao H.4, achamos 


$ d 


sen d dd 


sen d 


dQ 

Id 


+ 


l 


© 


d 2 $ 


sen 2 d dp 


l{t + 1 ) 0 $ 
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l 

Agora, como a derivada em 9 nao age sobre a fungao em 0, e vice-versa, 
podemos escrever 


1 d 


sen 9 dO 


sen 9 


9(0$) 

dO 


+ 


1 < 9 2 ($ 0 ) 


sen 2 9 dd> 2 


^(£+1)0$ 


A equagao C.30 define os harmonicos esfericos Yg tm (0, <fr) por meio de 


Ye,m(8,4>) 



2£+l(£-m)\ im4> 

—7=- 7TT— p e,rn (COS 9) e V 


4n (£ + m)\ 


sendo que 0(0) — P^ m (cos0) e $(0) = e im ^, Portanto, acrescentando o fator 
multiplicative apropriado, obtemos a equagao diferencial 


1 d 


sen 0 dO 


sen# 


dY it 


m 


d9 


1 d 2 Y, 


£,m 


sen 2 9 d<f> 2 


i{l + 1 )Y tt 


m 


que pode ser escrita tambem como 


1 


sen 0 89 




1 


a 


dO / sen 2 0 d(j) 2 


Ye, 


m 


£{£ + 1 )Y, 


m 


Podemos definir agora um operador diferencial L 2 mediante 


L 


1 


sen 9 d9 


9 9 


dO 


+ 


1 


a 


sen 2 9 d(f> 2 _ 


de modo que, sugestivamente, temos 


(H.5) 


(H.6) 


(H.7) 


L 2 Yl 


m 


i(i+ l)Y t , 


m 


(H.8) 


que e uma equagao de autovalores, bem conhecida em Mecanica Quantica 1 . 
0 operador L 2 e dado por 


£j 2 = JL 2 1 r 2 


X 


+ £j y + & 


2 

z 


(H.9) 


enquanto o operador momento angular £ fica 


L 


i(rx V) 


(H.10) 


1 Aqui e util consultar livros sobre Mecanica Quantica, para rever esses conceitos. 
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onde 


£ = £x i j 4* k 


(H.ll) 


E util relembrar tambem os operadores “escada” abaixador e elevador, alem 


de L> z , 


definidos por 


L+-- 

—■ iOjj j 

-J*\ d 1 i sen6 d 1 

89 cos 6 8(f). 

(H.12a) 

£_ = 

— "i£jy - 

l 

ii 

d f ,sen# <9 ' 
. 86 1 cos 6 8(f)- 

(H.l 2b) 

L z = 

(T\ I 
° CO 

*<s> 

1 

II 



(H.12c) 


de mo do que 



fix — 

£+ + C — 

(H.13a) 


2 


fjy — 

£+ - C- 

2 i 

(H.l 3b) 

as autofungoes 

rn se da por intermedio de 




m)(£ + m + l)y^, m +i 

(H.14a) 

£— Yi, m - 

bzYa^m - 

= y/(£ + m)(£ —m + l)Y«,m-i 

(H.14b) 

(H.14c) 


Note que os operadores nao alteram o valor de £, atuando apenas em m, 
aumentando (£+; elevador), diminuindo (£_; abaixador) ou mantendo cons- 
tante (£ z ). A demonstragao das relagoes H.14 e simples, porem trabalhosa, 
envolvendo as equagoes H.12 alem das propriedades dos harmonicos esfericos 
vistas no apendice C, e fica como exercicio para o leitor (veja o exercicio H.l). 
Da definigao H.10, e lembrando as propriedades de produtos vetoriais, temos 

imediatamente que 


f.£ = 0 (H.15) 

Com o uso do operador £ 2 , o operador V 2 pode ser reescrito como 

2 13 2 m £ 2 

V =-^ 2( r )-^2 


(H.16) 
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Agora, consideramos novamente a equaqao de Helmholtz H.2, que fica 


1 d 2 , . L 2 2 

-fa 2( r ) _ 72 " + A 


f(r) = 0 


Vamos supor que uma possivel solugao para essa equagao seja escrita como 


ft,mix) - 4>) 


(H.17) 


de modo que achamos 


Id 2 r2 

- *3 (’■««,».) 


L\R,Y,, m ) . , 2 


+ A RiY^m — 0 


ou 


Yl,m d 2 £j 2 Y^ m 


dr 2 


(rRi) - + A 2 R £ Y £tm = 0 


r 


Usando a equagao H.8, temos 


Yz,m d 2 , . t(t+l)Y^ m 2 


r 


dr 2 


(rRi) - Re 


r 


+ X ReYi 


m 


0 


e, dividindo por achamos 


-i( rR e ) - Re + = 0 

r ar z r s 


(H.18) 


Como 


d , „ , „ dRp 

{rRA = Re + r 


dr 


dr 


d 2 
dr 2 


(r^) 


d 


dr L 


Ri + r 


dRi 

dr J 


ou 


2 Deve ser entendido que a solugao geral sera a combinagao linear de todas as solugoes 
possiveis. 
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d 2 

dr 2 


(rii*) 


dRe dRi d?Re 

+ —-hr 


dr 


dr 


dr 2 


que fica 


d 2 , N d 2 /^ 

(r/?£j = r—r-^- + 2 


dr 2 


dr 2 


dr 


temos 


1 


r 


d 2 Rg ^dRg 

r + 2 


dr 2 


dr 


^+1) 


+ A 2 Rg — 0 


ou 


d 2 R e . 2dR e . , 2 *(£+1) 


dr 2 


_l— 


r dr 


+ X Ri 


r 


Ri — 0 


(H.19) 


Vamos fazer agora a substituigao 


Re(r ) 


Heir) 

Jr 


(H.20) 


Assim, temos 


dRe 

dr 


d . _i TT . _idHe 1 _3 1 dHe 

— (r 2 He) =r 2 — -r 2 ^ = — —— 

dr dr 2 V r “ r 


1 


2r2 


He 


Alem disso, 


d 2 A £ 

dr 2 


d 


dr 


m _ _ 1 

_ 1 dHi 1 3 

r 2 —--r 2 

dr 2 


ou 


d 2 R e 

dr 2 


d 2 H> 


ia~ng 1 _3 dHi 1 _3 dHt 3 _s 
r 2 —^——--r 2 ^- -r 2 —-b -r 2 Hi 


dr 2 


2 


dr 


2 


dr 


4 


ou ainda, 


d 2 R 


e 


1 d 2 H t 


dr 2 


•y/r dr 2 


1 dHe 3 TT 

+ —He 


y* 2 dr zj.^ 2 


Assim, a equagao H.19 fica 
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1 d 2 H t 


y/r dr 2 


1 dH, 3 

H- rile 


rp 2 dT 


4r 2 
2 

H—■ 

r 


1 


\/r dr 


1 


3 

2r 2 


H 


i 


”f~ A 


2 Hi i(t + l)H £ 


S 


y/r 


0 


ou 


1 d 2 H e | 1 dHe 

\fr dr 2 r f dr 


1 


, 5 

4r 2 


■H> + A 






r 




0 


ou ainda, realizando algumas simplificagoes, 


d 2 H e 1 dH e 


dr 2 


r dr 


Agora, definimos a variavel g 
variavel. Temos que calcular 


2 (^ + b ) 2 

+ A 2 H e - ■ ■ V H e = 0 

y* £ 

A r e escrevemos a equagao diferencial nesta 



(H.21) 


(H.22) 


Substituindo estas expressoes na equagao diferencial, temos 


ou 



A 2 dR 

Q dg + 






1 dHi 

~~j - 1 ” 

q ag 
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que corresponde a equagao de Bessel 6.121, com v = £ + Portanto, suas 
solugoes sao fungoes de Bessel de ordem t+\, ou seja, recordando tambem a 
substituigao H.20 alem da solugao geral D.17, temos, ja incluindo coeficientes 

apropriados, 


RAr) = At 




(H.23) 


o que faz com que a solugao geral da equagao de Helmholtz H.2 torne-se 


f(r) 



£,m 


At, 


J e+ l(\r) 


m 


y/r 


+ Bp 


m 


J-t- l(Ar) 


Yi tm (6, 4>) 


(H.24) 


lembrando que, em geral, os coeficientes podem ser fungoes tanto de t como 
de m (veja a equagao H.17). 

E interessante definir agora as fungSes de Bessel esfericas para reescrever 
as solugoes H.23 e H.24. Considerando as fungoes de Bessel usuais de primeiro 
tipo, as fungoes de Bessel esfericas de primeiro tipo ficam 






Vamos considerar agora a propriedade 

d fJy{x)\ _ 

dx \ x v ) 

Agora, fazemos v — t + ou seja, 


D.39, valida para fungoes de Bessel, 




d fJe+^Ah _ 1 

dx\ x e+1 2 ) x e+1 2 

e dividimos por x , para obter 




(x) 


£+- 
X 2 


Da expressao H.25, podemos escrever 
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EntaOj 


k+i(x) 


i+1 


1 d f )t{x) 
x dx\ x e 


(H.26) 


Considere agora que l — 0. Temos 

h(x) 


1 d 


x dx 


OoOc)) 


Agora, suponha que £ — 1. Nesse caso, 


h{x) 


1 d / ji(x) 

x dx V x 


ou, tambem, 


h{x) 


1 d 

x dx 


1 d 

x dx 


Oo (a:)) 


Continuando com esse processo, e possi'vel mostrar que, para i 


0 , 1 , 2 , 


vale 


U(x) 


1 d 

x dx 


jo(z) 


(H.27) 


que e uma relagao de recorrencia para as fungoes de Bessel esfericas. Assim, 
conhecendo jo, as outras fungoes ficam univocamente definidas. Vamos consi- 
derar novamente a equagao diferencial original H.l9, 

^ + 2 Ml + x ? Rl _ f(£+i) Rl = o 

dr z r dr r z 

quando t — 0, e ja fazendo as substitutes H.21 e H.22, temos 


2 d Rq 2A di?o 


A dg 2 + 


dg 


+ X 2 Rq 


ou 


d 2 Rq 2 dRo 

° 


ou ainda, 
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d 2 R 0 , 0 dRo _ 

Q , ~ + 2 - -h qRq — 0 


dg 2 


dg 


Agora, consideramos que 


Ro(g) 


Wig) 


e 


Portanto, precisamos calcular 


dRo 

dg 


_d_W 

dg g 


1 dW W 


g dg 


Q 


ou 


ou ainda, 



d 2 Ro 

d 

'1 dW 


dg 2 

dg 

Qj 

"C3 

I Qi 
_1 

d 2 R 0 

1 d 2 W 

1 

dW 

dg 2 

g dg 2 

g 2 dg 


W 

i 

Q 


1 dW 2 W 

H- 


q 1 dg 


6 


d 2 Ro 

dg 2 


1 d 2 W 2 dW 2W 

+ - 


g dg 


g l dg 


g 


3 


Entao, voltando a equagao diferencial, 



'1 d 2 W 

2 dW 2 W' 


'1 dW W' 

g 

_g dg 2 

g 2 dg ' £ 3 

+ 2 

g dg g 2 _ 


+ Q 


W 

g 


0 


temos uma equacao diferencial bastante simples e conhecida, isto e, 


d 2 W 

dg 2 


+ W = 0 


cujas solugoes sao (excetuando-se constantes) 


Wig) 


sen g 
cos g 


(H.28) 



H.l. EQUAQAO DE HELMHOLTZ E FUNQOES DE BESSEL ESFERICAS 


1047 


e entao, voltando a equagao H.28, 


Ro(q) 


sen q 


cos Q 


(H.29) 


Usualmente, define-se 


jo(x) 


senx 


(H.30) 


o que explica tambem o fator multiplicativo na expressao H.25, 


U(x) 


7T 


2x 


J e+ l{x) 


como pode ser yisto se considerarmos Ji (rr), de modo que 


jo(x) 


4" Jl (x) 

2x 2 K ’ 


Primeiro, da equagao D.10, temos 


oo 


J v (x) 


E 


i) 


2/ Z —/ n\T{n + v + 1) V2 

n = 0 


2 n 


i 

ou, com v = 7 }, achamos 


oo 


Ji(x) 

2 


E 


i) 


2 ' n!r(n + |) V 2 


n = 0 


2 n 


Agora, considere que 


r 


2 ti “ I - 3 


(2n + 1)!! 
2 n + 1 


spa 


onde n!! = n(n — 2)(n — 4) • 
Substituindo esse valor, temos 


t • i 


5x3x1 representa o duplo fatorial de n . 
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00 

_ ( —l) n 2 n+1 /X\2n 

J h { - X) ~ V 2 2^n\(2n+l)\\^\2J 

n = 0 


Agora, temos tambem a relagao 


(2n+ 1)! = 2 n n!(2n + 1)!! 


entao, 




ou 


oo 



(-l) n x 2n 
(2 n + 1)! 


Multiplicando e dividindo por x, temos 


oo 



(- 1 ) 


n^,2n+l 


(2 n + 1)! 


Devemos lembrar que a serie acima e a serie de Taylor 2 A para a fungao seno, 
ou seja, 



2x sen x 

7T X 


que pode ser escrita como 


senx 

x 




ou 
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A outra solugao encontrada para Ra dada pela equagao H.29 e utilizada para 
definir as fungdes de Bessel de segundo tipo, ou fungoes de Neumann esfericas, 
por meio de 


n 0 (x) 


cos a; 


X 


(H.31) 


alem de 


nt(x) 



7r 


2x 


N e+ l(x) 


(H.32) 


onde Ni(x) sao as fungoes de Neumann usuais. Para rt^(x), vale tambem 


ne(x) = (-x) 


i 


1 d 


t £ 


x dx 


no(x) 


(H.33) 


Por fim, temos as fungdes de Hankel esfericas, definidas por meio de 


= Y Yx + iN e+ L 2 ^ (H ' 34a) 

fe) = V^^ + 5 (:C) “ iN ^ X ^ (H ’ 34b) 

que podem tambem ser escritas como 

i)l(x) = j e(x) + ini(x) (H.35a) 

t}|(x) = j i(x) - ittf(x) (H.35b) 


Utilizando as relagoes H.27, H.30, H.31, H.33 e H.34, podemos calcular as 
formas explicit as das fungdes acima para alguns valores de ou seja, 
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jo(z) = 

sen x 

X 



(H.36a) 

no(z) = 

cosx 

X 


(H.36b) 


e ix 

ix 



(H.36c) 

ji(*) = 

sen x 

x 2 

cosx 

x 


(H.36d) 

m(x) = 

cos x sen x 

x 2 X 


(H.36e) 

fjK®) = 

e lx 

x 

( i+ i) 


(H.36f) 

h(x) = 

-f 3 - 

i\ 

— sen x — 
x) 

3 cosx 

(H.36g) 

\x 3 

X 2 

n 2 (x) = 

- ( 3 

i\ 

■-1 COS X 

X/ 

3 senx 

(H.36h) 

Vx 3 

X 2 

= 

ie lx / 

x V 

3 i 3 ' 

1 H- 9 

X x z , 

) 

(H.36i) 


Sendo assim, a solugao H.24 pode ser escrita, por exemplo, como 



Ae,mbe(^ r ) + 


Y e ,m(0, 4>) 


(H.37) 


onde usamos as fungoes de Hankel esfericas para exprimir a solugao da equagao 
de Helmholtz. A fungao f(f) pode representar qualquer uma das componentes 
do campo eletrico ou magnetico, e as constantes A l ^ n dependem das condigoes 
de contorno de cada problema especifico, de onde se ve que, em geral, as 
solugdes serao matematicamente complexas. Note que \)\{x) envolve o termo 
e ix , enquanto \)}{x), por ser seu complexo conjugado, envolve o termo e~ lx . 0 
primeiro caso corresponde a ondas propagando-se “para fora” a partir de uma 
certa fonte, enquanto o segundo corresponde a ondas propagando-se de fora 
para dentro, em diregao a um ponto. No caso especifico de querermos uma 
solugao que descreva a emissao de ondas a partir de um ponto, o coeficiente 
do fator *)}(x) deve ser anulado, isto e, Aj m = 0. Nosso proximo passo e 
obter uma expansao para a fungao de Green em termos das fungdes de Bessel 
esfericas. 
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H.2 Expansao da Fungao de Green em Fungoes de 

Bessel Esfericas 

Vamos obter agora a expansao em termos de fungoes de Bessel esfericas 
para a fungao de Green associada a equagao de Helmholtz, 

(V 2 + k 2 )dk = —5(f— f') (H.38) 

Na verdade, ja resolvemos essa equagao na segao 20,5 (veja as equagoes 20.42, 
20,43-20.45 e o exemplo 20.7) e a solugao para ondas propagando-se a partir 
de um ponto e dada pela equagao 20.43, 


e ik\r-f' 

47r|r*— r ! 

Por outro lado, seguindo os passos descritos na segao 20.5 e tambem na segao 
9.4, queremos uma expansao para esta fungao na forma 

&r, f') = U(r, r’)Y e * m (6', <f>')Y ltm (d, <f>) (H.40) 

£,m 


(H.39) 



Lembrando que, pela equagao 4.41, 

6(r — r')5(cos6 — cos d')S((f) — $) 
o{r — r ) =---^-— - -- 

Zi 

e que as fungoes delta de Dirac angulares tern uma expansao em harmonicos 
esfericos dada pela equagao 9.22, 

<5(cos0 - cos0')<^ - «£') = 4/)Y t%m {e, 4>) 

£,m 


podemos reescrever a expressao H.38, usando tambem a equagao H.16, como 


1 & 


dr 2 


(r) 


£ 


+ k 


r 


'E,U(ry)YZ m (0 , 1 <f> , )Ye, m (O,<l>) 


J £jn 


S(r — r') 



<i>')Yt, m (e, 4 ) 


£,m 


Lembrando que os operadores so agem sobre as coordenadas sem linha e que, 
pela equagao H.8, 
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tfY e , m = £(i + l)Y t , m 

achamos 











2 



ou entaOj 



Quando r 7 ^ r\ temos a equagao 

U( r y r 0 = 0 (H. 

que e precisamente a equagao H.18, cujo desenvolvimento ja foi feito e que 
origina as solugoes que sao as fungoes de Bessel esfericas. Como condigoes de 
contorno, devemos ter uma onda propagando-se em diregao ao infinito, o que 
implica na fungao l)J, e na origem nao deve haver divergences, o que impoe 
uma solugao dependendo da fungao )£, de modo que a fungao de Green f^(r, r f ) 
fica 




M r > r> ) = Cuikr ^likr >) (H.43) 

onde r< e o menor entre r e r\ e r> e o maior. A constante C e determi- 
nada seguindo o procedimento utilizado na 9.4, que consiste em considerar a 
equagao diferencial H.41, multiplica-la por r para obter 



£(£+1 )U 

r 




e, em seguida, integra-la no intervalo [r f — A, r f + A], fazendo depois A —> 0 , 
ou seja, 
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lim 

A—>0 


r 7 +A 


d 


r *—A 


d{rfe) 


dr l dr 


dr 


lim / " +A SLtm. dr 

A—►o / r /_ A r 


r'+A 

c\ 

+ lim / rk Udr 
A-o / r /_ A 


r'+A 


lim 

A—>o 


8{r — r f ) 


dr 


r f —A 


Note que. nas duas integrais que nao envolvem derivadas no lado esquerdo da 
equagao acima, quando o limite e aplicado, os limites de integragao tornam-se 
iguais, e as integrais se anulam. Temos, portanto, 



■rf(rf£)j r/ + A 
. dr J r'- A 


lim — 
A—>o r 


ou 


lim 

A->o 




r'4-A 



r f —A 



(H.44) 


Precisamos agora calcular as derivadas que aparecem nesta expressao. Con¬ 
sider ando inicialmente a primeira, em que r = r l + A, temos que r> = r e 
r< = r 7 , de modo que a fungao H.43 fica 


fe(r,r') = Cje(kr')l)l(kr) 

Multiplicando por r, temos 

rfe = Cr)t{kr')\)\(hr) 

e assim, 

= CU(kr')^[rt)\(kr)] (H.45) 

Uma importante propriedade valida para as fungoes de Bessel esfericas esta- 
belece que 


4-[x?t{x)] = iT m (x) - er e {x) (H.46) 

ax 

onde Y^(x) e qualquer fungao de Bessel esferica. Esta propriedade pode ser 
facilmente demonstrada considerando-se a definigao das fungoes de Bessel es¬ 
fericas em termos das fungoes de Bessel usuais e tambem as definigoes das 
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fungoes de Bessel em termos de series de potencias, o que e deixado como 
exercfcio para o leitor (veja o exercicio H.2). Multiplicando e dividindo o lado 
direito da expressao H.45 por fc, ficamos com 

J:( r fe) = pi(kr')-^[krl)l(kr)] 

e usando a propriedade H.46, alem de uma regra da cadeia, temos 

d_ 

dx 

Passamos agora a segunda derivada do lado esquerdo da equagao H.44. Nesse 
caso, como r = r / — A, temos r> = r f e r< = r. Assim, a fungao H.43 torna-se 

f e(r,r') = Cu(kr)t)l(kr') 

Multiplicando por r, temos 



rfe = Cr)e(kr)t)}(kr') 


d 


i/i i\ “ 


dr 


(r U) = C\) t (kr) — [rji(kr) ] 


(H.48) 


ou entao, multiplicando e dividindo por usando uma regra da cadeia e 
tambem a propriedade H.46, achamos 


d 


dr 

dr 


( r U) 




(rfe) = C\]\{kr')[kr)^i(kr) - £) e (kr )] 


(H.49) 


Usando as expressoes H.47 e H.49, o lado direito da equagao H.44 torna-se 


lim 

A—>o 


d(rU) 

dr 


r'+A 


d(rU ) 

dr 


r f — A 


Hrn <( Cj e (kr) [kr\)\_ x {kr) - it)\{kr) 


J r'+A 


Ct)}(kr ! ) [krje-i(kr) - £) t {kr)\ , 


r f —A 
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on 


lim 

A—j^O 


d{rU) 

dr 


r'-f A 


d{rfe) 
dr 

Cje{kr') [kr'bl^kr') - l\)\(kr')] 


r f — A 


C\)\{kr') [kr'k-i(kr') - £)e(kr’) 


ou ainda, 


lim 
A—>o 


d(rU) 

dr 


r ,J r A 


d(rU ) 

dr 


r f —A 


Ckr / ji(kr)l)j_ l (kr) — lC)i(kr f )\)\{kr ! ) 


Ckr / l)}(kr / )j£^i(kr / ) + £Cfy\{kr f ))£(kr f ) 


ou, finalmente, 


A—>o I dr 


r'+A 


djrfe ) 

dr 


r } —A 


Ckr' [Ube-i ~ t)ek-i] 


Agora utilizamos a equacjao H.35a, e encontramos 


lim 

A—>o 


d(rfe) 

dr 


r f +A 


d(rfe) 

dr 


r f —A 


Ckr'\jtQe-i + ine-i) - {U + inAk-i 


OU 


lim 

A—►() 


d(rfe ) 

dr 


r ; +A 


dr 


r f —A 


iCkr'[un t -\ ~ 1 


(H.50) 


Para continuar, vamos precisar da propriedade H.26, 


jmO=) 


1 d ()e(x) 


X 


i+1 


x dx 


x 


e 


que, escrita para j^, fica 


X e d / jl-lQ) 

x dx V x 




ou 


H 


X 


e-i 


£ 


x 


1. 1 d)t- 

i=2»-i + j= 


dji-i 1 
1 dx / 
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ou ainda, 


l- 1 


)l 


X 


')£-1 - ) t -1 


(H.51) 


onde a linha em j»_ 1 indica derivada em relagao ao argumento da fungao. As 
fungoes tambem seguem a propriedade H.26, ou seja, 


n^+i (x) 


1 d (nejx) 


X 




x dx 


x 


£ 


(H.52) 


de mo do que achamos 


£-1 




i 


x 




(H.53) 


Voltando a equagao H.50 e substituindo as equagoes H.51 e H.53, temos 


lim 

A—>0 


djrfe) 

dr 


djrfe) 


T ( + A 


dr 


r* — A 


iCkr 


[£ — 1 


f 


x 


k~i - )e-i 


\£ - 1 


^£-1 


t 


X 


n^-i - n £ _ x 




ou entao, 


lim 

A—+o 


djrfe ) 

dr 


r'+A 


dr 


iCkr 1 


r'—A 




0 termo entre colchetes e o Wronskiano de j£_i(x) e ri£_i(x). Para as fungoes 
de Bessel esfericas, vale 


W[u, be] = -iW[)e, be) = ~W[n e , be] 


1 


x 


(H.54) 


de modo que temos 


lim 

A—>0 


djrfe) 

dr 


r '+A 


djrfe) 

dr 


r' — A 


iCkr 


1 


A2 


(kr f ) 


ou 


lim 

A—>o 


djrft) 

dr 


r'+A 


djrfe) 

dr 


r'—A 


iC 

kr 1 


(H.55) 
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Reunindo esta equagao com a expressao H.44, temos 

iC 1 



ou, finalmente, temos que a constante C vale 


C = ik 

de modo que a solugao H.43 torna-se 

U(r,r') = ik)n{kr <)fj](Ar >) 

o que faz com que a fungao de Green H.40 fique sendo 



(H.57) 



(H.58) 


de modo que podemos escrever a expansao 



(H.59) 


onde usamos tambem a equagao H.39. Essa equagao fornece a expansao, em 
termos de fungoes de Bessel esfericas e harmonicos esfericos, de uma onda 
esferica propagando-se a partir de um ponto, e ela sera bastante util na se- 
gao 25.5. Vejamos agora uma outra expansao que pode ser obtida da equa¬ 
gao H.59. Vamos considerar que r' seja grande quando comparado com r, de 
modo que podemos escrever 


r 



ou 



2 


r * r 

72" 


+ 1 


1 

2 


ou ainda, usando uma serie de Taylor e considerando termos ate primeira 
ordem, 
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e, finalmente, 


r — r 


! 


! — 
r — r • r 


Assim, podemos aplicar a equagao H.59, considerando que r> = r e r< = r, 
Entao, obtemos 


ik(r' — T'Y f ) 


4tt (r ; 


r 


r ) 




£,m 


ou, usando a forma assintotica para a fungao de Hankel, dada em 25.231, 






73 ' 


X » 1 


X 


achamos 


ik(r f —T'Y ( ) 


47r(r' 


f') 




^+i e 


ikr' 


l,m 


kr f 


, ft 


OU 


p ikr f p —ikf‘V f p ikr f 

k-r T {-i) e U(kr)YZ m {0', 4>')Ye, m (0,4>) 


An (r' 


r 


r) 


hr 


£>m 


ou ainda, 


af 


—ikr'-r 


1 


47 x{r l 


r > 


E (-<)'«(*>■) E 5 "^'' 

£ m 


e, quando r f —> oo, achamos 




-ikr -r 


4 7 rr / 


1 


r 


; E H)'j((* r ) E 4 >) 


£ 


m 


ou, fazendo k — k f ; , 


~ik*f 


An J2 {-iYkikr) £ 7^(0', ^)y/, m (0, *) 


€ 
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e ifcV = 4 tt i e U(kr) t')Yi* m (e, 0) (H.60) 

£ m 

Agora, relembramos a equagao 6.86, o teorema da adigao dos harmonicos 
esfericos, ou seja, 


Pi(cosa) 


47r 


2 £ + 1 


V ^(^') y f , ra ( M ) 


m 


onde a e o angulo entre re f f . Entao, podemos reescrever H.60 como 





i*)i(kr)(2£ + l)P^(cosa) 


(H.61) 


£ 


ou, usando a expressao 6.83, 


YiM4>) 


2£+l 

47r 


Pi(cos6) 


encontramos 


e ik-f = i e ^4Tr(2£+l)U(kr)Y efi (a) (H.62) 

£ 

que e a expansao de uma onda plana em coordenadas esfericas, em termos 
das fungoes de Bessel esfericas e dos harmonicos esfericos. Isso encerra nossa 
discussao sobre a equagao de Helmholtz e as fungoes esfericas. Vejamos agora 
alguns exercicios. 


H.3 Exercicios 

Hbl Demonstre as relagoes H.14. 


H.2 


Demonstre a equagao H.46. 




Apendice I 


Lentes Esfericas 


Neste apendice, estudaremos uma importante aplicagao pratica do 
fenomeno de refragao, as lentes esfericas. Nossos objetivos sao descrever a 
formagao de imagens usando essas lentes e apresentar um metodo matricial 
que pode ser usado quando as lentes deixam de ser delgadas e passam a ser 
espessas, quando entao o tratamento passa a ser um pouco mais complicado. 


1.1 Lentes Esfericas Delgadas 

Lentes esfericas sao formadas por vidro de indice de refragao n conheci- 
do, cujas superficies em que incide luz sao segoes de duas esferas cujos centros 
definem uma linha reta, chamada de eixo dptico . Quando um feixe paralelo 
de raios luminosos incide na lente, ela tem a propriedade de focaliza-los num 
ponto especifico do eixo optico, como mostra a figura 1.1. 



Figura LI: Esquema da focalizagao de uma lente esferica. 



















1062 


I. LENTES ESFERICAS 


E importante notar que estamos considerando aqui que a optica geome- 
trica seja valida, ou seja, estamos admitindo que a radiagao luminosa possa 
ser considerada como sendo formada por raios de luz, que se propagam em 
linha reta ate atingir alguma interface, quando entao eles seguem as leis de 
reflexao e refragao, sofrendo eventualmente desvios, seguindo, a partir daf, 
novamente em linha reta ate atingir alguma outra interface. Nas lentes, como 
se ve na figura, existem duas interfaces, uma entre o ar e o vidro e outra entre 
o vidro e o ar, sendo que os raios percorrem o espago nessa ordem. Vamos 
relembrar tambem a lei de Snell, dada por 23.31, ja considerando que um dos 
meios seja o ar, onde n ar = 1, ou seja, 

nsend£ = sen6 (LI) 

sendo que 9i representa angulos medidos dentro da lente e 0, medidos fora 
dela. Alem disso, precisamos definir mais alguns termos relevantes, mostrados 
na figura 1.2. 


> 



piano optico 


Figura 1.2: Esquema da focalizagao de uma lente esferica. 


Os raios das calotas esfericas que definem as superficies relevantes da 
lente sao descritos por r\ e 7 * 2 . As distancias em que o raio de luz considerado 
corta o eixo optico, medidas a partir do piano optico, sao chamadas de p e p f . 
Conforme ja dissemos, o indice de refragao da lente vale n. 

Em cada superffcie da lente ocorre uma refragao. A figura 1.3 mostra 
as grandezas relevantes para a primeira superffcie, em que o raio de luz passa 
do ar para a lente. 
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Figura 1.3: Refragao na primeira superficie esferica da lente, 

onde o raio de luz passa do ar para a lente. 


Na figura, o subscrito 1 sempre se refere a superficie 1, que delimita a lente 
quando o raio entra nela. As grandezas sao tais que: 

• Os angulos oq sao entre a normal a lente no ponto consider ado e a 
horizontal. Note que, como a superficie e parte de uma calota esferica, a 
reta definida pela normal a superficie passa pelo centro da calota esferica 
1 , cujo raio e r\. 

• Os angulos <f>i sao entre o raio de luz e a horizontal. O subscrito £ indica 
que esta dentro da lente. Quando nao ha subscrito, ele esta medido no 
ar, fora da lente. 

• Os angulos 9\ sao os angulos de incidencia e refragao na superficie 1, 
usando a mesma convengao descrita para os angulos <f>i. 

• A distancia y\ corresponde a altura do ponto considerado na superficie 
da lente. 

Da figura, podemos ver que 


9 1 = 0:1 + (pi 



e 


@i,£ = a l + <p 1,£ 


(1.3) 
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Pela lei de Snell 1.1, temos 


n sen 0\^ — sen 9\ (1-4) 

Para simplificar essa relagao, vamos considerar que os angulos sejam pequenos, 
o que indica que y\ deve ser pequeno (ele esta exagerado na figura). Assim, 
nos restringimos a raios que estejam proximos ao eixo optico, chamados de 
paraxiais. Essa e a primeira hipotese a ser feita. e com ela podemos substituir 
os senos dos angulos pelos proprios angulos, ou seja, a equagao 1.4 torna-se 



ou, usando L2 e L3, 


n(a\ + — ot\ + <j>\ (1*5) 

Essa e a primeira expressao que sera necessaria para continuarmos. Para obter 
a proxima, precisamos considerar agora o que ocorre na segunda superficie da 
lente, na qual o raio passa da lente para o ar, e ocorre uma segunda refragao. 
As grandezas relevantes estao na figura 1.4. 

piano optico ^ 



Figura 1.4: Refragao na segunda superficie esferica da lente, 

onde o raio de luz passa da lente para o ar. 

Na figura, as grandezas sao definidas como na superficie 1, e devemos lembrar 
que o raio de luz nessa figura e continuagao do raio de luz da figura 1.3, de 
modo que ocorre 
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<t> 2 ,e = 0 ii 


( 1 . 6 ) 


Alem disso, temos tambem 


@ 2 ,£ = ol 2 — 4> 2 ,e 


ou, usando 1.6, 


] 21 = O' 2 ~ 0 1/ 


(1.7) 


alem de 


Ot 2 + 0 2 


( 1 . 8 ) 


Aplicando a lei de Snell, temos 


n sen 62 = sen 9 2 

Considerando apenas raios paraxiais, podemos simplificar essa expressao para 


n9 2 ,£ 


ou, usando 1.7 e 1.8, obtemos 


n(c*2 ” 01/) = 0^ + 02 

Vamos somar essa equagao com a 1.5, ou seja, 


(1.9) 


n(ai + 4 >i d + n(a ? 2 - + 0 i + c*2 + 02 


ou 


Tl(ct 1 + 0:2) — 0i\ + Ot2 + 01+02 


ou ainda, 


(n - l)(ai + a 2 ) = 0i + 02 


Agora, das figuras 1.3 e 1.4, temos 


( 1 . 10 ) 
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V 1 

sen a\ = — 

n 

e 


V2 

sen q .2 = — 

^2 

Limitando-nos a raios paraxiais, podemos escrever, aproximadamente, 





V2 

Ct2 ~ — 

T 2 



Alem disso, precisamos agora fazer a segunda hipotese relevante, que consider a 
que a lente e delgada, ou seja, a espessura da lente e muito pequena quando 
comparada com os raios de curvatura r\ e 7 * 2 , e tambem quando comparada 
com as distancias pep'. Assim, podemos escrever, aproximadamente, 



Vi 

V 




sendo que, considerando raios paraxiais, temos 




, V2 

<P2 = — 

P 

Substituindo agora as expressoes LI 1-1.14 em 1.10, temos 
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ou, considerando que a lente e delgada, temos que yi ~ ij 2 ■ de modo que 
obtemos 


1 

P 









Note que o lado direito da equagao acima e uma grandeza fixa para uma dada 
lente, ja que r\ e r<i envolvem a geometria dela eneo seu fndice de refragao, 
o qual e fixo, pois depende do material do qual a lente e feita. Por questao de 
convengao, ao inves de escrever a equagao acima em termos de rq e 7 * 2 , e mais 
comum encontrar a expressao acima escrita de outra forma, definindo-se 



de modo que a equagao nesses termos fica 



A grandeza p tern modulo igual ao raio de curvatura e segue a seguinte con¬ 
vengao para o sinal: se o sentido de propagagao do raio de luz for igual ao 
sentido da superficie da lente ate o seu respectivo centro de curvatura, entao 
p correspondente e positivo, caso contrario, e negativo. Na figura 1.2, P 2 sera 
negativo e p\ positivo. 

O lado direito das equagdes 1.15 ou 1.17 esta associado a um ponto com 

caracteristicas especiais. Considere um raio de luz que incida na lente paralelo 

ao eixo optico. Nesse caso, ele corta o eixo optico em p —► 00 , de modo que 
1 * * 

^ > 0 e, ao passar pela lente, ele corta o eixo optico do outro lado da lente, 

no ponto dado por 



Na verdade, qualquer raio que incida paralelamente ao eixo optico na lente 
sera focalizado para esse ponto, de modo que esse ponto especial e chamado 
de foco da lente, ou seja, 



Essa formula, conhecida como formula dos fabricantes de lentes , permite de- 
terminar a distancia focal, ou foco, de uma lente esferica qualquer. Uma 
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superficie plana pode ser considerada como uma superficie esferica com raio 
de curvatura tendendo a infinito. 

O foco de uma lente pode ser positivo ou negativo. Quando ele e posi- 
tivo, temos uma situagao como a mostrada na figura 1.5. 


sentido da luz 



Figura 1.5: Esquema dos raios de luz para uma lente convergente. 

No caso de / ser positivo, o sentido de propagagao da luz coincide com 
o sentido da lente ate o foco. Nesse caso, a lente e convergente, pois faz com 
que os raios de luz que incidem paralelos ao eixo optico sejam concentrados 

em algum ponto do eixo optico. 

Quando o foco e negativo, temos uma lente como a da figura 1.6. 



Figura 1.6: Esquema dos raios de luz para uma lente divergente. 
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No caso mostrado, os raios de luz que incidem paralelos, ao passarem 
pela lente, divergem, e por isso este tipo de lente e chamada de lente diver- 
gente. Se prolongarmos os raios de luz que saem da lente, os prolongamentos 
dos raios e que se cruzam num ponto, que e o foco da lente. Assim, o foco 
e negativo quando o sentido de propagagao da luz e o sentido da lente ate o 
foco sao opostos. 

Com o uso da ideia de foco da lente, a equagao 1.17 pode ser escrita 

como 


1 1 1 

“ + ~ — 7 

V V f 

Assim, as posigoes no eixo optico em que o raio de luz corta o eixo 
depois da lente estao relacionadas entre si, pela equagao acima, que 
tambem o foco da lente. Agora, considere um piano, perpendicular 
optico, do qual partem raios de luz, como mostra a figura 1.7. 


piano objeto 



( 1 . 20 ) 

antes e 
envolve 
ao eixo 


Figura 1.7: Esquema da formagao da imagem numa lente. 


O piano de onde partem os raios de luz e chamado de piano objeto e situa- 
se a uma distancia p da lente. Nele e colocado um objeto de tamanho 0, 
que formara uma imagem, de tamanho I a uma distancia p ! da lente, no 
piano imagem. Nosso objetivo agora e mostrar que de fato os raios formam 
uma imagem no piano imagem e tambem determinar as caracterfsticas dessa 
imagem em relagao ao objeto original. Para isso, considere que o eixo optico 
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defina um eixo x, cuja origem esta na lente e o sentido positivo corresponde 
ao sentido de propagagao da luz. Vamos agora estudar dois raios particulares 
emitidos pelo topo do objeto. Um desses raios incide na lente paralelamente 
ao eixo x enquanto o outro passa atraves do centro da lente, nao sofrendo 
alteragao de diregao, ja que para esse ponto a refragao numa das superficies 
e compensada pela refragao na outra superficie. Pode-se ver isso tambem se 
lembrarmos que, para esse raio, p seria nulo, de modo que ^ —> oc, e isso, 

pela equagao 1.20, implica que h —» —oo, ou entao, que p' —► 0. Note que ha 

uma convengao de sinais para pep'. O valor de p e positivo se o sentido de 
propagagao da luz e igual ao sentido do piano objeto ate a lente, e negativo se 
forem contrarios. Para p\ temos que ele e positivo se o sentido de propagagao 
da luz for igual ao sentido da lente ate o piano imagem, e negativo em caso 

contrario. 

Podemos escrever uma equagao de reta para o raio de luz que passa 
pela centro. Para um dado valor x, a altura y do raio e dada por 

y = --x (1.21) 

P 

Podemos verificar essa relagao calculando 


2 /(0) = 0 y(-p) = "(~P) = 0 

O outro raio, o que passa pelo foco, tern equagao 

y = 0 -jx (1.22) 

Conforme podemos verificar, calculando 


y(0) = O y(f) = O-jf = 0 

O ponto de intersecgao das duas retas define o topo da imagem, no piano 
imagem, e ocorre, considerando-se as duas equagoes L21 e 1.22, quando 



ou 
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ou ainda, 

1 _ 3 . 1 

x 1 p 



Assim, a coordenada x e dada pela equagao acima. Lembrando agora 1.20, 
temos 


1 _ i 1 

v ! 7 V 



Portanto, comparando as equagoes 1.23 e 1.24, vemos que, de fato, a imagem 
se forma a uma distancia p ' da lente, conforme ja haviamos antecipado. E 
imediato estender o raciocmio para todos os pontos do piano objeto, que 
gerarao pontos no piano imagem. O tamanho da imagem pode ser obtido se 
utilizarmos as equagoes de reta dadas por 1.21 ou 1.22, isto e, 



ou 



Definindo o fator de ampliagao como sendo 




vemos que A pode ser positivo ou negativo, dependendo dos valores de p e 
p f . Quando ele e positivo, temos uma imagem direita em relagao ao objeto. 
Quando e negativo, a imagem e invertida, ou “de cabega para baixo”, em 
relagao ao objeto. Alem d'isso, \A\ pode ser maior, igual ou menor que 1. 

Quando \A\ > 1, temos uma imagem maior que o objeto, e ocorre uma am¬ 
pliagao. Nesse caso, \p\ < \p l \. Quando \A\ = 1, objeto e imagem tern mesmo 
tamanho, e isso ocorre quando \p\ = \p l \. Por fim, quando \A\ < 1, a imagem 
e menor que o objeto, e \p f \ < \p\. 
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Quando p e positivo, o que ocorre quando os raios de luz realmente 
provem do objeto, temos um objeto real. Esse objeto real produz uma imagem, 
Se essa imagem for formada pelos raios de luz que atravessam a lente e formam 
o piano imagem, de modo que p f tambem e positivo, a imagem tambem sera 
real, e ela pode ser projetada num anteparo. Por outro lado, se a imagem for 
formada pelos prolongamentos dos raios, como ocorre na figura 1.6, teremos 
p f < 0, e a imagem sera virtual, podendo ser vista mas nao projetada. E 
possivel termos um p < 0, o que corresponde a um objeto virtual. Nesse caso, 
o sistema optico nao pode ter apenas uma lente. O que ocorre e que a imagem 
virtual de um objeto real obtida usando-se uma dada lente age como objeto 
para outra lente, numa associagao de lentes. Esse objeto, entao, e virtual, 
pois foi formado pelo prolongamento dos raios de luz, e nao pelos proprios 
raios, e implica em p < 0. Quando existem mais lentes delgadas, a imagem 
da primeira age como objeto da segunda, a imagem da segunda e o objeto 
da terceira, e assim sucessivamente, de modo que as equagbes obtidas podem 
ser aplicadas desde que as lentes sejam delgadas. Vamos agora eliminar essa 
restrigao. 


1.2 Lentes Esfericas Espessas e o Metodo Matricial 

As lentes de sistemas opticos em geral nao tern espessura desprezivel 
quando comparadas com as dimensoes relevantes de uso. Nesse caso, as equa- 
goes simples que obtivemos dao apenas valores aproximados para as gran- 
dezas, e um tratamento mais refinado precisa ser feito. Vamos considerar 
novamente a figura 1.3, so que agora permitiremos que os indices de refragao 
dos meios que ficam de cada lado da superficie esferica sejam n e n', como 
mostra a figura 1.8. 

Na superficie esferica ocorre refragao segundo a lei de Snell 23.31, ou 

seja, 


n sen 0 = 



Da figura, tambem temos 


9 — QL -(p 




e 
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raio de luz 



Figura 1.8: Refragao numa superficie esferica entre 

dois meios de indices de refragao n e n f . 


0 l ~ a + (j) (1.29) 

Restringindo-nos a raios paraxiais, podemos aproximar os senos dos angulos 
pelos proprios angulos, de modo que 1.27 fica 

nO — n!6 f 


ou, usando 1.28 e 1.29, temos 

n(a + </>) = n (a + <//) (1.30) 

Para o angulo a, temos 

y 

sen a = — 

r 

onde y representa a altura do ponto onde o raio de luz atinge a superficie 
a partir do eixo optico. Usando a aproximagao de raios paraxiais, podemos 
escrever 



Considerando a convengao ja discutida para p, podemos escrever tambem 
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V 

a = — 
P 

Substituindo 1.32 em 1.30, achamos 



ou 



n 7 )~ + n(f) 
P 



ou ainda, 





Assim, temos <f> f em fungao de (f> e y. Vamos complementar essa equagao com 



que, apesar de parecer redundante, e util para que possamos escrever as duas 
equagoes acima numa forma mais interessante, ou seja, 


A matriz 





e chamada de matriz de refragao, e ela estabelece, para um dado raio, o que 
ocorre durante a refragao desse raio numa dada superffcie S, quando ele incide 
vindo de um meio com mdice de refragao n passando para um meio com indice 

de refragao n 7 . 

Alem da refragao, dentro da lente tambem ocorre a propagagao da luz de 
uma superficie ate chegar a outra, isto e, ocorre transmissao de uma superficie 
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a outra. A figura 1.9 ilustra a transmissao e mostra as grandezas relevantes. 



Figura 1.9: Transmissao do raio de luz de uma superffcie ate a proxima. 

A distancia entre os dois pianos considerados na superffcie e dada por 
e. Com relagao aos angulos, temos 


<j>' = <j> (1.37) 

Considerando agora y e y', vemos que a relagao entre eles pode ser escrita 
como 


y' = y + etg 4 > 

ou, usando a hipotese de raios paraxiais, obtemos 


y = y + e<j> 

e agora, na forma matricial, temos 



1 e 
0 1 


y 

$ 


onde 



e 

1 





e a matriz de transmissao entre duas superficies 5’i e S- 2 - Assim, definindo 
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vemos que podemos escrever a equagao 1.35, em notagao matricial, como 



enquanto a equagao L39 fica 


P f = TP (L44) 

Com o uso das matrizes de refragao e transmissao, podemos definir o caminho 
de qualquer raio em qualquer sistema optico, bastando para isso efetuar uma 
sucessao de multiplicagoes de matrizes. Por exemplo, considere a lente espessa 

da figura 1 . 10 . 



> 


Figura 1.10: Formagao de imagem usando uma lente espessa. 


Na figura, vemos que o raio sai do piano objeto e incide na superficie 
Si, entre os meios de indices de refragao m e n 2 , e sofre uma refragao. Em 
seguida, ele propaga-se por dentro da lente ate atingir a superficie S 2 , entre 
a lente e o meio de mdice de refragao 713 , onde ocorre uma nova refragao. 
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A partir daf, ele propaga-se ate atingir o piano imagem. Cada um desses 
processos tern uma matriz associada. 

Considere a situagao inicial do raio de luz, emitido no piano objeto. Sua 
especificagao e dada por 1.41, 



y 

4> 


Para descrever a transmissao desde o piano objeto ate a primeira superffcie, 
usamos uma matriz de transmissao dada por 1.40 com e = p, ou seja, 



onde Tq\ e a matriz de transmissao do piano objeto (O) ate o piano 1. Nesse 
piano, ocorre refragao, o que gera a matriz de refragao dada em 1.36, com 
n = n\ e n f = n 2 , isto e, 


1 


0 


Rl2 


rt\ — ri 2 1 n\ 

^2 Pi ^2 


(1.46) 


onde lembramos que, nesse caso, pela convengao ja apresentada p\ — +r\, O 


proximo passo consiste em considerar a transmissao da superffcie 1 ate a 2, 
passando atraves de uma espessura ei 2 - A matriz de transmissao fica, entao, 


Tl2 


1 ^12 
0 1 


(1.47) 


Na superffcie 2 ocorre nova refragao, com a correspondente matriz de refragao, 


lembrando que agora P 2 


r 2 , ou seja, 


1 


0 


#23 


U 2 — ri 3 1 ri 2 
fl3 P2 


(1.48) 


Por fim, o raio parte da superffcie S 2 ate atingir o piano imagem, e uma 
matriz de transmissao da conta dessa parte, isto e, 


T 21 


1 p' 
0 1 


(L49) 
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Assim, o valor que define a condigao final do raio no piano imagem, a partir 
de sua condigao inicial descrita pela equagao 1.41, e dado pela combinagao 

das equagoes 1.45-1.49, ou seja, 

P f — T 21 R 23 T 12 R 12 T 01 P (1.50) 

Nessa expressao, percebemos que a matriz 

S = R 22 T l2 R l2 (!- 51 ) 

envoive os fenomenos que ocorrem na lente, nao dependendo, por exemplo, 
da posigao onde o raio de luz incide nela. Ela e chamada de matriz do sistema 
optico e, se ao inves de uma unica lente, houver varias, essa matriz torna-se 

S = • • • R^Tz^RzaT2zR 2 zTi 2 R\ 2 (1-52) 

Assim, a equagao 1.50 pode ser escrita como 

P' = T 21 ST 01 P (1-53) 


Agora, considere que 


Entao, usando 1.45, 


ou 



TniP = 


y + 


Vamos representar a matriz S genericamente por 



a b 
c d 


(1.54) 


(1.55) 


Assim, multiplicando 1.55 e 1.54, temos 
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STqiP 


a b 
c d 


ou 


y + p<P 
<P 


STqiP 


h 

ay + ap<p + b<p 
cy + cp<p + dip 


Agora, aplicamos 1.49 em 1.56, ou seja, 


T 2 iST 01 P 


1 p 
0 1 


/ 


ay + ap<p + b<j) 
cy + cp(j) + dcj) 


ou 


T 21 ST 01 P 


ay + ap<p + b(j) + p l {cy + cp(j) + d<fi) 

cy + cpcf) + d<p 


ou ainda, lembrando 1.53, 


P' 


ay + ap<fi + b(f) + p ! cy + p f cp4> + p f d<jh 

cy + cpcj) + dcf) 


ou seja, 


y 


ay + ap<f) + b(p + p*cy + p f cp(f> + p ! d<p 

cy + cpcf) + dcp 


que da origem as equagoes 


y = (a + cp l )y + (ap +b + cppl + dp f )cf) 
4> = cy + (cp + d)(j> 





(I.59a) 

(I.59b) 


Vamos analisar inicialmente a equagao 1.59a. Ela estabelece que y f depende 
de y e cp. Entretanto, todos os raios que partem de um mesmo ponto de altura 
y no piano objeto reunem-se no mesmo ponto no piano imagem, com mesma 
altura y f . Portanto, y l nao deve depender de </>, de modo que temos 


ap + b + cpp f + dp 1 = 0 



de onde result a 
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que fornece o valor da posigao da imagem em termos da posigao do objeto e 
de a, fc, c e d, os quais dependem do sistema especifico de lentes. Usando 1.60 
em I.59a, obtemos 


y 1 = (a + cp')y 



de mo do que 


— = a + cp (1.63) 

y 

Como y e y / podem ser escolhidos no topo do objeto e da imagem, respecti- 
vamente, essa equagao fornece a ampliagao A da imagem, ou seja, 



que tambem depende de parametros que podem ser determinados. Resta ape- 
nas determinar os valores de a, 6, c e d, o que depende de conhecermos o 
sistema de lentes especifico. A determinagao de S para o caso da figura 1.10 
e deixada como exercicio para o leitor (veja o exercicio 1.2). 


Para encerrar, comentamos o olho humano. 0 olho e basicamente uma 
camara escura, na qual, na entrada, ha uma lente de distancia focal variavel, 
chamada cristalino, cuja distancia focal e alterada pelos musculos ciliares. Por 
meio da mudanga no foco, o olho normal consegue manter as imagens sendo 
formadas sempre no mesmo local, a retina, independentemente da distancia 
a que o objeto esteja, ate um limite de cerca de 10 cm numa pessoa normal. 
Objetos mais perto que isso nao sao vistos nitidamente, e fatores como idade 
ou defeitos de visao, como hipermetropia ou presbiopia, podem fazer com que 
a menor distancia aumente sensivelmente. Por outro lado, pessoas miopes per- 
dem a capacidade de os musculos ciliares relaxarem completamente, fazendo 
com que o cristalino deixe de poder ter uma distancia focal proxima a infinito. 
Como consequencia, miopes nao tern visao nitida de objetos distantes. Tais 
problemas podem ser corrigidos utilizando-se lentes auxiliares, comumente 
conhecidas como oculos, de modo a compensar a capacidade de focalizagao 
perdida pelo cristalino. Isso encerra nossa discussao sobre lentes esfericas. 
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1.3 Exercicios 

Ll Um conjunto formado por duas lentes espessas acopladas esta imerso 

em ar. Os indices de refragao das lentes sao n% = 1 , 5 e 713 = 1, 63. 
Os raios de curvatura da primeira lente sao pi = 2 cm e p 2 = —2 cm. 
Para a segunda lente, temos p% = —2 cm e p% —> oo. As espessuras 
das lentes sao ex 2 = 0, 5 cm e e 23 = 0, 4 cm. Se um objeto situado 
a uma distancia muito grande da lente for colocado no piano objeto, 
onde se forma a imagem? 

1.2 Determine a matriz S para a lente espessa da figura L 10 . 
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